
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2017, Т. 159, кн. 3 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 354–363 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 519.62

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТИ
КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ

А.А. Самсонов, П.С. Соловьёв, С.И. Соловьёв
Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия

Аннотация

Изучается положительно определенная дифференциальная задача на собственные
значения с коэффициентами, нелинейно зависящими от спектрального параметра. Диф-
ференциальная задача формулируется как вариационная задача на собственные значения
в гильбертовом пространстве с билинейными формами, нелинейно зависящими от спек-
трального параметра. Вариационная задача имеет последовательность положительных
простых собственных значений, которым соответствует последовательность нормирован-
ных собственных функций. Вариационная задача аппроксимируется сеточной схемой ме-
тода конечных элементов на равномерной сетке с лагранжевыми конечными элементами
произвольного порядка. Устанавливаются оценки погрешности приближенных собствен-
ных значений и собственных функций в зависимости от шага сетки и величины соб-
ственного значения. Полученные результаты являются обобщением хорошо известных
результатов для дифференциальных задач на собственные значения с линейной зависи-
мостью от спектрального параметра.

Ключевые слова: собственное значение, собственная функция, задача на собствен-
ные значения, сеточная аппроксимация, метод конечных элементов

Введение

В настоящей работе исследуется положительно определенная дифференциаль-
ная задача на собственные значения −(p(λ, x)u′(x))′ + q(λ, x)u(x) = λr(λ, x)u(x),
λ ∈ (0,∞), x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0, с заданными коэффициентами p(µ, x),
q(µ, x), r(µ, x), µ ∈ (0,∞), x ∈ [0, 1]. При фиксированном x ∈ [0, 1] функ-
ции p(µ, x), q(µ, x), µ ∈ (0,∞), являются невозрастающими, а функция r(µ, x),
µ ∈ (0,∞), – неубывающей. Дифференциальная задача эквивалентна вариацион-
ной задаче на собственные значения: λ ∈ (0,∞), u ∈ V \ {0}, a(λ, u, v) = λb(λ, u, v)
для любой функции v ∈ V. Здесь V = {v : v ∈ W 1

2 (0, 1), v(0) = v(1) = 0} – гиль-
бертово пространство с нормой | · |1. Эта задача, согласно работе [1], имеет возрас-
тающую последовательность положительных простых собственных значений λk,
k = 1, 2, . . . , с предельной точкой на бесконечности, 0 < λ1 < λ2 < · · · < λk < · · · ,
λk → ∞ при k → ∞. Последовательности собственных значений соответствует
система нормированных собственных функций uk, k = 1, 2, . . .

Вариационная задача на собственные значения аппроксимируется сеточной
схемой метода конечных элементов: λh ∈ (0,∞), uh ∈ Vh \ {0}, a(λh, uh, vh) =
= λhb(λh, uh, vh) для любой функции vh ∈ Vh. Здесь Vh – пространство лагран-
жевых конечных элементов порядка n . При достаточно малых h сеточная задача
на собственные значения имеет Nh = dim Vh положительных простых собственных
значений λh

k , k = 1, 2, . . . , Nh, 0 < λh
1 < λh

2 < · · · < λh
Nh

. Собственным значениям
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λh
k , k = 1, 2, . . . , Nh, соответствует система нормированных собственных функций

uh
k , k = 1, 2, . . . , Nh. Для достаточно малых h установлены оценки погрешности

0 ≤ λh
k − λk ≤ ch2nλn+1

k , |uh
k − uk|1 ≤ chnλ

(n+1)/2
k ,

где c – постоянная, не зависящая от h и λk, знаки нормированных собственных
функций uh

k и uk выбраны согласно условию b(λk, uh
k , uk) > 0, b(λh

k , uh
k , uh

k) = 1,
b(λk, uk, uk) = 1.

Нелинейные задачи на собственные значения возникают в различных областях
науки и техники, например в физике плазмы, в механике конструкций, в числен-
ных алгоритмах решения сеточных уравнений, в теории диэлектрических волно-
водов [1–5]. Вычислительные методы решения нелинейных матричных задач на
собственные значения исследовались в работе [5]. Для нелинейных дифференци-
альных спектральных задач метод конечных элементов исследовался в [6], а вли-
яние численного интегрирования в схемах метода конечных элементов изучалось
в [1, 7, 8] с помощью работ [9–12]. Исследование погрешности приближенных ме-
тодов решения нелинейных спектральных задач в гильбертовом пространстве про-
ведено в работах [13] и основано на использовании общих результатов в линейном
случае [14–16]. В работах [17–23] исследовались приближенные методы решения
прикладных нелинейных краевых задач и вариационных неравенств.

1. Вариационная постановка задачи

Пусть Ω = (0, 1), Ω = [0, 1], G – интервал числовой оси R, Λ = (0,∞). Обозна-
чим, как обычно, через L2(G) и Wm

2 (G) соответственно вещественное простран-
ство Лебега и вещественное пространство Соболева с нормами

|u|0,G =
( ∫

G

(u(x))2 dx

)1/2

, ‖u‖m,G =
( m∑

i=0

|u|2i,G
)1/2

и полунормами |u|i,G = |u(i)|0,G, i = 0, 1, . . . , m, где u(i) = diu(x)/dxi, i =
= 1, 2, . . . , m, u(0) = u, m – целое положительное число. При этом положим
W 0

2 (G) = L2(G). Если G = Ω, то для краткости при записи норм и полунорм
индекс области будем опускать.

Зададим бесконечное число раз непрерывно дифференцируемые функции
p(µ, x), q(µ, x), r(µ, x), µ ∈ Λ, x ∈ Ω. Предположим, что функции p(µ, x), r(µ, x),
µ ∈ Λ, x ∈ Ω, положительные, функция q(µ, x), µ ∈ Λ, x ∈ Ω, неотрицательная.
При фиксированном x ∈ Ω функции p(µ, x), q(µ, x), µ ∈ Λ, являются невозраста-
ющими, а функция r(µ, x), µ ∈ Λ, – неубывающей. Предположим, что существуют
положительные постоянные p1, p2, p3, p4, q2, q3, r1, r2, r3 такие, что

p1 ≤ p(µ, x) ≤ p2, 0 ≤ q(µ, x) ≤ q2, r1 ≤ r(µ, x) ≤ r2,∣∣∣∣
∂p(µ, x)

∂µ

∣∣∣∣ ≤ p3,

∣∣∣∣
∂q(µ, x)

∂µ

∣∣∣∣ ≤ q3,

∣∣∣∣
∂r(µ, x)

∂µ

∣∣∣∣ ≤ r3,

∣∣∣∣
∂ip(µ, x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ p4,

∣∣∣∣
∂iq(µ, x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ q4,

∣∣∣∣
∂ir(µ, x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ r4,

для любых µ ∈ Λ, x ∈ Ω, i = 1, 2, . . .
Рассмотрим дифференциальную задачу на собственные значения: найти числа

λ ∈ Λ и ненулевые функции u(x), x ∈ Ω, такие, что

−(p(λ, x)u′(x))′ + q(λ, x)u(x) = λr(λ, x)u(x), x ∈ Ω,

u(0) = u(1) = 0.
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Введем гильбертово пространство V = {v : v ∈ W 1
2 (Ω), v(0) = v(1) = 0} с нормой

| · |1. Нетрудно убедиться, что выполняется неравенство Фридрихса |v|0 ≤ |v|1 для
любой функции v ∈ V. Для µ ∈ Λ, u, v ∈ V определим билинейные формы

a(µ, u, v) =

1∫

0

(p(µ, x)u′v′ + q(µ, x)uv) dx, b(µ, u, v) =

1∫

0

r(µ, x)uv dx.

Сформулируем обобщенную постановку дифференциальной задачи на соб-
ственные значения: найти λ ∈ Λ, u ∈ V \ {0}, такие, что

a(λ, u, v) = λb(λ, u, v) ∀ v ∈ V. (1)

Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения при фик-
сированном µ ∈ Λ : найти функции γ = γ(µ) ∈ Λ, y = y(µ) ∈ V \ {0} такие, что

a(µ, y, v) = γb(µ, y, v) ∀ v ∈ V. (2)

Согласно [24], задача (2) имеет последовательность положительных простых соб-
ственных значений γk = γk(µ), k = 1, 2, . . . , занумерованных по возраста-
нию: 0 < γ1 < γ2 < · · · < γk < · · · , γk → ∞ при k → ∞. Этим
собственным значениям соответствует ортонормированная система собственных
функций yk = yk(µ), k = 1, 2, . . . , такая, что a(µ, yi, yj) = γiδij , b(µ, yi, yj) = δij ,
i, j = 1, 2, . . . Функции yk, k = 1, 2, . . . , образуют полную систему в пространстве V.
Имеют место неравенства γk(µ) ≥ γk(η) при µ < η, µ, η ∈ Λ.

Лемма 1. Для любых функций v ∈ V и любых чисел µ, η ∈ Λ справедливы
следующие соотношения:

α1|v|21 ≤ a(µ, v, v) ≤ α2|v|21, |a(µ, v, v)− a(η, v, v)| ≤ α3|µ− η| |v|21,

β1|v|20 ≤ b(µ, v, v) ≤ β2|v|20, |b(µ, v, v)− b(η, v, v)| ≤ β3|µ− η| |v|20,
где α1 = p1, α2 = p2 + q2, β1 = r1, β2 = r2, α3 = p3 + q3, β3 = r3.

Доказательство. Требуемые неравенства вытекают из определений билиней-
ных форм и свойств коэффициентов задачи. Лемма доказана.

Теорема 1. Задача (1) имеет последовательность положительных про-
стых собственных значений λk, k = 1, 2, . . . , занумерованных по возрастанию:
0 < λ1 < λ2 < · · · < λk < · · · , λk →∞ при k →∞. Каждое собственное значение
λi, i ≥ 1, является единственным корнем уравнения µ−γi(µ) = 0, µ ∈ Λ, i ≥ 1.
Последовательности собственных значений λk, k = 1, 2, . . . , соответствует по-
следовательность собственных функций uk, k = 1, 2, . . . Собственная функция
uk совпадает с собственной функцией yk, соответствующей собственному зна-
чению γk(µ), линейной параметрической задачи на собственные значения (2) при
µ = λk. Собственные функции uk, k = 1, 2, . . . , являются бесконечное число
раз непрерывно дифференцируемыми и выполняются оценки |uk|i ≤ siλ

i/2
k , k =

= 1, 2, . . . , i = 0, 1, 2, . . . , где постоянные si, i = 0, 1, 2, . . . , не зависят от λk,
k = 1, 2, . . .

Доказательство. Доказательство теоремы проводится с помощью результа-
тов из [1, 13, 24]. Теорема доказана.
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2. Сеточная аппроксимация задачи

Разобьем отрезок Ω равноотстоящими точками xi = ih, i = 0, 1, . . . ,m, на
элементы ei = [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , m, h = 1/m. Обозначим через Vh про-
странство лагранжевых конечных элементов, состоящее из непрерывных на Ω
функций vh, являющихся полиномами степени не выше n на каждом элементе ei,
i = 1, 2, . . . , m, vh(0) = vh(1) = 0, Nh = dim Vh = mn− 1.

Вариационная задача (1) аппроксимируется сеточной схемой метода конечных
элементов: найти λh ∈ Λ, uh ∈ Vh \ {0} такие, что

a(λh, uh, vh) = λhb(λh, uh, vh) ∀ vh ∈ Vh. (3)

Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения при фик-
сированном µ ∈ Λ : найти функции γh = γh(µ) ∈ Λ, yh = yh(µ) ∈ Vh\{0} такие, что

a(µ, yh, vh) = γhb(µ, yh, vh) ∀ vh ∈ Vh. (4)

Задача (4) имеет Nh положительных простых собственных значений γh
k = γh

k (µ),
k = 1, 2, . . . , Nh, занумерованных по возрастанию: 0 < γh

1 < γh
2 < · · · < γh

Nh
. Этим

собственным значениям соответствует ортонормированная система собственных
функций yh

k = yh
k (µ), k = 1, 2, . . . , Nh, такая, что a(µ, yh

i , yh
j ) = γh

i δij , b(µ, yh
i , yh

j ) =
= δij , i, j = 1, 2, . . . , Nh. Функции yh

k , k = 1, 2, . . . , Nh, образуют полную систему
в пространстве Vh. Выполняются неравенства γh

k (µ) ≥ γh
k (η) при µ < η, µ, η ∈ Λ.

Теорема 2. Задача (3) имеет Nh положительных простых собственных зна-
чений λh

k , k = 1, 2, . . . , Nh, занумерованных по возрастанию: 0 < λh
1 < λh

2 <
< · · · < λh

Nh
. Каждое собственное значение λh

i , i ≥ 1, является единственным
корнем уравнения µ − γh

i (µ) = 0, µ ∈ Λ, i ≥ 1. Собственным значениям λh
k ,

k = 1, 2, . . . , Nh, соответствуют собственные функции uh
k , k = 1, 2, . . . , Nh. Соб-

ственная функция uh
k совпадает с собственной функцией yh

k , соответствующей
собственному значению γh

k (µ), линейной параметрической задачи на собственные
значения (4) при µ = λh

k .

Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству
теоремы 1 с учетом конечномерности задач (3) и (4). Теорема доказана.

3. Исследование погрешности сеточной схемы

Пусть uk – собственная функция задачи (1), соответствующая собственному
значению λk, uh

k – собственная функция задачи (3), соответствующая собствен-
ному значению λh

k . Через c будем обозначать различные положительные постоян-
ные, не зависящие от h и λk.

Для µ ∈ Λ введем оператор ортогонального проектирования Ph(µ) : V → Vh

по формуле a(µ, u − Ph(µ)u, vh) = 0 для любых vh ∈ Vh, где u ∈ V. Обозначим
Ph = Ph(λk).

Лемма 2. Справедливы следующие оценки погрешности ортогонального про-
ектирования:

|uk − Phuk|i ≤ chn+1−iλ
(n+1)/2
k , i = 0, 1.

Доказательство. Оценки погрешности леммы устанавливаются с помощью
результатов [25]. Лемма доказана.

Теорема 3. Для достаточно малых h имеет место оценка погрешности

0 ≤ λh
k − λk ≤ ch2nλn+1

k .
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Доказательство. Требуемая оценка вытекает из соотношений

0 ≤ λh
k − λk = γh

k (λh
k)− γk(λk) ≤ γh

k (λk)− γk(λk),

оценки погрешности приближенных собственных значений для линейной задачи
на собственные значения [12], лемм 1 и 2. Теорема доказана.

Теорема 4. Для достаточно малых h выполняется оценка погрешности

|uh
k − uk|1 ≤ chnλ

(n+1)/2
k ,

где b(λk, uh
k , uk) > 0, b(λh

k , uh
k , uh

k) = 1, b(λk, uk, uk) = 1.

Доказательство. Положим βh
i = b(λh

k , Phuk, yh
i ), i = 1, 2, . . . , Nh, где yh

i ,
i = 1, 2, . . . , Nh, – собственные функции задачи (4) при µ = λh

k , b(λk, uk, uk) = 1.
Заметим, что yh

k = uh
k . Поскольку функции yh

i , i = 1, 2, . . . , Nh, образуют ортонор-
мированный базис в пространстве Vh, то элемент Phuk ∈ Vh можно представить
в виде разложения Phuk = βh

k uh
k + vh

k + wh
k , где

vh
k =

k−1∑

i=1

βh
i yh

i , wh
k =

Nh∑

i=k+1

βh
i yh

i .

Положим

ξh
k = sup

vh∈Vh\{0}

|a(λh
k , Phuk, vh)− λkb(λh

k , Phuk, vh)|
|vh|1 .

Имеет место оценка ξh
k ≤ chn+1λ

(n+3)/2
k .

Для k ≥ 1 и λ0 = 0 обозначим

ρk =
λk−1

λk − λk−1
+

λk+1

λk+1 − λk
.

Из теоремы 3 получаем сходимость λh
i → λi при h → 0, i = 1, 2, . . . , k + 1 . Сле-

довательно, для достаточно малых h выполняются неравенства λk − λh
k−1 > 0,

λh
k+1 − λk > 0, где k ≥ 1, λh

0 = 0, и для некоторой положительной постоянной c
справедливы соотношения

λh
k−1

λk − λh
k−1

≤ cρk,
λh

k+1

λh
k+1 − λk

≤ cρk.

Для k ≥ 1 докажем оценку |vh
k |1 ≤ cρkξh

k . Эта оценка при k = 1 выполняется
тривиально. Пусть k ≥ 2. Тогда справедливы следующие соотношения:

a(λh
k , Phuk, vh

k ) = a(λh
k , vh

k , vh
k ), b(λh

k , Phuk, vh
k ) = b(λh

k , vh
k , vh

k ),

a(λh
k , vh

k , vh
k ) ≤ λh

k−1b(λ
h
k , vh

k , vh
k ).

Таким образом, получаем цепочку неравенств

|vh
k |1 ξh

k ≥ −a(λh
k , Phuk, vh

k ) + λkb(λh
k , Phuk, vh

k ) = −a(λh
k , vh

k , vh
k ) + λkb(λh

k , vh
k , vh

k ) ≥

≥ (λk − λh
k−1)b(λ

h
k , vh

k , vh
k ) ≥ λk − λh

k−1

λh
k−1

a(λh
k , vh

k , vh
k ) ≥ 1

cρk
|vh

k |21, k ≥ 2,

откуда вытекает требуемая оценка.
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Для k ≥ 1 докажем оценку |wh
k |1 ≤ cρkξh

k . Нетрудно проверить, что

a(λh
k , Phuk, wh

k ) = a(λh
k , wh

k , wh
k ), b(λh

k , Phuk, wh
k ) = b(λh

k , wh
k , wh

k ),

a(λh
k , wh

k , wh
k ) ≥ λh

k+1b(λ
h
k , wh

k , wh
k ).

Тогда выполняются соотношения

|wh
k |1 ξh

k ≥ a(λh
k , Phuk, wh

k )− λkb(λh
k , Phuk, wh

k ) =

= a(λh
k , wh

k , wh
k ) + λkb(λh

k , wh
k , wh

k ) ≥ λh
k+1 − λk

λh
k+1

a(λh
k , wh

k , wh
k ) ≥ 1

cρk
|wh

k |21, k ≥ 1,

которые приводят к требуемой оценке.
Теперь, используя полученные выше оценки, имеем

|Phuk − βh
k uh

k |1 ≤ |vh
k |1 + |wh

k |1 ≤ c ρkξh
k ≤ c ρkhn+1λ

(n+3)/2
k

при достаточно малых h.
Обозначим ‖v‖2b = b(λk, v, v), ‖vh‖2bh

= b(λh
k , vh, vh) для любых v ∈ V, vh ∈ Vh.

Тогда из соотношений

βh
k = ‖βh

k uh
k‖bh

≤ 1 + ‖uk − Phuk‖b + ‖Phuk − βh
k uh

k‖bh
+ | ‖Phuk‖bh

− ‖Phuk‖b |,
βh

k = ‖βh
k uh

k‖bh
≥ 1− ‖uk − Phuk‖b − ‖Phuk − βh

k uh
k‖bh

− | ‖Phuk‖bh
− ‖Phuk‖b |,

получим

|βh
k − 1| ≤ ‖uk − Phuk‖b + ‖Phuk − βh

k uh
k‖bh

+ c| ‖Phuk‖2bh
− ‖Phuk‖2b |,

|βh
k uh

k − uh
k |1 = |βh

k − 1| |uh
k |1 ≤ c

√
λk |βh

k − 1| ≤ c ρkhn+1λ
(n+4)/2
k

для достаточно малых h. В итоге заключаем, что

|uk − uh
k |1 ≤ |uk − Phuk|1 + |Phuk − βh

k uh
k |1 + |βh

k uh
k − uh

k |1 ≤ chnλ
(n+1)/2
k .

Теорема доказана.
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Abstract

A positive definite differential eigenvalue problem with coefficients depending nonlinearly
on the spectral parameter has been studied. The differential eigenvalue problem is formulated
as a variational eigenvalue problem in a Hilbert space with bilinear forms nonlinearly depen-
ding on the spectral parameter. The variational problem has an increasing sequence of positive
simple eigenvalues, which correspond to a normalized system of eigenfunctions. The variational
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problem has been approximated by a mesh scheme of the finite element method on the uni-
form grid with Lagrangian finite elements of arbitrary order. Error estimates for approximate
eigenvalues and eigenfunctions in dependence on mesh size and eigenvalue size have been
established. The obtained results are generalizations of the well-known results for differential
eigenvalue problems with linear dependence on the spectral parameter.

Keywords: eigenvalue, eigenfunction, eigenvalue problem, mesh approximation, finite
element method
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