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Àííîòàöèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x è y ãèëüáåðòîâà A-ìîäóëÿM íàä
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Ââåäåíèå

Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà àíàëèçà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ÷èñåë è ôóíêöèé, äîïóñêà-
þò îáîáùåíèå äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ìàòðèö è îïåðàòîðîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû îïåðàòîðíûå
àíàëîãè ðàçëè÷íûõ êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë áûëè óñòàíîâëåíû â ðÿäå ðàáîò [1]�[3]. Ñòîèò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðÿìîé ïåðåíîñ èçâåñòíûõ ôîðìóë äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ÷àñòî
áûâàåò íåâîçìîæåí. Òàê îáñòîèò äåëî ñ õîðîøî èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà äëÿ
ìîäóëÿ |x + y| ≤ |x| + |y|, ñïðàâåäëèâûì êàê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ R è C, òàê è â êëàññè÷å-
ñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé C[0, 1] è Lp[0, 1]
(0 ≤ p ≤ ∞). Äàííîå íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ óæå â ïðîñòåéøåé íåêîììó-
òàòèâíîé àëãåáðå M2(C) êâàäðàòíûõ 2× 2 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. Â êà÷åñòâå ìàòðèö x è y,
äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäóåò âçÿòü

x =

(
1 0
0 1

)
, y =

(
0 0
1 0

)
.

Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [4]. Íàïîìíèì, ÷òî |x| = (x∗x)1/2 äëÿ ëþáîé ìàòðèöû x ∈
Mn(C). Òåì íå ìåíåå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ëþáîé ïàðû x, y ∈Mn(C) ñïðàâåäëèâî
â ñëåäóþùåé ôîðìå:

|x+ y| ≤ u|x|u∗ + v|y|v∗,

ãäå u, v � íåêîòîðûå óíèòàðíûå ìàòðèöû, çàâèñÿùèå îò x è y ([5]). Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
â âèäå |x+ y| = |x|+ |y| äëÿ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðíûõ àëãåáð è ìîäóëåé èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ
[6], [7].

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.08.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 29.08.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 19.12.2018.

Áëàãîäàðíîñòè. Ì.À.Ïëèåâ ïîääåðæàí ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé 17-51-12064.

38



ÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÀ Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÛÕ A-ÌÎÄÓËßÕ 39

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæèì äàííóþ ëèíèþ èññëåäîâàíèé è íàéäåì êðèòåðèé âûïîë-
íåíèÿ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y ãèëüáåðòîâà A-ìîäóëÿM
íàä ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé A.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � çàôèêñèðîâàòü òåðìèíîëîãèþ è èñïîëüçóåìûå â òåêñòå îáîçíà-
÷åíèÿ. Ñòàíäàðòíûé èñòî÷íèê ïî òåîðèè C∗-àëãåáð � ìîíîãðàôèÿ [8]. Âñå íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ î ëîêàëüíûõ C∗-àëãåáðàõ è ãèëüáåðòîâûõ A-ìîäóëÿõ íàä íèìè ìîæíî íàéòè â [9],
[10]. Âñå àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Âñþäó íèæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âíóòðåííèå ïðîèçâåäåíèÿ ñîïðÿæåííî ëèíåéíû ïî ïåð-

âîé ïåðåìåííîé è ëèíåéíû ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K,
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(H,K) è L(H) := L(H,H).
Ïóñòü A � èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà è p : A → R+ � ïîëóíîðìà íà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) p(xy) ≤ p(x)p(y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A,
2) p(x) = p(x∗) äëÿ ëþáîãî x ∈ A.
Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p(x∗x) = p(x)2, òî p íàçûâàåò-

ñÿ C∗-ïîëóíîðìîé. Èíâîëþòèâíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà, ïîëíàÿ îòíîñèòåëüíî îòäåëèìîé
òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ðàçäåëÿþùèì, íàïðàâëåííûì ñåìåéñòâîì C∗-ïîëóíîðì (pλ)λ∈Λ, íà-
çûâàåòñÿ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Êàæäàÿ C∗-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé.

Ïðèìåð 2. Êàæäàÿ çàìêíóòàÿ ∗-ïîäàëãåáðà ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíîé C∗-àëãåáðîé.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Q � âïîëíå ðåãóëÿðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü C(Q) �
àëãåáðà íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Q. Äëÿ êàæäîãî êîìïàêò-
íîãî ìíîæåñòâà K ⊂ Q ââåäåì ïîëóíîðìó

pK(f) := sup
x∈K
|f(x)|, f ∈ C(Q).

Òîãäà pK áóäåò C∗-ïîëóíîðìîé è òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà C(Q) ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé
ðàçäåëÿþùèì, íàïðàâëåííûì ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Λ � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå, íàïðàâëåííîå ââåðõ èíäåêñíîå ìíîæåñòâî,
{Hλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâî ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ òàêèõ, ÷òî Hλ ⊂ Hµ è

〈·, ·〉λ = 〈·, ·〉µ|Hλ
, λ ≤ µ,

ãäå 〈·, ·〉λ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Hλ, λ ∈ Λ. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî âû-
ïóêëîå ïðîñòðàíñòâî

H := lim
→
Hλ =

⋃
λ

Hλ.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ãèëüáåðòî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : H → H íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

T = lim
→
Tλ, Tλ ∈ L(Hλ),

ãäå (Tλ)λ∈Λ � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Tλ ∈ L(Hλ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ. Âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ íà H îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(H). Îòìåòèì, ÷òî



40 À.Â.ÊÀËÈÍÈ×ÅÍÊÎ, Ì.À.ÏËÈÅÂ

L(H) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è àëãåáðîé, è ñ êàæäûì ñåìåéñòâîì (Tλ)λ∈Λ ìîæíî ñâÿçàòü ñåìåéñòâî
(Tλ)∗λ∈Λ, ãäå T

∗
λ ∈ L(Hλ). Òîãäà îòîáðàæåíèå

∗ : L(H)→ L(H), T 7→ T ∗ = lim
→
T ∗λ

áóäåò èíâîëþöèåé, çàäàííîé íà L(H). Åñëè ‖ · ‖λ � îïåðàòîðíàÿ íîðìà, çàäàííàÿ íà L(Hλ),
òî ôóíêöèÿ

pλ(T ) := ‖Tλ‖λ, T ∈ L(H),

áóäåò C∗-ïîëóíîðìîé íà L(H) äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ è L(H) � ýòî ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà
îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ðàçäåëÿþùèì ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì {pλ}λ∈Λ.

Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ðàçäåëÿþùèì ñå-
ìåéñòâîì ïîëóíîðì {pλ}λ∈Λ. Ïðåäãèëüáåðòîâûì A-ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî M, ÿâëÿþùååñÿ òàêæå ïðàâûì A-ìîäóëåì, ñíàáæåííîå A-çíà÷íûì
âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì, ò. å. îòîáðàæåíèåì 〈·, ·〉 :M×M→ A ñî ñâîéñòâàìè

〈x, αy + βz〉 = 〈x, y〉α+ 〈x, z〉β äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈M; α, β ∈ C;

〈x, ya〉 = 〈x, y〉a äëÿ ëþáûõ x, y ∈M; a ∈ A;

〈x, y〉∗ = 〈y, x〉 äëÿ ëþáûõ x, y ∈M;

〈x, x〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈M;

〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈M.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîM � ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü, åñëèM ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ðàçäåëÿþùèì, íàïðàâëåí-
íûì ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì

pλ(x) :=
√
pλ(〈x, x〉), x ∈M, λ ∈ Λ.

Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãèëüáåðòîâà A-ìîäóëÿ.
ÇäåñüM = A, à âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä

〈x, y〉 := x∗y, x, y ∈ A.
Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà èM, N � ãèëüáåðòîâû A-ìîäóëè íàä A. Äëÿ ýëåìåíòà

x ∈ M ïîëîæèì |x| := 〈x, x〉1/2. Â ñëó÷àå, êîãäà A ñîâïàäàåò ñ M, ïîëó÷àåì òðàäèöè-

îííîå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ |x| = (x∗x)1/2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : M → N íàçûâàåòñÿ
A-ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ M, a ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T (xa) = T (x)a. Ìíî-
æåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ A-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èçM â N îáîçíà÷àåòñÿ LA(M,N ) èëè
ïðîñòî L(M,N ), åñëè ÿñíî, î êàêîé àëãåáðå A èäåò ðå÷ü. Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð
T : M → N äîïóñêàåò ñîïðÿæåííûé, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð S : N → M
òàêîé, ÷òî 〈Tx, y〉 = 〈x, Sy〉 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈ M, y ∈ N . Ïðè ýòîì S íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ê T è îáîçíà÷àåòñÿ T ∗. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ T : M → N , äîïóñêàþùèõ ñîïðÿæåííûé, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç LA(M,N ).
Èçâåñòíî ([10], òåîðåìà 2.2.6), ÷òî êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äîïóñêàþùèé ñîïðÿæåíèå,
ÿâëÿåòñÿ A-ëèíåéíûì è LA(M) := LA(M,M) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé. Äëÿ x ∈ N ,
y ∈M ïîëîæèì

θx,y(z) := x〈y, z〉, z ∈M.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ N , y ∈M îòîáðàæåíèå θx,y ÿâëÿåòñÿ A-ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç
M â N . Èçâåñòíî ([10], ñ. 38), ÷òî θ∗x,y = θy,x è äëÿ ëþáûõ x ∈ N , y ∈M ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå θx,y ∈ L(M,N ). Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â LA(M,N ), ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè
θx,y, x ∈ N , y ∈M, îáîçíà÷àåòñÿ ΘA(M,N ) èëè ïðîñòî Θ(M,N ). Çàìûêàíèå ΘA(M,N ) â
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LA(M,N ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KA(M,N ) èëè ïðîñòî ÷åðåç K(M,N ). Ýëåìåíòû K(M,N )
íàçûâàþòñÿ ìîäóëüíî êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè èç M â N . Èçâåñòíî ([10], çàìå÷àíèå
2.3.3), ÷òî K(M) := K(M,M) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé è äâóñòîðîííèì ∗-èäåàëîì
â L(M).
Òåîðèÿ ãèëüáåðòîâûõ A-ìîäóëåé òåñíî ñâÿçàíà ñ ìíîãèìè ðàçäåëàìè ñîâðåìåííîé ìàòå-

ìàòèêè ([10]). Îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â A-ìîäóëÿõ, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [11]�[14].

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Óñòàíîâèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè � êðèòåðèé ðàâåíñòâà |x+ y| = |x|+ |y|, ãäå x è y
� ýëåìåíòû ãèëüáåðòîâà A-ìîäóëÿ íàä ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðîé.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ïóñòü H è K � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïå-

ðàòîð T : H → K íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèåé, åñëè îí èçîìåòðè÷åí íà çàìêíóòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå ker(T )⊥, ãäå ker(T ) := {v ∈ H : Tv = 0} è ker(T )⊥ � îðòîãîíàëüíîå äî-
ïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà ker(T ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîðû T ∗T è TT ∗ ÿâëÿþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâà ker(T )⊥ è Im(T ) := {Tv : v ∈ H} ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ëåììà 2.1 ([6], òåîðåìà 2.3). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, T, S ∈ L(H). Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
a) |T + S| = |T |+ |S|;
b) ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ U ∈ L(H) òàêàÿ, ÷òî T = U |T | è S = U |S|.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ: T = U |T | è S = U |S| äëÿ îïåðà-

òîðîâ T è S ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè ðàçëîæåíèÿìè îïåðàòîðîâ T è S. Ïðè
ýòîì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ([8], òåîðåìà 2.3.4)

U∗U |T | = |T |; U∗U |S| = |S|.
Ïóñòü Λ � íàïðàâëåííîå ââåðõ ìíîæåñòâî, {Hλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâî ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è H =
⋃
λ∈Λ

Hλ � ëîêàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð T ∈ L(H) íàçû-

âàåòñÿ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ ÷àñòè÷íûìè èçîìåòðèÿìè ÿâëÿþòñÿ
îïåðàòîðû Tλ : Hλ → Hλ. Íèæå ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû ëåììû 2.1 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè-
âûìè è äëÿ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ëîêàëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü Λ � íàïðàâëåííîå ââåðõ ìíîæåñòâî, {Hλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâî ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòðàíñòâ è H =
⋃
λ∈Λ

Hλ � ëîêàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, T, S ∈ L(H).

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
a) |T + S| = |T |+ |S|;
b) ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ U ∈ L(H) òàêàÿ, ÷òî T = U |T | è S = U |S|.

Äîêàçàòåëüñòâî. a)⇒ b). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð R ∈ L(H). Ïî îïðåäåëåíèþ

|R| = (R∗R)1/2; |R|λ = (R∗λRλ)1/2 = |Rλ| ∈ L(Hλ), λ ∈ Λ.

Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðîâ T, S ∈ L(H) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà

|(T + S)λ| = |T + S|λ = |T |λ + |S|λ = |Tλ|+ |Sλ|.
Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ íàéäåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ Uλ ∈ L(Hλ) òàêàÿ,
÷òî Tλ = Uλ|Tλ| è Sλ = Uλ|Sλ|. Ïîëîæèì

U := lim
→
Uλ, Uλ ∈ L(Hλ).
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Ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð U ∈ L(H) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèåé.
b)⇒ a). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

Tλ = Uλ|T |λ = Uλ|Tλ|, Sλ = Uλ|S|λ = Uλ|Sλ|.
Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1, èìååì

|T + S|λ = |Tλ + Sλ| = |Tλ|+ |Sλ| = |T |λ + |S|λ, λ ∈ Λ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè |T + S| = |T |+ |S|. �

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2 äëÿ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè U : L(H) → L(H)
èìååò ìåñòî ïîëåçíûé ôàêò

U∗λUλ|Tλ| = |Tλ|, U∗λUλ|Sλ| = |Sλ|, λ ∈ Λ⇒ U∗U |T | = |T |, U∗U |S| = |S|.
Äëÿ ëîêàëüíûõ C∗-àëãåáð ñïðàâåäëèâ àíàëîã õîðîøî èçâåñòíîé äëÿ C∗-àëãåáð ÃÍÑ-êîí-
ñòðóêöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → B ëîêàëüíûõ C∗-àëãåáð A è B
íàçûâàåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(a∗) = ϕ(a)∗.

Ïðåäñòàâëåíèåì ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ïàðà (H, ϕ), ãäå H � ëîêàëüíîå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ϕ : A → L(H) � íåïðåðûâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì. Ïðåäñòàâëåíèå
íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè ϕ èíúåêòèâåí. Ïîëåçíî òàêæå îòìåòèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðî-
èçâîëüíîãî ∗-ãîìîìîðôèçìà ϕ : A→ B

|ϕ(a)| = ϕ(|a|), a ∈ A.
Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

|ϕ(a)|2 = ϕ(a)∗ϕ(a) = ϕ(a∗a) = ϕ(|a|2) = (ϕ(|a|))2.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïîëîæèòåëüíîãî ýëåìåíòà ëîêàëüíîé
C∗-àëãåáðû ([9], ïðåäëîæåíèå 10.13), âûâîäèì òðåáóåìîå.

Ëåììà 2.3 ([15], òåîðåìà 5.1). Êàæäàÿ ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå.

Ñåé÷àñ ãîòîâû äîêàçàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ
ýëåìåíòîâ ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðû.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà è a, b ∈ A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:
(1) |a+ b| = |a|+ |b|,
(2) a∗b = |a||b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. (2) ⇒ (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |a + b| = |a| + |b|. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3 íàé-
äåòñÿ ëîêàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è èíúåêòèâíûé íåïðåðûâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì
ϕ : A→ L(H). Òîãäà ϕ(a), ϕ(b) ∈ L(H) è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

|ϕ(a) + ϕ(b)| = |ϕ(a+ b)| = ϕ(|a+ b|) = ϕ(|a|+ |b|) = ϕ(|a|) + ϕ(|b|).
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2, íàéäåì ÷àñòè÷íóþ èçîìåòðèþ U ∈ L(H) òàêóþ, ÷òî

ϕ(a) = U |ϕ(a)|, ϕ(b) = U |ϕ(b)|, U∗U |ϕ(a)| = |ϕ(a)|, U∗U |ϕ(b)| = |ϕ(b)|.
Äàëåå èìååì

ϕ(a∗b)=ϕ(a)∗ϕ(b)=(U |ϕ(a)|)∗U |ϕ(b)|= |ϕ(a)|U∗U |ϕ(b)|= |ϕ(a)||ϕ(b)|=ϕ(|a|)ϕ(|b|)=ϕ(|a||b|).
Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè íåïðåðûâíîãî ∗-ãîìîìîðôèçìà âûâîäèì, ÷òî a∗b = |a||b|.
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(1) ⇒ (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a∗b = |a||b|. Òîãäà b∗a = (a∗b)∗ = |b||a| è ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

|a+ b|2 = (a+ b)∗(a+ b) = a∗a+ a∗b+ b∗a+ b∗b = |a|2 + |a|b|+ |b||a|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïîëîæèòåëüíîãî ýëåìåíòà ëîêàëüíîé C∗-
àëãåáðû ([15], ïðåäëîæåíèå 2.1) âûâîäèì |a+ b| = |a|+ |b|. �

Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà èM � ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü. Ïðÿìàÿ ñóììà
A ⊕M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì A-ìîäóëåì, ãäå äåéñòâèå A íà A ⊕M è A-çíà÷íîå
âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå íà A⊕M çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

(a, x)b = (ab, xb),
〈
(a, x), (b, y)

〉
= a∗b+ 〈x, y〉 ∈ A, a, b ∈ A, x, y ∈M.

Ïóñòü a ∈ A, x, y ∈ M è T ∈ KA(M). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå La,x,y,T : A⊕M→ A⊕M,
çàäàííîå ïðàâèëîì

La,x,y,T (b, z) = (ab+ 〈x, z〉, yb+ Tz).

Äàííûå îòîáðàæåíèÿ äîïóñêàþò ñëåäóþùåå îïèñàíèå.

Ëåììà 2.5 ([16]). Ïóñòü a ∈ A, x, y ∈ M è T ∈ KA(M). Òîãäà La,x,y,T ∈ L(A ⊕M) è

L∗a,x,y,T = La∗,y,x,T ∗. Áîëåå òîãî, ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè

{La,x,y,T : a ∈ A, x, y ∈M, T ∈ KA(M)},
ñîâïàäàåò ñ KA(A⊕M).

Îïåðàòîðû La,x,y,T óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â ìàòðè÷íîì âèäå

La,x,y,T =

(
a x
y T

)
, L∗a,x,y,T =

(
a∗ y
x T ∗

)
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà, M � ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü, x, y ∈ M.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) |x+ y| = |x|+ |y|,
(2) 〈x, y〉 = |x||y|.

Äîêàçàòåëüñòâî. (2)⇒ (1). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

〈x, y〉 = |x||y| ⇒ 〈y, x〉 = 〈x, y〉∗ = (|x||y|)∗ = |y||x|,
|x+ y|2 =〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = |x|2 + |x||y|+ |y||x|+ |y|2 =(|x|+ |y|)2.

(1)⇒ (2). Îòîáðàæåíèå a 7→ Ga, ãäå

Ga =

(
a 0
0 0

)
,

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ∗-ãîìîìîðôèçìîì ëîêàëüíûõ C∗-àëãåáð A è KA(A ⊕M). Â ñèëó
ðàâåíñòâà |x+ y| = |x|+ |y| âûâîäèì G|x+y| = G|x| +G|y|. Äàëåå ìîæåì íàïèñàòü(

|x+ y| 0
0 0

)
=

(
|x| 0
0 0

)
+

(
|y| 0
0 0

)
. (1)

Îòìåòèì, ÷òî G|x| ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû KA(A ⊕M) äëÿ ëþáîãî
x ∈M. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ a ∈ A, x ∈M èìååì

G2
|x|(a) = |x|(|x|a) = 〈x, x〉a = 〈x, xa〉 = lx(rx(a)) = r∗xrx(a),
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ãäå ÷åðåç r(x) è l(x) îáîçíà÷àþòñÿ ìàòðèöû(
0 0
x 0

)
è

(
0 x
0 0

)
ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû r(x) è l(x) äåéñòâóþò íà ýëåìåíòû ìîäóëÿ A ⊕M ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (

0 0
x 0

)(
b
z

)
=

(
0
xb

)
,

(
0 x
0 0

)(
b
z

)
=

(
〈x, z〉

0

)
, b ∈ A, x, z ∈M.

ßñíî, ÷òî l∗x = r(x) äëÿ ëþáîãî x ∈M. Òîãäà(
|x| 0
0 0

)
=

∣∣∣∣(0 0
x 0

)∣∣∣∣ .
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå∣∣∣∣( 0 0

x+ y 0

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(0 0
x 0

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(0 0
y 0

)∣∣∣∣ .
Òàê êàê ìàòðèöû r(|x + y|), r(|x|) è r(|y|) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðû
KA(A⊕M), òî ê íèì ïðèìåíèìà ëåììà 2.4. Îòñþäà âûâîäèì(

0 0
x 0

)∗(
0 0
y 0

)
=

∣∣∣∣(0 0
x 0

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣(0 0
y 0

)∣∣∣∣ .
Òîãäà (

0 x
0 0

)(
0 0
y 0

)
=

(
|x| 0
0 0

)(
|y| 0
0 0

)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ(
〈x, y〉 0

0 0

)
=

(
|x||y| 0

0 0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, G〈x,y〉 = G|x|y|. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ a 7→ Ga,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 〈x, y〉 = |x||y|. �

Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå ÷òåíèå òåêñòà
è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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A the generalized triangle equality |x+ y| = |x|+ |y| holds if and only if 〈x, y〉 = |x||y|.
Keywords: local C∗-algebra, Hilbert A-module, local Hilbert space, module compact operator,
∗-homomorphism, triangle equality.
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