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Аннотация

В работе проведено исследование составляющих гидродинамической силы (квази-
стационарной, наследственной сил и силы присоединенных масс) в нескольких слу-
чаях поступательного движения сферы при относительно малых числах Рейнольдса
(5 < Re < 300) . Рассмотрены стационарное движение, линейно ускоренное движение, рав-
номерное движение сферы после скачкообразного ускорения. Расчет сил, действующих
на сферу, проведен с помощью численного решения задачи обтекания. Движение жид-
кости при этом описывается полной нестационарной системой уравнений Навье –Стокса.
Рассматриваются методы выделения различных составляющих гидродинамической силы,
а также возможность описания их с помощью упрощенных моделей. Для наследственной
силы представлены оценки вклада этой составляющей в суммарное сопротивление для
случая скачкообразного изменения скорости движения. Показано, что характер затуха-
ния этой составляющей ключевым образом отличается для случаев однонаправленного и
реверсивного движения. Для определения силы присоединенных масс предложен универ-
сальный подход, позволяющий выделять эту составляющую для случая больших уско-
рений. Проведенный на его основе анализ линейно ускоренного движения подтверждает
гипотезу о линейном характере силы присоединенных масс, действующей на сферу.

Ключевые слова: вязкая жидкость, поступательное движение сферы, квазистацио-
нарная сила, наследственная сила, сила присоединенных масс, численное моделирование

Введение

Современный интерес к проблеме определения гидродинамических сил, дей-
ствующих на сферу, при движении в вязкой жидкости связан в первую очередь
с изучением движения микрочастиц (а также капель и пузырьков) в жидкости-
носителе. Исследования в этом направлении стали активно развиваться в послед-
ние десятилетия в связи с появлением многочисленных оптических методов из-
мерения поля скорости жидкости, таких как LDV (laser Doppler velocimetry), PIV
(particle image velocimetry), PTV (particle tracking velocimetry), и HPIV (holographic
particle image velocimetry), в которых необходимо решать вопрос о согласованности
движения частиц-маркеров с движением носителя (см., например, [1–5]). Микро-
частицы, обладающие ненулевой массой и размером, могут менять свою скорость и
направления движения в жидкости за счет нестационарного гидродинамического
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сопротивления (при пассивном движении в потоке это может происходить в об-
ластях с большими градиентами скорости). Сопротивление можно использовать и
для активного управления движением микротел. В работах [6–10] рассматривались
различные механизмы использования составляющих гидродинамических сил для
пропульсивного движения сферических тел в потоке. Во всех этих задачах для
построения моделей движения необходимо исчерпывающее представление о гидро-
динамических силах, действующих на сферическое тело со стороны жидкости.

Современные модели гидродинамических сил (см., например, [4]), описываю-
щие воздействие вязкой жидкости на сферу при нестационарном поступательном
движении, основываются на выделении трех основных эффектов: квазистационар-
ного сопротивления (Fst) , сил присоединенных масс (Fa) и сил наследственного
сопротивления (Fh) :

F = Fst + Fa + Fh. (1)

Квазистационарное сопротивление – это сила, действующая на сферу при уста-
новившемся стационарном движении. В трехкомпонентных аппроксимационных
зависимостях обычно используется ее значение, вычисленное по мгновенной ско-
рости движения (мгновенному числу Рейнольдса). Вторая составляющая трехком-
понентной аппроксимации – сила присоединенных масс Fa – является откликом
на ускорение сферы в жидкости.

Третья составляющая нестационарной силы – наследственное сопротивление
Fh – была описана впервые Бассе [11] для предельного случая малых чисел Рей-
нольдса как ограниченный по времени эффект, связанный с диффундированием за-
вихренности, образованной в результате нестационарного движения, от сферы. При
конечных числах Рейнольдса она, по всей видимости (см., например, [4]), включает
более общие механизмы взаимодействия сферы с вихревым следом.

Основываясь на методах численного моделирования, в рамках настоящей рабо-
ты мы проведем исследование гидродинамических сил, действующих на сферу, для
трех случаев движения: стационарного движения, равномерного движения после
скачкообразного ускорения и линейно ускоренного движения. Используя методы
выделения различных составляющих силы, предложенные в работах [2, 12, 13], мы
проведем покомпонентную оценку составляющих сопротивления для каждого мо-
делируемого случая. Отдельное внимание уделим случаям реверсивного движения,
когда скорость до и после ускорения изменяет свой знак (этот случай имеет прямое
отношение к задачам активного управления).

1. Постановка задачи

Рассмотрим поступательное движение сферы радиуса R в жидкости со ско-
ростью ũM (t) . Определение силы, действующей на сферу со стороны жидкости,
будем осуществлять путем прямого численного моделирования ее обтекания.

Решение задачи обтекания будем производить в подвижной декартовой сис-
теме координат, связанной со сферой. Направление осей зададим таким образом,
чтобы положительное направление вектора скорости (ũM (t), 0, 0) совпадало с по-
ложительным направлением оси Ox . Нормируя пространственные координаты на
радиус сферы R , скорость на характерное значение скорости движения сферы
umax , время на Ru−1

max , запишем систему уравнений движения жидкости в следу-
ющем виде: 




∂U/∂t + U · ∇U = −∇p + (2/Re)∇2U,

∇ · U = 0,
(2)
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где U = (u, v, w) – безразмерная скорость, p – фиктивное давление, равное сумме
истинного давления (p̃) и инерционной составляющей (xu̇M )

p = p̃ + xu̇M , (3)

Re = 2Rumax/ν – число Рейнольдса, uM (t) = ũM (t)/umax – скорость подвижной
системы координат, ν – кинематическая вязкость жидкости.

На границе сферы в подвижной системе координат задаются условия прилипа-
ния

u = v = w = 0.

На бесконечности скорость изменяется по закону

u = −uM , v = w = 0.

Силы, действующие на сферу со стороны вязкой жидкости, будем определять
по формуле

F = − 2
π




∫

s

pn ds−
∫

s

σ̄ · n ds


 , (4)

где σ̄ – тензор вязких напряжений, S – поверхность сферы, n – внутренняя еди-
ничная нормаль к поверхности сферы. Заметим, что величина F при таком опреде-
лении является безразмерной (размерный коэффициент для перехода к исходным
переменным равен u2

maxπR2ρ/2 , где ρ – плотность жидкости). Отметим также,
что вычисленная в подвижной системе координат сила определена по фиктивному
давлению и поэтому содержит вклад от инерционной составляющей (см. уравнение
(3)). Он может быть вычислен следующим образом:

Ffk = − 2
π

∫

s

xu̇Mnds =
8
3

u̇M . (5)

Эта составляющая известна также как сила Фруда –Крылова.

2. Численное решение гидродинамической задачи

Движение жидкости вокруг сферы моделируется в осесимметричной поста-
новке. Для дискретизации расчетной области используются структурированные
блочные сетки с линейным сгущением узлов около сферы (см. рис. 1). Основные
параметры используемых расчетных сеток mij представлены в табл. 1, где N –
количество ячеек сетки, Vmin – объем минимальной ячейки, расположенной около
сферы, Nsp – число ячеек на границе сферы вдоль рассматриваемого сечения, Lx,
Ly – расстояния от цента сферы до внешних границ расчетной области по осям
Ox,Oy соответственно. Сетки с разным индексом i построены в расчетных обла-
стях разного размера, при этом имеют полностью идентичную структуру в окрест-
ности сферы при одинаковых значениях индекса j . Наборы сеток с одинаковым
индексом i получены путем последовательного пропорционального уменьшения
размера ячеек во всей области.

Численное решение системы уравнений Навье –Стокса проводится по схеме,
предложенной в работе [14] и успешно апробированной на базе целой серии задач о
колебательном движении тел различной формы [10, 15, 16]. Согласно [14], дискре-
тизация системы уравнений движения жидкости выполняется по методу конечных
объемов (FVM) в декартовой системе координат. Дискретные значения составля-
ющих скорости и дискретные давления локализуются в центрах ячеек расчетных
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Рис. 1. Структура расчетной сетки в окрестности сферы в плоскости xOy

Табл. 1
Параметры расчетных сеток

Сетка m11 m12 m13 m21 m22 m23

Lx, Ly 25, 20 25, 20 25, 20 50, 40 50, 40 50, 40
N 13076 29421 66197 19372 43689 99031

Vmin 2e-7 5.9e-8 1.7e-8 2e-7 5.9e-8 1.7e-8
Nsp 86 129 195 86 129 195

сеток. Для вычисления объемных интегралов по контрольному объему использу-
ется общая процедура Гаусса. Для аппроксимации градиента давления в расчетах
применяется линейная интерполяция. Для интерполяции переменных в конвектив-
ных слагаемых используется нелинейная NVD (normalised variable diagram) схема
“Gamma”, предложенная в работе [17]. В диффузионных слагаемых при дискрети-
зации оператора Лапласа нормальные градиенты скорости на поверхности ячейки
аппроксимируются с помощью симметричной схемы второго порядка с поправкой
на неортогональность [18].

Решение нелинейной дискретизованной системы проводится по методу PISO
[19]. Для решения системы уравнений для давления в методе PISO использует-
ся метод сопряженных градиентов (PCG) с геометрико-алгебраическим много-
сеточным предобуславливателем (GAMG). Для сглаживания используется метод
Гаусса – Зейделя с одной пререлаксацией и двумя пост релаксациями, для агломе-
рации ячеек сетки используется алгоритм faceAreaPair [20]. Для решения системы
уравнений для скорости используется метод бисопряженных градиентов (PBiCG)
с предиктором на основе DILU-факторизации.

3. Установившееся движение с постоянной скоростью

В первой задаче проведем определение гидродинамических сил, действующих
на сферу при установившемся движении в вязкой жидкости с постоянной ско-
ростью u0 = 1 . Рассмотрим диапазон 5 ≤ Re ≤ 300 . Их всех составляющих,
входящих в трехкомпонентную аппроксимацию (1), ненулевой в установившемся
режиме обтекания является только стационарная составляющая силы. Результаты
ее измерения хорошо известны из литературы, поэтому найденные в ходе расчетов
значения можно использовать для проверки разрешающих способностей расчетных
сеток и влияния внешних границ расчетной области.

Данные, представленные в табл. 3., получены при решении задачи в осесиммет-
ричной постановке. Осесимметричная модель обтекания справедлива для стацио-
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Табл. 2
Значения Fst при разных числах Рейнольдса

Re
Результаты настоящего исследования,

полученные на сетках
Результаты,

полученные в работах
m11 m12 m13 m21 m22 m23 [12] [21] [22]

5 7.23 7.23 7.23 7.168 7.168 7.168 7.34 7.029 7.21
10 4.38 4.38 4.38 4.32 4.32 4.32 4.42 4.288 4.424
20 2.72 2.72 2.72 2.73 2.73 2.73 2.711 2.73
30 2.11 2.12 2.12 2.12 2.12 2.12 2.110
40 1.79 1.80 1.80 1.79 1.81 1.81 1.832 1.86 1.808

Re
Результаты настоящего исследования,

полученные на сетках
Результаты,

полученные в работах
m11 m12 m13 [24] [21] [23]

50 1.5836 1.5838 1.5838 1.5743 ∼ 1.57

100 1.0926 1.0931 1.0932 1.0870 1.096 ∼ 1.09

150 0.8904 0.8901 0.89 0.8892 ∼ 0.89

200 0.7746 0.7738 0.7732 0.7756 0.772 ∼ 0.77

300 0.6493 0.646 0.645 0.6527 0.632 ∼ 0.63

нарного движения вплоть до Re ∼ 210 [23]. Вычисленные в рамках этой модели
силы, впрочем, хорошо согласуются с экспериментальными оценками [24] и резуль-
татами трехмерного численного моделирования [23] для Re = 300 .

Как показывает сравнение результатов, полученных на сетках m1j , m2j , влия-
ние размера области более выражено для малых чисел Рейнольдса. Для больших
чисел Рейнольдса заметно влияние разрешающей способности сетки в окрестности
сферы. Тем не менее при всех рассматриваемых значениях числа Рейнольса наблю-
дается сеточная сходимость (см. данные, полученные на сетках с фиксированным
индексом i). Хорошая точность полученных результатов косвенно подтвержда-
ется и малыми различиями найденных значений Fst от данных других численных
и экспериментальных исследований.

4. Равномерное движение после мгновенного ускорения

Во второй задаче рассмотрим изменение силы, происходящее сразу после скач-
кообразного увеличения скорости c u0 до u1 > u0 . Эта задача была поставлена в [3,
4] для определения наследственных сил. В данной постановке ускорение отлично
от нуля только в одной точке на временной прямой (t = t1)

u̇M = ∆Uδ(t), ∆U = u1 − u0,

где происходит скачкообразное изменение скорости. Здесь δ(t) – дельта-функция
Дирака. Течение до скачка (t < t1) при этом является установившимся. В после-
дующие моменты времени t > t1 в отсутствие ускорения, согласно аппроксима-
ции (1), ненулевыми являются компоненты Fst и Fh . Поскольку значение Fst для
заданного числа Рейнольдса известно из решения стационарной задачи (разд. 4)
и постоянно для любого момента времени t > t1 , изменение полной силы F от
времени определяется только составляющей Fh , что позволяет легко выделить ее
влияние.

В первую очередь рассмотрим случай, когда переключение происходит между
положительными скоростями u1 > u0 ≥ 0 . На рис. 2 представлено изменение пол-
ной силы F и наследственной составляющей Fh при t−t1 > 0 для числа Рейнольдса
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Рис. 2. Изменение сил сопротивления от времени после скачкообразного увеличения ско-
рости для Re = 40

Рис. 3. Завихренность. Мгновенные картины течения в моменты времени: (a) t− t1 = 0 ,
(b) t− t1 = 0.6 , (c) t− t1 = 1.2 , (d) t− t1 = 1.8 . Re = 40 , u0 = −0.25 , u1 = 1

Re = 40 . Результаты, полученные в настоящей работе для мгновенного старта
(u0 = 0) , полностью согласуются c данными [25] и [3]. Сопоставим также резуль-
таты для данного случая с аппроксимационной зависимостью Мея [2], предложен-
ной для описания наследственной составляющей. Как хорошо видно, для данного
типа движения их согласование можно считать более чем удовлетворительным.

Другим обособленным случаем является реверсивное движение сферы, когда
ее скорость до и после ускорения изменяет свой знак u0 < 0, u1 > 0 . Ключе-
вое отличие от случаев движения с положительной скоростью состоит здесь в из-
менениях, происходящих в структуре течения. В результате смены направления
движения сфера сталкивается с течениями, сформировавшимися до скачка. Вих-
ревая структура при этом полностью переформировывается (см. рис. 3). Переход
к стационарному течению замедляется. Это сказывается и на динамике наслед-
ственной составляющей. Как можно видеть на рис. 2, кривая зависимости Fh(t)
лежит для случая реверсивного движения между предельным решением Бассе [11]
и аппроксимацией Мея [2] (заметим, что аппроксимация, приложенная в работе [2],
не распространяется ее автором на случай реверсивного движения).
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Табл. 3
Осредненные на интервале ( t1, t1 + τ ) значения силы F , действующей на сферу

Re u0 u1
τ = 1 τ = 10

〈F 〉 〈F m〉 〈
F b

〉 〈F 〉 〈F m〉 〈
F b

〉
10 –0.8 1 12.5268 9.7397 14.9382 6.1704 5.0000 7.7382

(22.25) (19.25) (18.97) (25.41)
10 0.8 1 5.0751 4.9244 5.5023 4.4323 4.4137 4.7180

(2.97) (8.42) (0.42) (6.45)
40 –0.25 1 4.3278 4.0173 5.4234 2.3122 2.1040 2.9724

(7.17) (25.31) (9.00) (28.55)
40 0 1 3.7025 3.5721 4.6969 2.0923 2.0414 2.7361

(3.52) (26.85) (2.43) (30.77)
40 0.25 1 3.0597 3.1269 3.9705 1.9892 1.9789 2.500

(2.20) (29.77) (0.5206) (25.67)
100 –0.25 1 2.6318 2.7626 3.3898 1.4522 1.3647 1.8396

(4.97) (28.80) (6.03) (26.68)
100 0 1 2.2009 2.4286 2.9303 1.2860 1.3103 1.69

(10.35) (33.15) (1.89) (31.43)
100 0.25 1 1.843 2.0946 2.4709 1.2305 1.2559 1.5408

(13.66) (34.07) (2.0623) (25.22)

В заключение этого раздела рассмотрим осредненное на временном интервале
(t1, t1+τ) значение силы F , полученное при численном моделировании (〈F 〉) с ис-
пользованием предельного решения Бассе (

〈
F b

〉
) и аппроксимации Мея (〈Fm〉) .

Данные для разных значений τ представлены в табл. 3. В скобках для значений〈
F b

〉
и 〈Fm〉 указано отклонение (в процентах) от численного решения.

Как хорошо заметно, на коротких временных отрезках осредненные значения
силы могут значительно отличаться от стационарных значений в установившихся
режимах обтекания. При τ = 1 вклад наследственной составляющей в суммарную
силу может превышать 50% от ее значения. Величина вклада при этом существенно
зависит от параметров движения сферы до и после скачка.

Оценки
〈
F b

〉
осредненного значения силы, выполненные с использованием пре-

дельного решения Бассе, практически во всех случаях плохо соответствуют чис-
ленным результатам. В целом решение Бассе некорректно описывает динамику
наследственной составляющей при конечных числах Рейнольдса. Оценки 〈Fm〉 ,
полученные на основе аппроксимации Мея, более чем удовлетворительно согласу-
ются с численными данными для случаев 0 ≤ u0 < u1 . Заметим, что их точность
растет с увеличением τ . Это объясняется правильным предсказанием характера
затухания наследственной составляющей на больших временах. На малых време-
нах τ ∼ 1 при больших Re ∼ 100 оценки среднего сопротивления с использованием
аппроксимации получаются завышенными.

Для случая реверсивного движения оценки 〈Fm〉 в общем случае являются
некорректными. Несмотря на приемлемую точность оценок на малых временах
для некоторых расчетов (Re = 100, u0 = −0.25, u1 = 1) , полученные данные
показывают, что долгосрочное изменение наследственной силы в реверсивном дви-
жении не описывается аппроксимацией Мея.

5. Равноускоренное движение

В третьей задаче рассмотрим изменение сил, действующих на сферу на отрезке
времени [t1, t2] , в течение которого сфера движется с постоянным ускорением.
Эта тестовая задача была предложена в работах [13, 26, 27] для определения сил
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Рис. 4. Структура сил, действующих на сферу при постоянном ускорении. Слева Re = 10
(u0 = 0.5, u1 = 1, ∆t = 0.5) , справа Re = 100 (u0 = −0.1, u1 = 1, ∆t = 0.01) . Линиями
обозначены составляющие силы: F (серая сплошная), Fp (черная штрих-пунктирная),
Fv (серая пунктирная), маркерами – данные [13]

присоединенных масс. Ускорение на выбранном отрезке задается по формуле

u̇M =
∆U

∆t
= const.

Здесь ∆U , как и ранее, есть разность скоростей после (u1) и до (u0) ускорения,
∆t есть длина временного отрезка [t1, t2] .

Рассмотрим по отдельности изменение компоненты силы, связанной с распре-
делением давления Fp по поверхности сферы (сопротивления давления), и каса-
тельной компоненты Fv , порождаемой вязкими напряжениями (вязкого сопротив-
ления). Как было отмечено в [12], именно составляющая Fp должна полностью
отражать изменения силы присоединенных масс, поскольку эта сила не должна
зависеть от вязких эффектов. Графики, представленные на рис. 4, характеризуют
изменение составляющих силы для двух случаев Re = 10, Re = 100 . Как вид-
но, результаты для случая Re = 10 хорошо совпадают с данными в работе [13].
Сопротивление давления Fp в общем случае не является постоянным на отрезке
[t1, t2] (что обусловлено влиянием квазистационарной и наследственной составля-
ющих силы, изменяющихся вместе со скоростью движения), однако в начале и
конце временного интервала ее скачкообразное изменение полностью пропорцио-
нально ускорению. Величину этого скачка, согласно представлению [13], можно
определить по формуле:

∆Fp = (1 + Ca)
8
3

u̇M ≈ 4u̇M , (6)

где слагаемое (8/3)u̇M (см. уравнение (5)) отражает вклад силы Фруда –Крылова.
Отсюда найдем значение коэффициента присоединенных масс Ca ≈ 1/2 . Получен-
ное значение Ca является практически универсальной константой, подтвержден-
ной для многих случаев (см. [13, 27]), включая стоксовское и невязкое прибли-
жения. Аналогичное значение этот коэффициент принимает и в представленном
на рис. 4 случае реверсивного движения (Re = 100, Ca = 0.501) . Заметим, что
при больших значениях u̇M зависимость Fp от ускорения значительнее, чем от
изменения скорости, по этой причине приближенно значение коэффициента при-
соединенных масс можно вычислять на отрезке ускорения по формуле

Ca =
3
8

Fp

u̇M
− 1. (7)
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Табл. 4
Значения коэффициента присоединенных масс для раз-
ных случаев равноускоренного движения

Re 10 10 20 20 100 100
u1 0.5 0.5 0.5 0.5 –0.5 –0.1
u2 1 1 1 1 1 1
∆t 0.25 0.5 0.25 0.5 0.01 0.01
Ca 0.508 0.508 0.502 0.504 0.5008 0.501

Рис. 5. Изменение функции Fp/u̇M на отрезке ускорения. Сплошная линия – результаты
расчета, пунктирная линия – среднее значение функции на отрезке. u0 = −0.3, u1 = 1,
∆t = 0.0012, Re = 300

Отличие Ca от постоянного значения (для случая Re = 100) при таком вычислении
составляет не более 2%. Формула (7) позволяет приближенно вычислять коэффи-
циент Ca для случаев с непрерывным ускорением, когда формула (6) неприменима
(см. разд. 6).

Оценки коэффициента присоединенных масс для других расчетных случаев
равноускоренного движения представлены в табл. 4. Всюду полученные значения
Ca не более чем на 2% отличны от универсальной постоянной.

6. Движение с кусочно-линейным ускорением

В четвертой задаче рассмотрим изменение сил присоединенных масс при движе-
нии сферы с непрерывным ускорением u̇M (t) , определенным с помощью кусочно-
линейной функции

u̇M (t) = − 4∆U

(t2 − t1)
2 ·





0, t ∈ [0, t1),

t1 − t, t ∈ [t1, (t1 + t2)/2],

t− t2, t ∈ ((t1 + t2)/2, t2],

0, t ∈ (t2, t3].

.

До момента времени t1 , как и в предыдущих задачах, сфера движется в установив-
шемся режиме со скоростью u0 , на отрезке ускорения [t1, t2] скорость движения
увеличивается на ∆U до u1 . Для анализа изменения сил присоединенных масс
рассмотрим случаи, когда отрезок [t1, t2] мал и ускорения велики. Придерживаясь
процедуры, описанной в разд. 5, выделим компоненту силы, связанную с распреде-
лением давления Fp по поверхности сферы, и изучим изменение функции Fp/u̇M .

На рис. 5 представлены результаты для случая u0 = −0.3 , u1 = 1 , ∆t = 0.0012 ,
Re = 300 . Как видно, значения функции Fp/u̇M на большей части отрезка ускоре-
ния варьируются с течением времени не более чем на 2.5%, за исключением малой
окрестности точек t1, t2 , где функция принимает большие значения в связи с бли-
зостью делителя u̇M к нулю. Небольшие скачки наблюдаются также в окрестности
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Табл. 5
Значения коэффициента присоединенных масс для раз-
ных случаев линейно ускоренного движения

Re 50 50 50 100 100 300
u0 0.3 0.5 –0.5 –0.5 –0.5 –0.3
u1 1 1 1 1 1 1
∆t 0.001 0.001 0.002 0.002 0.001 0.0012
Ca 0.505 0.508 0.504 0.508 0.504 0.509

точки (t2 − t1)/2 . Здесь нарушается гладкость функции, что может приводить
к повышенным погрешностям численной схемы. Постоянство значений функции
Fp/u̇M , безусловно, является эффектом сил присоединенных масс.

Для вычисления коэффициента Ca найдем среднее значение функции Fp/u̇M

на отрезке ускорения и подставим его в формулу (7). Значения Ca , вычисленные
таким образом при разных комбинациях параметров, представлены в табл. 5. Как
можно видеть, отклонение этих значений от величины универсальной константы
составляет не более 1.8%.

Заключение

В работе проведено решение серии задач, на основе полученных решений
проанализированы силы, действующие на сферу при поступательном движении.
В каждом рассмотренном случае выполнена декомпозиция полной гидродинами-
ческой силы на составляющие: квазистационарную и наследственную силы и силу
присоединенных масс. По результатам исследования указанных сил были сделаны
следующие выводы.

1. Ускоренное движение сферы в жидкости порождает как мгновенный отклик,
выражающийся в силах присоединенных масс, так и долгосрочное воздействие,
описываемое наследственными силами.

2. Наследственная сила является функцией многих параметров движения.
По своей сути, она описывает воздействие на сферу завихренности, образовав-
шейся в результате ее нестационарного движения. Время и степень влияния этой
завихренности на структуру течения около сферы определяет продолжительность
действия и величину вклада наследственной силы. Несмотря на всю сложность это-
го явления, для некоторых случаев развития течения существуют достаточно точ-
ные аппроксимации наследственной силы. Так, для описания нестационарного гид-
родинамического воздействия после мгновенного переключения между двумя по-
ложительными скоростями можно использовать аппроксимационную зависимость
Мея. Область применения этой аппроксимации ограничена описываемыми в ней
механизмами развития вихревого следа. Как показывают проведенные вычисле-
ния для случая реверсивного движения, где сфера интенсивно взаимодействует
с течениями, сформированными до скачка, изменение наследственной компоненты
не описывается этой аппроксимацией.

3. Сила присоединенных масс для сферы (в противоположность наследствен-
ным силам) имеет достаточно простую структуру. Во всех рассмотренных приме-
рах она является функцией, пропорциональной ускорению. Коэффициент пропор-
циональности практически не зависит от параметров движения и является уни-
версальной константой, величина которой (Ca ≈ 1/2) совпадает с предельными
решениями для невязкого и стокcовского случаев.
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Abstract

In this paper, the study of components (quasi-stationary, history, and added mass forces)
of the hydrodynamic force in several cases of rectilinear motion of the sphere at relatively low
Reynolds numbers (5 < Re < 300) has been carried out. Stationary motion, linearly accel-
erated motion, uniform motion of the sphere following the step change of velocity has been
considered. The calculation of the forces acting on the sphere has been performed based on
the numerical solution of the flow problem. The fluid motion has been described by the com-
plete non-stationary system of the Navier–Stokes equations. The methods for extraction of
various components of the hydrodynamic force have been investigated, as well as the appli-
cability of simplified models describing their behavior. The estimates of the history force
contribution to the total force following the step change of motion velocity have been pre-
sented. It has been shown that the law of decay of this component is different for the cases
of unidirectional and reverse motion due to different transition flows. A universal approach to
determine the force of the added mass for the case of large accelerations has been proposed.
On its basis, the analysis of the accelerated motion for the cases of uniform and piecewise linear
acceleration laws has been carried out. The results of the analysis confirm the hypothesis of
the linear nature of the added mass force acting on the sphere.

Keywords: viscous fluid, rectilinear motion of sphere, quasi-stationary force, history force,
added mass force, numerical simulation
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Figure Captions

Fig. 1. The computational grid near the sphere in xOy plane.

Fig. 2. Changes of the resistance forces depending on time following the step increase in
the velocity for Re = 40.

Fig. 3. Vorticity. Immediate images of the flow at the time moments: (a) t − t1 = 0, (b)
t− t1 = 0.6, (c) t− t1 = 1.2, (d) t− t1 = 1.8. Re = 40, u0 = −0.25, u1 = 1.

Fig. 4. The structure of forces acting on the sphere subjected to constant acceleration.
Left-side image – Re = 10 (u0 = 0.5, u1 = 1, ∆t = 0.5), right-side image – Re = 100
(u0 = −0.1, u1 = 1, ∆t = 0.01). The lines designate components of the force: F (gray solid
line), Fp (black dash-and-dot line), Fv (gray dashed line), markers – data from [13].
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Fig. 5. Changes in the function Fp/u̇M in the acceleration interval. Solid line – the results
of the calculation, dashed line – the mean value of the function within the interval. u0 = −0.3,
u1 = 1, ∆t = 0.0012, Re = 300.
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