
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 151, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2009
ÓÄÊ 519.716.5Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÀÕÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕÌÍÎ�ÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÂ.Á. ÀëåêñååâÀííîòàöèÿÏóñòü S � êëàññ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ �óíêöèé îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ,îïðåäåëåííûõ è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå Ek = {0, 1, . . . , k − 1} è ñàìîäâîé-ñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ïîäñòàíîâêè íà Ek , è ïóñòü S∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷-íî îïðåäåëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé, äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç S . Â ðàáîòå äëÿñëó÷àÿ, êîãäà ïîäñòàíîâêà ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ îäèíàêîâîé äëèíû, îïèñà-íû âñå çàìêíóòûå (îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè) êëàññû, ñîäåðæàùèå S è ñîäåðæàùèåñÿâ S∗ .Êëþ÷åâûå ñëîâà: k -çíà÷íàÿ �óíêöèÿ, ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ, çàìêíóòûéêëàññ, ñàìîäâîéñòâåííàÿ �óíêöèÿ.Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíêöèè îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, çàäàííûå íàìíîæåñòâå Ek = {0, 1, . . . , k − 1} è ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ýòîì æå ìíîæåñòâå(òàêèå �óíêöèè íàçûâàþò k -çíà÷íûìè �óíêöèÿìè). Ïóñòü Pk � ìíîæåñòâî âñåõâñþäó îïðåäåëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ñ îïåðàöèåéñóïåðïîçèöèè, à P ∗

k � ìíîæåñòâî âñåõ k -çíà÷íûõ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ �óíêöèéñ îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî Pk ⊂ P ∗

k ). Â ñòàòüå ðàññìàòðèâà-þòñÿ íåêîòîðûå êëàññû â P ∗

k , çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, è ñòðîèòñÿ�ðàãìåíò ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ â P ∗

k , ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ñàìîäâîéñòâåí-íîñòè.Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. ×åðåç En
k ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ íàáî-ðîâ α̃ = (α1, . . . , αn) äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè èç Ek . Òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ

f(x1, . . . , xn) èç P ∗

k íå îïðåäåëåíà íà íàáîðå α̃ = (α1, . . . , αn) , ìû áóäåì çà-ïèñûâàòü â âèäå f(α̃) = ∗ . Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x1, . . . , xn) èç P ∗

k ñóùåñòâóåò�óíêöèÿ g(x1, . . . , xn−1) èç P ∗

k òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ = (α1, . . . , αn)âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(α1, . . . , αn) = g(α1, . . . , αn−1) (åñëè îäíà ÷àñòü ðàâíà
∗ , òî è äðóãàÿ ðàâíà ∗), òî ïåðåìåííàÿ xn íàçûâàåòñÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé�óíêöèè f(x1, . . . , xn), è ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ g(x1, . . . , xn−1) ïîëó÷àåòñÿ èç
f(x1, . . . , xn) èçúÿòèåì �èêòèâíîé ïåðåìåííîé xn , à �óíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïî-ëó÷àåòñÿ èç g(x1, . . . , xn−1) äîáàâëåíèåì �èêòèâíîé ïåðåìåííîé xn . Àíàëîãè÷íîîïðåäåëÿåòñÿ �èêòèâíîñòü ëþáîé ïåðåìåííîé.Çíà÷åíèå �îðìóëû f(g1(x̃), . . . , gm(x̃)) íà íåêîòîðîì íàáîðå îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷-íûì îáðàçîì ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: åñëè çíà÷åíèå õîòÿ áû îäíîé �óíêöèè
gi íà ýòîì íàáîðå ðàâíî ∗ , òî çíà÷åíèå âñåé �îðìóëû òàêæå ðàâíî ∗ .Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êëàññû �óíêöèé, ñîäåðæàùèåòîæäåñòâåííóþ �óíêöèþ f(x) = x (òàê íàçûâàåìûå êëîíû). Â ýòîì ñëó÷àå ïîäîïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè ìîæíî ïîíèìàòü ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ñëåäóþùèõîïåðàöèé: ïðîèçâîëüíîå ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àÿ îòîæäåñòâëåíèå;



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ 17äîáàâëåíèå èëè èçúÿòèå �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ó ëþáîé èìåþùåéñÿ �óíêöèè;ïîäñòàíîâêó íåñêîëüêèõ èìåþùèõñÿ �óíêöèé îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ âìå-ñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ëþáîé èìåþùåéñÿ �óíêöèè. Ïðîáëåìû âûðàçèìîñòè îäíèõ�óíêöèé ÷åðåç äðóãèå òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì çàìêíóòîãî êëàññà.Îïðåäåëåíèå. Êëàññ �óíêöèé íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ïðè ïðèìåíåíèèîïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè ê ëþáûì �óíêöèÿì èç ýòîãî êëàññà ïîëó÷àþòñÿ ñíîâà�óíêöèè èç ýòîãî æå êëàññà.Âñå çàìêíóòûå êëàññû â P2 îïèñàíû Ïîñòîì � èõ ñ÷åòíîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òîçàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk êîíòèíóóì äëÿ âñåõ k ≥ 3 , à â P ∗

k � êîíòèíóóì äëÿ âñåõ
k ≥ 2 . Îäíàêî íåêîòîðûå �ðàãìåíòû ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ óäàåòñÿ îïèñàòü.Â ÷àñòíîñòè, â Pk îïèñàíû âñå ïðåäïîëíûå êëàññû (çàìêíóòûå êëàññû, êîòîðûåñîäåðæàòñÿ òîëüêî â îäíîì äðóãîì çàìêíóòîì êëàññå � Pk ). Â P ∗

k âñå ïðåäïîëíûåêëàññû äëÿ k = 2 îïèñàíû �.Â. Ôðåéâàëäîì [1℄, äëÿ k = 3 � Á.À. �îìîâûì [2℄, äëÿïðîèçâîëüíîãî k � Ëî ×æóêàåì [3℄. Ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P ∗

k êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèêàæäîì k .Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ âñþäó îïðåäåëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíê-öèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì â P ∗

k . Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Pk âñåõ âñþäó îïðåäå-ëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â äâóõ äðóãèõ çàìêíóòûõ êëàññàõèç P ∗

k , à èìåííî: îí ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì êëàññå Pk ∪ {∗} , ãäå {∗} � ìíîæå-ñòâî âñåõ íèãäå íå îïðåäåëåííûõ �óíêöèé îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, êîòîðûé,â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â çàìêíóòîì êëàññå P ∗

k .Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ P ∗

k . Îáëàñòüþ îïðåäåëåííîñòè �óíê-öèè f(x1, . . . , xn) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî íàáîðîâ D(f) = {α̃|f(α̃) 6= ∗} . Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) ∈ P ∗

k è g(x1, . . . , xn) ∈ Pk . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäå-ëåíèåì �óíêöèè f , åñëè îíè ñîâïàäàþò íà îáëàñòè îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè f .Â ðàáîòå [4℄ áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå �ðàãìåíòû ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàñ-ñîâ â P ∗

2 , à èìåííî çàìêíóòûå êëàññû, ñîäåðæàùèå êàêîé-ëèáî èç 5 ïðåäïîëíûõêëàññîâ àëãåáðû ëîãèêè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâàëãåáðû ëîãèêè, êðîìå êëàññà ëèíåéíûõ �óíêöèé, ñóùåñòâóåò ðîâíî 9 çàìêíóòûõêëàññîâ èç P ∗

2 , ñîäåðæàùèõ äàííûé êëàññ (âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî), à ìåæäó êëàññîìïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ ëèíåéíûõ �óíêöèé è êëàññîì �óíêöèé èç P ∗

2 ,äîîïðåäåëèìûõ äî ëèíåéíûõ, èìååòñÿ êîíòèíóóì çàìêíóòûõ êëàññîâ. �àñøèðå-íèå ýòèõ èññëåäîâàíèé ñ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P2 íà ïðîèçâîëüíûå çàìêíóòûåêëàññû â P2 è íà ïðåäïîëíûå êëàññû â Pk ïðåäñòàâëåíî â ðÿäå ðàáîò àâòîðîâ:B. Strau
h, D. Lau, L. Haddad, I. Rosenberg. Èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíîíàéòè â ìîíîãðà�èè D. Lau [5℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà P ∗

k è â íåé èçó÷àåòñÿ �ðàãìåíò
F (S, S∗) ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ ìåæäó êëàññîì S âñåõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-íûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè,è êëàññîì S∗ âñåõ �óíêöèé èç P ∗

k , äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç S .Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek =
= {0, 1, . . . , k − 1} . Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pk íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-íîé îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè σ , åñëè f(σ(x1), . . . , σ(xn)) ≡ σ(f(x1, . . . , xn)) .Â äàëüíåéøåì, åñëè x̃ = (x1, . . . , xn) , òî ÷åðåç σ(x̃) áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð
(σ(x1), . . . , σ(xn)) .Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé,ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè σ , è S∗ � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèéèç P ∗

k , äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç S . Èçâåñòíî, ÷òî S � çàìêíóòûé êëàññ.



18 Â.Á. ÀËÅÊÑÅÅÂÍèæå ìû ïîëíîñòüþ îïèøåì �ðàãìåíò F (S, S∗) , ñîñòîÿùèé èç âñåõ çàìêíóòûõêëàññîâ â P ∗

k , ëåæàùèõ ìåæäó êëàññàìè S è S∗ , ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íàïîäñòàíîâêó σ .Â ðàáîòå [6℄ ýòîò �ðàãìåíò áûë ïîëíîñòüþ îïèñàí (áåç äîêàçàòåëüñòâ) äëÿ ñëó-÷àÿ ïîäñòàíîâêè x + 1 (mod k) . Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ âýòîì �ðàãìåíòå êîíå÷íî ïðè ëþáîì k . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿáîëåå îáùèå ïîäñòàíîâêè, à èìåííî ëþáûå ïîäñòàíîâêè, ðàñïàäàþùèåñÿ íà öèê-ëû îäèíàêîâîé äëèíû m . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî �ðàãìåíò F (S, S∗) ïðè ýòîì îïÿòüîñòàåòñÿ êîíå÷íûì, à åãî ñòðóêòóðà çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû öèêëîâ, íà êîòîðûåðàñïàäàåòñÿ ïîäñòàíîâêà, è íå çàâèñèò îò ÷èñëà öèêëîâ (â ðàáîòå [7℄ ðàññìîòðåíñëó÷àé ïðîñòîãî m è äîêàçàíà êîíå÷íîñòü ýòîãî �ðàãìåíòà; çäåñü äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî íàòóðàëüíîãî m äàåòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ èç �ðàãìåíòà
F (S, S∗)).Äîêàæåì ñíà÷àëà äâà îáùèõ óòâåðæäåíèÿ î çàìêíóòûõ êëàññàõ â P ∗

k .Ëåììà 1. Ïóñòü G ⊆ Pk , G � çàìêíóòûé êëàññ è G∗ � ìíîæåñòâî âñåõ�óíêöèé èç P ∗

k , äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç G . Òîãäà G∗ � çàìêíóòûé êëàññ â
P ∗

k .Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ G∗ . Òîãäà äëÿ f ñóùåñòâóåò äî-îïðåäåëåíèå f ′(x1, . . . , xn) ∈ G . Ïóñòü �óíêöèè g(y1, . . . , yn) è g′(y1, . . . , yn) ïîëó-÷åíû èç f è f ′ îäíèì è òåì æå ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ. Òîãäà g′ ÿâëÿåòñÿäîîïðåäåëåíèåì �óíêöèè g , è g′ ∈ G â ñèëó çàìêíóòîñòè êëàññà G . Îòñþäà g ∈
∈ G∗ , òî åñòü G∗ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.2) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ G∗ è xn � �èêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ �óíêöèè f . Ïóñòü�óíêöèÿ g(x1, . . . , xn−1) ïîëó÷àåòñÿ èç f èçúÿòèåì xn . Ïîñêîëüêó xn � �èêòèâ-íàÿ ïåðåìåííàÿ �óíêöèè f , òî ñóùåñòâóåò åå äîîïðåäåëåíèå f ′(x1, . . . , xn) ∈ G ,â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ xn � �èêòèâíàÿ. Ïóñòü �óíêöèÿ g′(x1, . . . , xn−1) ïîëó÷àåò-ñÿ èç f ′(x1, . . . , xn) èçúÿòèåì xn . Òîãäà g′ ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì �óíêöèè g ,è g′ ∈ G â ñèëó çàìêíóòîñòè êëàññà G . Îòñþäà g ∈ G∗ , òî åñòü G∗ çàìêíóòî îòíî-ñèòåëüíî èçúÿòèÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü
G∗ îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.3) Ïóñòü h(x̃) = f(g1(x̃), . . . , gm(x̃)) , ãäå âñå gj ∈ G∗ è f(y1, . . . , ym) ∈ G∗ . Òîãäàâ G ñóùåñòâóþò �óíêöèè f ′(y1, . . . , ym) ∈ G , g′j(x̃) ∈ G, j = 1, . . . , m , ÿâëÿþùèåñÿäîîïðåäåëåíèåì �óíêöèé f(y1, . . . , ym) , gj(x̃), j = 1, . . . , m . Ïðè ýòîì �óíêöèÿ
h′(x̃) = f ′(g′1(x̃), . . . , g′m(x̃)) ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì �óíêöèè h è ëåæèò â G âñèëó çàìêíóòîñòè G . Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ G∗ . Ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ G∗ çàìêíóòîòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 2. Ïóñòü G ⊆ Pk , G � çàìêíóòûé êëàññ è G ñîäåðæèò �óíêöèþ
ϕ(x) = x . Ïóñòü G∗ � êëàññ âñåõ �óíêöèé èç P ∗

k , äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç G ,
G ⊆ B ⊆ G∗ è B � çàìêíóòûé êëàññ. Òîãäà åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ B , h(x1, . . . , xn) ∈
∈ G∗ , D(h) = D(f) , òî h ∈ B (çäåñü D(h) è D(f) � îáëàñòè îïðåäåëåííîñòè�óíêöèé h è f ).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ â G ñîäåðæèòñÿ �óíêöèÿ p(x1, x2) ≡ x1 .Òàê êàê h(x1, . . . , xn) ∈ G∗ , òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ h′(x1, . . . , xn) ∈ G , ÿâ-ëÿþùàÿñÿ äîîïðåäåëåíèåì �óíêöèè h . �àññìîòðèì �óíêöèþ h′′(x1, . . . , xn) =
= p(h′(x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)) . Òàê êàê p ∈ B , h′ ∈ B , f ∈ B è B � çàìêíóòûéêëàññ, òî h′′ ∈ B . Ïðè ýòîì D(h′′) = D(f) = D(h) è íà ýòîé îáëàñòè îïðåäåëåííî-ñòè h′′ ñîâïàäàåò ñ h′ , à çíà÷èò, è ñ h . Ñëåäîâàòåëüíî, h′′(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn)è h ∈ B . Ëåììà äîêàçàíà.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ 19Òàêèì îáðàçîì, åñëè G � çàìêíóòûé êëàññ â Pk , òî äëÿ îïèñàíèÿ ëþáîãî çà-ìêíóòîãî êëàññà B ìåæäó G è G∗ äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñå âîçìîæíûå îáëàñòèîïðåäåëåííîñòè ó �óíêöèé èç B .Ïóñòü k = m · q è çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà σ íà ìíîæåñòâå Ek =
= {0, 1, . . . , k − 1} , êîòîðàÿ ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå q íåçàâèñèìûõ öèêëîâäëèíû m . Î÷åâèäíî, ÷òî σm � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà è σi íå ÿâëÿåòñÿ òîæ-äåñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðè 0 < i < m. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíîñòüþîïðåäåëåííûõ k -çíà÷íûõ �óíêöèé, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè
σ , è S∗ � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç P ∗

k , äîîïðåäåëèìûõ äî �óíêöèé èç S . Èç-âåñòíî, ÷òî S � çàìêíóòûé êëàññ è, áîëåå òîãî, åñëè m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êëàññ
S ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â Pk [8℄.Íèæå ìû ïîëíîñòüþ îïèøåì �ðàãìåíò F (S, S∗) , ñîñòîÿùèé èç âñåõ çàìêíóòûõêëàññîâ â P ∗

k , ëåæàùèõ ìåæäó êëàññàìè S è S∗ , äëÿ ïîäñòàíîâîê óêàçàííîãî âûøåòèïà.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èçìíîæåñòâà Em = {0, 1, . . . , m − 1} (â M ìîæåò âõîäèòü è ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî).Ñåìåéñòâî M áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíûì (îòíîñèòåëüíî çà�èêñè-ðîâàííîé âûøå ïîäñòàíîâêè σ , ðàñïàäàþùåéñÿ â ïðîçâåäåíèå q öèêëîâ äëèíû m),åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {i1, i2, . . . , is} ∈ M è ëþáîãî j èìååì {i1 + j, i2 +
+ j, . . . , is + j} ∈ M (ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ m).Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S∗ . Òîãäà ÷åðåç Mf îáîçíà÷èì ñåìåé-ñòâî ïîäìíîæåñòâ èç ìíîæåñòâà Em = {0, 1, . . . , m − 1} , óäîâëåòâîðÿþùåå äâóìóñëîâèÿì:1) äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ = (α1, . . . , αn) ìíîæåñòâî {i|i ∈ Em, f(σi(α̃)) =
= f(σi(α1), . . . , σ

i(αn)) = ∗} ïðèíàäëåæèò Mf ;2) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A èç Mf ñóùåñòâóåò íàáîð α̃ = (α1, . . . , αn) òàêîé,÷òî ìíîæåñòâî {i|i ∈ Em, f(σi(α1), . . . , σ
i(αn)) = ∗} = A .Åñëè â ï. 2) ìû âìåñòî íàáîðà α̃ = (α1, . . . , αn) âîçüìåì íàáîð σj(α̃) =

= (σj(α1), . . . , σ
j(αn)) , òî âìåñòî ïîäìíîæåñòâà A = {i1, i2, . . . , is} ïîëó÷èì ïîä-ìíîæåñòâî A − {j} = {i1 − j, i2 − j, . . . , is − j} (âû÷èòàíèå ïî ìîäóëþ m). Ñëåäî-âàòåëüíî, Mf � öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíî.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èçìíîæåñòâà Em = {0, 1, . . . , m − 1} (â M ìîæåò âõîäèòü è ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî).Òîãäà ÷åðåç U(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f(x1, . . . , xn) èç S∗ òàêèõ,÷òî Mf ⊆ M .Òàê êàê Mf öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíî, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëü-êî öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ñåìåéñòâà M . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè M1 ⊆ M2 , òî

U(M1) ⊆ U(M2) .Ïóñòü F (S, S∗) � ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ìåæäó S è S∗ . Îñíîâíîéðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì k äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ íà Ek , ðàñïàäàþùåéñÿ âïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ îäèíàêîâîé äëèíû m (è áåç íåïîäâèæíûõ òî-÷åê), �ðàãìåíò F (S, S∗) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ è âñå ýòèêëàññû âçàèìíî îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ) ïðåäñòàâëÿþòñÿâ âèäå U(M1)∪U(M2)∪· · ·∪U(Ms) , ãäå M1, M2, . . . , Ms � ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâèç Em , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:1) êàæäîå Mi öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíî è âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ïîäìíîæå-ñòâàìè ñîäåðæèò è èõ îáúåäèíåíèå;



20 Â.Á. ÀËÅÊÑÅÅÂ2) íè îäíî Mi íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì Mj ;3) ðîâíî äëÿ îäíîãî i âûïîëíÿåòñÿ ∅ ∈ Mi ;4) ∀i, j ∃t ∀A, B : (A ∈ Mi, B ∈ Mj =⇒ A ∪ B ∈ Mt).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.Ëåììà 3. Åñëè íàáîð ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Ms óäîâëåòâîðÿ-åò óñëîâèþ 4), òî äëÿ ëþáûõ i1, i2, . . . , ip ñóùåñòâóåò t òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõïîäìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Ap èç Em âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ:
A1 ∈ Mi1 , A2 ∈ Mi2 , . . . , Ap ∈ Mip

=⇒ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ap ∈ Mt.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî p . Ïðè p = 1 óòâåðæäåíèå î÷å-âèäíî. Ïðè p = 2 óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì 4) è âûïîëíÿåòñÿ ïî óñëî-âèþ ëåììû. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè p = q , äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíîâûïîëíÿåòñÿ è ïðè p = q + 1 . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå èíäåêñû i1, i2, . . . , iq+1 .Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò t1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ
A1, A2, . . . , Aq èç Em âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ:

A1 ∈ Mi1 , A2 ∈ Mi2 , . . . , Aq ∈ Miq
=⇒ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aq ∈ Mt1 . (1)Ïî óñëîâèþ 4) äëÿ ïàðû t1, q + 1 ñóùåñòâóåò èíäåêñ t2 òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿèìïëèêàöèÿ:

A ∈ Mt1 , B ∈ Miq+1
=⇒ A ∪ B ∈ Mt2 . (2)Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A1 , A2 , . . . , Aq+1 èç Emâûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ:

A1 ∈ Mi1 , . . . , Aq ∈ Miq
, Aq+1 ∈ Miq+1

=⇒ A1 ∪ · · · ∪ Aq ∪ Aq+1 ∈ Mt2 .Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ è ïðè p = q + 1 , è ëåììà äîêà-çàíà.Ëåììà 4. Ïóñòü íàáîð ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Ms èç Em óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 4). Òîãäà êëàññ U(M1) ∪U(M2) ∪ · · · ∪U(Ms) çàìêíóòîòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ U(M1)∪U(M2)∪· · ·∪U(Ms) .Òîãäà ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî f(x1, . . . , xn) ∈ U(Mj) , òî åñòü Mf ⊆ Mj . Åñëè�óíêöèÿ g ïîëó÷àåòñÿ èç f ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ,òî, î÷åâèäíî, Mg = Mf . Åñëè g ïîëó÷àåòñÿ èç f ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõñ îòîæäåñòâëåíèåì, òî Mg ⊆ Mf . Â ëþáîì ñëó÷àå Mg ⊆ Mj è g ∈ U(Mj) .Ïóñòü g(x1, . . . , xn−1) ïîëó÷àåòñÿ èç f èçúÿòèåì �èêòèâíîé ïåðåìåííîé xn . Ïóñòü
α̃ = (α1, . . . , αn) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð è β̃ = (α1, . . . , αn−1) . Òîãäà g(σi(β̃)) =

= f(σi(α̃)) è {i|i ∈ Em, f(σi(α̃)) = ∗} = {i|i ∈ Em, g(σi(β̃)) = ∗} . Ñëåäîâàòåëüíî,
Mg = Mf è g ∈ U(Mj) . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî U(Mj) çàìêíóòî îòíîñè-òåëüíî äîáàâëåíèÿ �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.Ïóñòü òåïåðü h(x̃) = f(g1(x̃), . . . , gp(x̃)) , ãäå âñå gj ∈ U(M1) ∪ U(M2) ∪ · · · ∪
U(Ms) è f(y1, . . . , yp) ∈ U(M1)∪U(M2)∪ · · · ∪U(Ms) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ jñóùåñòâóåò Mij

òàêîå, ÷òî Mgj
⊆ Mij

, è äëÿ f ñóùåñòâóåò Ml òàêîå, ÷òî Mf ⊆ Ml .Ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò Mt òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ:
A1 ∈ Mi1 , . . . , Ap ∈ Mip

, Ap+1 ∈ Ml =⇒ A1 ∪ · · · ∪ Ap ∪ Ap+1 ∈ Mt. (3)Äîêàæåì, ÷òî òîãäà h(x̃) ∈ U(Mt) . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð α̃ =
= (α1, . . . , αn) . Òàê êàê âñå gj ∈ S∗ (ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ U(M)), òî äëÿ



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ 21êàæäîé �óíêöèè gj ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëåíèå g′j , ëåæàùåå â êëàññå S . Ïóñòü
g′j(α̃) = βj ïðè âñåõ j . Òîãäà g′j(σ

i(α̃)) = σi(βj) ïðè âñåõ j è i . Ïîýòîìó
{i|i ∈ Em, h(σi(α̃)) = ∗} =

p⋃

j=1

{i|i ∈ Em, gj(σ
i(α̃)) = ∗}

⋃
{i|i ∈ Em, f(σi(β̃)) = ∗}.Èç èìïëèêàöèè (3) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ñåìåéñòâå Mt . Ïîëó-÷àåì, ÷òî Mh ⊆ Mt , îòêóäà, ïî îïðåäåëåíèþ, h ∈ U(Mt) . Òàêèì îáðàçîì, êëàññ

U(M1) ∪U(M2) ∪ · · · ∪U(Ms) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà äîêàçà-íà.Óñèëåíèåì ëåììû 2 äëÿ G = S ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.Ëåììà 5. Åñëè B � çàìêíóòûé êëàññ, S ⊆ B ⊆ S∗ è f(x1, . . . , xn) ∈ B , òî
U(Mf ) ⊆ B .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(y1, . . . , ys) ∈ U(Mf) . Âñå ks íàáîðîâ èç
Es

k ìîæíî ðàçáèòü íà ks/m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï ïî m íàáîðîâ âèäà
{β̃l, σ(β̃l), σ

2(β̃l), . . . , σ
m−1(β̃l)} , çà�èêñèðîâàâ ks/m íàáîðîâ β̃l . Ïîñòðîèì �óíê-öèè g1(y1, . . . , ys), . . . , gn(y1, . . . , ys) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. �àññìîòðèì îäèí èç�èêñèðîâàííûõ âûøå íàáîðîâ β̃l . Ïóñòü äëÿ íåãî {i|i ∈ Em, h(σi(β̃l)) = ∗} =

= A . Òàê êàê h(y1, . . . , ys) ∈ U(Mf ) , òî A ∈ Mf , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòíàáîð α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ En
k òàêîé, ÷òî {i|i ∈ Em, f(σi(α̃)) = ∗} = A . Ïîëîæèì

gr(σ
i(β̃l)) = σi(αr) ïðè âñåõ i è r . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì âñå gr äëÿ âñåõ íàáîðîâ

β̃l . Òîãäà âñå gr ∈ S . Ïðè ýòîì
f(g1(σ

i(β̃l)), . . . , gn(σi(β̃l))) = f(σi(α1), . . . , σ
i(αn)) = ∗ ⇐⇒ h(σi(β̃l)) = ∗,òî åñòü îáëàñòè îïðåäåëåííîñòè �óíêöèé f(g1(y1, . . . , ys), . . . , gn(y1, . . . , ys)) è

h(y1, . . . , ys) ñîâïàäàþò. Òàê êàê âñå gr ∈ S ⊆ B , f ∈ B è B � çàìêíóòûé êëàññ,òî f(g1(y1, . . . , ys), . . . , gn(y1, . . . , ys)) ∈ B . Òîãäà ïî ëåììå 2 è h ∈ B . Ëåììà äîêà-çàíà.Îïðåäåëåíèå. ×åðåç M̄f áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç
Em , êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ïîäìíîæåñòâ èç Mf(çàìûêàíèå Mf îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ). Òàê êàê Mf ⊆ M̄f , òî U(Mf ) ⊆
⊆ U(M̄f ) .Ëåììà 6. Åñëè B � çàìêíóòûé êëàññ, S ⊆ B ⊆ S∗ è f(x1, . . . , xn) ∈ B , òî
U(M̄f ) ⊆ B .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(y1, . . . , ys) ∈ U(M̄f) . Ïóñòü íàáîðû β̃l çà�èêñèðî-âàíû êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå. Ïî óñëîâèþ äëÿ êàæäîãî β̃l èìååì: {i|h(σi(β̃l)) =

= ∗} = A1 ∪ A2 · · · ∪ At , ãäå âñå Aj ∈ Mf . Âûáðàâ ìàêñèìàëüíîå t ïî âñåì β̃l ,áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t äëÿ âñåõ β̃l îäèíàêîâî � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîäóáëèðî-âàòü íåêîòîðûå Aj .Îïðåäåëèì �óíêöèè gj(y1, . . . , ys), j = 1, 2, . . . , t . �àññìîòðèì îäèí èç �èêñè-ðîâàííûõ âûøå íàáîðîâ β̃l . Ïîëîæèì {i|gj(σ
i(β̃l)) = ∗} = Aj è gj(y1, . . . , ys) ≡

y1 íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ σi(β̃l) . Òàê ïîñòóïèì äëÿ êàæäîãî β̃l . Òîãäà êàæ-äàÿ �óíêöèÿ gj ∈ U(Mf ) è, ñëåäîâàòåëüíî, gj ∈ B ïî ëåììå 5. Ôóíêöèÿ
p(x1, . . . , xn) ≡ x1 ∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ B . Òàê êàê B � çàìêíóòûé



22 Â.Á. ÀËÅÊÑÅÅÂêëàññ, òî p(g1(y1, . . . , ys), . . . , gt(y1, . . . , ys)) ∈ B è äëÿ ëþáîãî β̃l èìååì {i|i ∈

∈ Em, p(g1(σ
i(β̃l)), . . . , gt(σ

i(β̃l))) = ∗} = A1 ∪ A2 · · · ∪ At , òî åñòü îáëàñòè îïðå-äåëåííîñòè �óíêöèé p(g1(y1, . . . , ys), . . . , gt(y1, . . . , ys)) è h(y1, . . . , ys) ñîâïàäàþò.Òîãäà ïî ëåììå 2 è h ∈ B . Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 7. Åñëè B � çàìêíóòûé êëàññ, S ⊆ B ⊆ S∗ , òî B =
⋃

f∈B

U(M̄f ) .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ U(M̄f) , òî B ⊆
⋃

f∈B

U(M̄f) . Îáðàòíîå âêëþ÷å-íèå âûòåêàåò èç ëåììû 6.Ëåììà 8. Ïóñòü M � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èç Em è ïóñòü M öèêëè÷å-ñêè èíâàðèàíòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ U(M) òàêàÿ, ÷òî Mf = M .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Ap . Âûáåðåì ëþ-áîå n òàê, ÷òîáû kn/m ≥ p, è îïðåäåëèì �óíêöèþ f(x1, . . . , xn) ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Ïóñòü âñå kn íàáîðîâ èç En
k ðàñïàäàþòñÿ íà kn/m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïïïî m íàáîðîâ {α̃q, σ(α̃q), σ

2(α̃q), . . . , σ
m−1(α̃q)}, q = 1, 2, . . . , kn/m . Äëÿ êàæäîãî

α̃q, q = 1, 2, . . . , p ïîëîæèì {r|f(σr(α̃q)) = ∗} = Aq . Íà âñåõ îñòàâøèõñÿ íàáîðàõïîëîæèì f(x1, . . . , xn) ≡ x1 . Òîãäà f ∈ S∗ è Mf = M (ìû ó÷ëè öèêëè÷åñêóþèíâàðèàíòíîñòü M ). Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ f ∈ U(M) .Ëåììà 9. Åñëè B � çàìêíóòûé êëàññ, S ⊆ B ⊆ S∗ , òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå÷èñëî ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M1, . . . , Ms èç Em , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1),2), 4) òåîðåìû, äëÿ êîòîðûõ B = U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå M̄f â ëåììå 7 � ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíî-æåñòâà Em = {0, 1, . . . , m − 1} è m �èêñèðîâàíî, òî ñðåäè íèõ åñòü ëèøüêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M ′

1, . . . , M
′

q . Ïðè ýòîì B =
= U(M ′

1) ∪ · · · ∪ U(M ′

q) . Èç îïðåäåëåíèÿ U(M) î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Mi ⊆ Mj , òî
U(Mi) ⊆ U(Mj) . Ïóñòü M1, . . . , Ms � òå ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ñðåäè M ′

1, . . . , M
′

q ,êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â äðóãèõ ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñòâ èç ýòîãî ñïèñêà. Òîãäà
B = U(M1)∪· · · ∪U(Ms) . Ïðè ýòîì ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ M1, . . . , Ms óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèþ 2) òåîðåìû. Òàê êàê äëÿ êàæäîãî Mj ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ B ⊆
⊆ S∗ , äëÿ êîòîðîé Mj = M̄f , òî êàæäîå Mj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1) òåîðåìû,ïîñêîëüêó Mf öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíî, à M̄f ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì Mf îòíîñè-òåëüíî îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ
M1, . . . , Ms óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 4) òåîðåìû.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå Mi è Mj . Òàê êàê Mi è Mj öèêëè÷åñêè èíâàðèàíò-íû, òî ïî ëåììå 8 ñóùåñòâóþò �óíêöèè f(x1, . . . , xn) ∈ U(Mi) è g(y1, . . . , yl) ∈
∈ U(Mj) òàêèå, ÷òî Mf = Mi è Mg = Mj . Ïðè ýòîì f ∈ B è g ∈
∈ B . Ïóñòü p(x1, x2) ≡ x1 . �àññìîòðèì �óíêöèþ h(x1, . . . , xn, y1, . . . , yl) =
= p(f(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , yl)) . Òàê êàê p ∈ S ⊆ B è B � çàìêíóòûé êëàññ, òî
h ∈ B = U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) . Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ t òàêîå, ÷òî h ∈ U(Mt) ,òî åñòü Mh ⊆ Mt . Ïóñòü A ∈ Mi , B ∈ Mj . Òîãäà ñóùåñòâóþò íàáîðû α̃ =

= (α1, . . . , αn) ∈ En
k è β̃ = (β1, . . . , βl) ∈ El

k òàêèå, ÷òî {r|f(σr(α̃)) = ∗} = A è
{r|g(σr(β̃)) = ∗} = B . Òîãäà {r|h(σr(α̃, β̃)) = ∗} = {r|h(σr(α̃), σr(β̃)) = ∗} = A ∪ B .Îòñþäà A ∪ B ∈ Mh ⊆ Mt , è óñëîâèå 4) òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Ëåììà ïîëíîñòüþäîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. à) Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)�4) òåîðåìû.Òîãäà ïî ëåììå 4 êëàññ U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) çàìêíóò. Ïî îïðåäåëåíèþ, U(M) ⊆
⊆ S∗ äëÿ ëþáîãî M . Ïîýòîìó U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) ⊆ S∗ . Äëÿ ëþáîé �óíêöèè
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f(x1, . . . , xn) ∈ S èìååì Mf = {∅} . Ïîýòîìó åñëè ∅ ∈ M , òî S ⊆ U(M) . Òîãäà èçóñëîâèÿ 3) âûòåêàåò, ÷òî S ⊆ U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) , òî åñòü U(M1) ∪ · · · ∪ U(Ms) �çàìêíóòûé êëàññ, ïðèíàäëåæàùèé �ðàãìåíòó F (S, S∗) .á) Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, ïðèíàäëåæàùèé �ðàãìåíòó
F (S, S∗) . Òîãäà ïî ëåììå 9 B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå B = U(M1)∪· · · ∪U(Ms) ,ãäå M1, M2, . . . , Ms óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1), 2), 4) òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî òî-ãäà âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå 3). Òàê êàê B ïðèíàäëåæèò �ðàãìåíòó F (S, S∗) , òî
S ⊆ B . Ïóñòü f � ëþáàÿ �óíêöèÿ èç S . Òîãäà Mf = {∅} . Òàê êàê f ∈ B , òîñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî f ∈ U(Mi) , òî åñòü Mf ⊆ Mi è ∅ ∈ Mi . Äîïóñòèì, ÷òîñóùåñòâóþò äâà ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ Mi è Mj òàêèå, ÷òî ∅ ∈ Mi è ∅ ∈ Mj .Òîãäà äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò Mt , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 4). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ
A ∈ Mi , B ∈ Mj âûïîëíÿåòñÿ: A∪∅ = A ∈ Mt è ∅∪B = B ∈ Mt . Îòñþäà Mi ⊆ Mt ,
Mj ⊆ Mt . Òîãäà i = t = j ïî óñëîâèþ 2). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 3) âûïîëíÿåòñÿ,òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ 1)�4).â) Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü îäèí è òîò æå çàìêíóòûéêëàññ B èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ B = U(M1)∪· · · ∪U(Ms) = U(M ′

1)∪· · · ∪U(M ′

l ) ,ãäå êàæäûé èç íàáîðîâ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Ms è M ′

1, M
′

2, . . . , M
′

lóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�4) òåîðåìû. Òàê êàê M1 � öèêëè÷åñêè èíâàðèàíòíî ïîóñëîâèþ 1), òî ïî ëåììå 8 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ U(M1) òàêàÿ, ÷òî
Mf = M1 . Ïðè ýòîì f ∈ B , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî f ∈ U(M ′

j) .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Mf ⊆ M ′

j , òî åñòü M1 ⊆ M ′

j . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò q òàêîå, ÷òî M ′

j ⊆ Mq , îòêóäà M1 ⊆ Mq . Òîãäà ïî óñëîâèþ 2) èìååì q = 1 è
M1 ⊆ M ′

j ⊆ M1 , òî åñòü M ′

j = M1 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäìíî-æåñòâ èç îäíîãî íàáîðà íàéäåòñÿ ñîâïàäàþùåå ñ íèì ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èçâòîðîãî íàáîðà è íàîáîðîò, òî åñòü íàáîðû ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Msè M ′

1, M
′

2, . . . , M
′

l ñîâïàäàþò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ïîäìíîæåñòâ).Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ��àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 09-01-00701è 07-01-00154). SummaryV.B. Alekseev. On Some Closed Classes of Self-dual Partial Many-valued Fun
tions.Let S be a 
lass of fully de�ned fun
tions of any number of variables that are de�ned andtake values in the set Ek = {0, 1, . . . , k− 1} and are self-dual under given permutation on Ek .Let S∗ be the set of all partially de�ned k -valued fun
tions that 
an be extended to fun
tionsfrom S . In this paper all 
losed 
lasses (under superposition) that 
ontain S and are 
ontainedin S∗ are des
ribed for the 
ase when permutation is the produ
t of non-interse
ting 
y
les ofthe same length.Key words: k -valued fun
tion, partially de�ned fun
tion, 
losed 
lass, self-dual fun
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