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ÓÄÊ 532.546+519.63×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÂÅÒÂËÅÍÈÉ�ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÕÅËÅ-ØÎÓÎ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎ ÄÂÈÆÓÙÅÌÑß ÏÓÇÛ�ÅÌ.Ì. ÀëèìîâÀííîòàöèÿÄëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ïðîäâèæåíèè ïóçûðÿ â ëîòêå Õåëå-Øîó îäíî èç ïðîÿâëå-íèé íåðåãóëÿðíîñòè ïðåäåëà èñ÷åçàþùå ìàëûõ êàïèëëÿðíûõ ñèë ñîñòîèò â âûðîæäåíèèðåøåíèÿ � äëÿ èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è âìåñòî îæèäàåìîãî åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïî-ëó÷àåòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà Ñ. Òàíâèð (S. Tanveer) ïîêàçàë,÷òî ó÷åò êàïèëëÿðíûõ ñèë óñòðàíÿåò âûðîæäåííîñòü ðåøåíèÿ, íî íå äàë ýòîìó ÿñíîãîîáúÿñíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîìèìî ãëàâíîé âåòâè ðåøåíèÿ Ñ. Òàíâèð ïîëó÷èë è äðóãèå.Ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ âñåõ âåòâåé ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäâèæåíèè ïóçûðÿ â íàñòîÿùåé ðà-áîòå ñ�îðìóëèðîâàíà ìîäè�èöèðîâàííàÿ çàäà÷à ïî àíàëîãèè ñ ïîäõîäîì Æ.-Ì. Âàíäåí-Áðåêà (J.-M. Vanden-Broe
k) ê çàäà÷å î ïðîäâèæåíèè ïàëüöà. Ïðîâåäåí åå ÷èñëåííûéàíàëèç, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî â ïîñòàíîâêå ñ çàäàííîé ïëîùàäüþ ïóçûðÿ ðåøåíèå çàäà÷èåäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé âåòâüþ, ïîëó÷åííîé Ñ. Òàíâèðîì. Íèêàêèõ äðóãèõâåòâåé ðåøåíèÿ íå âûÿâëåíî. Òàêîå íåñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè Ñ. Òàíâèðà ìîæíîîáúÿñíèòü òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî åãî ìåòîäèêà äîïóñêàåò ðåøåíèÿ ñ íåîäíîëèñòíîñòüþ�èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Äàíî òàêæå îáúÿñíåíèå �àêòó óñòðàíåíèÿ âûðîæäåíèÿ ðåøåíèÿ:ó îáëàñòè òå÷åíèÿ èìååòñÿ äâå õàðàêòåðíûå òî÷êè � áåñêîíå÷íîñòè ñëåâà è ñïðàâà, â êî-òîðûõ îáëàñòü èìååò çàäàííûå ðàçìåðû. Îáå ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîêðàòíûìèíòåãðèðîâàíèåì îñíîâíîãî ãðàíè÷íîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ íåèäåàëèçèðîâàí-íîé çàäà÷è íå ìîãóò áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, óäîâëåòâîðèòüîáà óñëîâèÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íåâîçìîæíî. Âîçíèêàåò óñëîâèåðàçðåøèìîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Õåëå-Øîó ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæå-íèå, ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ïóçûðÿ, èòåðàöèîííûé ìåòîä.ÂâåäåíèåÒå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ëîòêå Õåëå-Øîó ïðè íàëè÷èè âòîðîé ñâÿçíîé �àçû(æèäêîñòè äðóãîé âÿçêîñòè) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ëàáîðàòîðíîé ìîäåëüþ ìíîãèõ ïðè-ðîäíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñî-áîé íåñêîëüêèõ �àç ñ ýâîëþöèîíèðóþùåé ãðàíèöåé ìåæäó íèìè [1℄. Ñ èñïîëüçîâà-íèåì ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà ïî çàçîðó ëîòêà ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ìîäåëü òàêîãî äâóõ�àçíîãî òå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïëîñêîé çàäà÷å Õåëå-Øîó ñîñâîáîäíîé ãðàíèöåé [2℄. �àçëè÷àþò íåñòàöèîíàðíóþ è ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷è. Äëÿñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Õåëå-Øîó âîîáùå è çàäà÷è î ïóçûðå, ïðîäâèãàþùåìñÿ â ëîòêåòèïà êàíàëà, â ÷àñòíîñòè, íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàþò ðàçëè÷íûå ïðîÿâëåíèÿíåðåãóëÿðíîñòè ïðåäåëà èñ÷åçàþùå ìàëûõ êàïèëëÿðíûõ ñèë, îäíî èç êîòîðûõ �âûðîæäåíèå ðåøåíèÿ [3℄. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç S îòíîñèòåëüíóþ ïëîùàäü ïó-çûðÿ (â ïëàíå), ÷åðåç U îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü åãî ïðîäâèæåíèÿ, ÷åðåç ε îòíî-ñèòåëüíóþ âåëè÷èíó êàïèëëÿðíûõ ñèë, òî äëÿ êàæäîé çàäàííîé ïàðû âåëè÷èí S è
ε > 0 , êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò, íàáëþäàåòñÿ ïóçûðü îïðåäåëåííîé êîí�èãóðà-öèè è îïðåäåëåííîé ñêîðîñòè ïðîäâèæåíèÿ U(ε, S) , â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå ε≪ 1 .



100 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÂ òî æå âðåìÿ â èäåàëèçèðîâàííîì ñëó÷àå (ε = 0) äëÿ ëþáîé çàäàííîé ïëîùàäèïóçûðÿ S âìåñòî åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ àíàëèç äàåò öåëîå ñåìåéñòâî òî÷íûõàíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà U > 1 [4℄. ×èñëåííûé àíàëèç,ïðîâåäåííûé â ðàáîòàõ [5, 6℄, ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò êàïèëëÿðíîñòè ε > 0 óñòðàíÿåòâûðîæäåííîñòü ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê îòáîðó îïðåäåëåííîé ñêîðîñòè ïðî-äâèæåíèÿ ïóçûðÿ U(ε, S) . Îäíàêî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿñíîãî îáúÿñíå-íèÿ ýòîìó �àêòó äî ñèõ ïîð íåò � âåäü ïî ñóòè íèêàêèõ íîâûõ óñëîâèé â ïîñòàíîâêóçàäà÷è íå äîáàâëÿåòñÿ, ïðîñòî îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíûìçà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â íåãî êðèâèçíû íåèçâåñòíîé ãðàíèöû.Àâòîð [5℄ äàåò òàêîå îáúÿñíåíèå: ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ε > 0 , S , U èòåðà-öèè ðàñõîäÿòñÿ; åñëè æå �îðìàëüíî âêëþ÷èòü ïàðàìåòð U â ÷èñëî íåèçâåñòíûõ,òî ìîæíî äîáèòüñÿ èõ ñõîäèìîñòè. Àíàëèç èñïîëüçóåìîãî â ðàáîòå [5℄ èòåðàöè-îííîãî ìåòîäà äàåò áîëåå ñîäåðæàòåëüíóþ èí�îðìàöèþ. Ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿèñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè÷åì íåñêîëüêî íåòðàäèöè-îííûì îáðàçîì � êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ c0, c1, . . . , cN−1 ðàçëîæåíèÿ �óíê-öèè â ðÿä Ôóðüå íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà N + 1 òî÷åê, â êîòîðûõ �óíêöèÿ âû-÷èñëÿåòñÿ. Ôàêòè÷åñêè òàêîå èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýêâèâàëåíòíîòðàäèöèîííîìó èñïîëüçîâàíèþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [7℄ ïðè íàëî-æåíèè ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî �óíêöèè óñëîâèÿ cN = 0 . Òàêîãî ðîäà óñëîâèåý��åêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ ðîñòà ñòàðøåé ãàðìîíèêè â èòåðàöèîí-íûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé [8℄. Â òî æå âðåìÿ åãî ìîæíîòðàêòîâàòü, êàê äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ U . Ïîñêîëüêó ÷èñëåííîåðåøåíèå áûëî ý��åêòèâíî ïîëó÷åíî â [5℄, òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ñåáÿ âïîëíå îïðàâäàëà.Âìåñòå ñ òåì îáúÿñíèòü ñ åå ïîìîùüþ �àêò óñòðàíåíèÿ âûðîæäåííîñòè ðåøåíèÿíåâîçìîæíî. Ïîìèìî ýòîãî ðåøåíèå îêàçàëîñü íååäèíñòâåííûì, à ñàìà ìåòîäèêàïîëó÷åíèÿ äðóãîé âåòâè ðåøåíèÿ çàäà÷è (áóäåì íàçûâàòü åå âåòâüþ Ñ. Òàíâèðà)èçëîæåíà âåñüìà ñæàòî è íå âïîëíå ÿñíî. Â ñëåäóþùåé ðàáîòå [6℄ áåç êàêèõ-ëèáîïîäðîáíîñòåé ñîîáùàåòñÿ, ÷òî áûëà íàéäåíà åùå îäíà âåòâü ðåøåíèÿ, àíàëîãè÷íàÿâåòâè Æ.-Ì. Âàíäåí-Áðåêà [9℄ â çàäà÷å Õåëå-Øîó î ñòàöèîíàðíîé êîí�èãóðàöèèïàëüöà.Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîèòü îòëè÷-íûé îò èñïîëüçóåìîãî â [5, 6℄ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîé êîí�èãóðàöèèïóçûðÿ, ïðîäâèãàþùåãîñÿ â ëîòêå Õåëå-Øîó, ñ ó÷åòîì êàïèëëÿðíûõ ñèë, êîòî-ðûé ïîçâîëèë áû, âî-ïåðâûõ, îáúÿñíèòü êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå íåèäåàëèçèðîâàííîéìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îò èäåàëèçèðîâàííîé; âî-âòîðûõ, ïðîÿñíèòü âîïðîñ ñíååäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî àëüòåðíàòèâíîãî ìåòî-äà ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê íåêîòîðîé ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷å ñ äîïîëíèòåëüíûìñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, àíàëîãè÷íî ïîäõîäóÆ.-Ì. Âàíäåí-Áðåêà ê çàäà÷å î ñòàöè-îíàðíîì ïàëüöå [9℄. Â ðàáîòå [9℄ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðàâûñòóïàëà âåëè÷èíà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ïàëüöà â åãî âåð-øèíå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òàêîãî ïàðàìåòðà ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü
λ � îòíîøåíèå øèðèíû êàíàëà íà áåñêîíå÷íîñòè ñïðàâà ê øèðèíå êàíàëà íà áåñêî-íå÷íîñòè ñëåâà. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷èâ øèðîêîì äèàïàçîíå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, âñå âåòâè ðåøåíèÿ èíòåðåñóþ-ùåé íàñ çàäà÷è î ïóçûðå â ëîòêå òèïà ïðîñòîãî êàíàëà ïîëó÷àþòñÿ íàëîæåíèåìîãðàíè÷åíèÿ λ = 1 .1. Ïîñòàíîâêà ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷èè ñâåäåíèå åå ê ãðàíè÷íîìó óðàâíåíèþÍà ðèñ. 1, à ïðåäñòàâëåíà â ïëàíå êàðòèíà íåêîòîðîãî îáîáùåííîãî òå÷åíèÿÕåëå-Øîó ïðè íàëè÷èè âòîðîé ñâÿçíîé �àçû � ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî öåí-
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��èñ. 1. Âèä �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζòðàëüíîé îñè êàíàëà ïóçûðÿ âîçäóõà (ââèäó ñèììåòðèè èçîáðàæåíà òîëüêî âåðõíÿÿïîëîâèíà òå÷åíèÿ). Äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð λ > 0 õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëü-íóþ øèðèíó êàíàëà íà áåñêîíå÷íîñòè ñïðàâà.Îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà èçâåñòíû [4℄: ýòî òîëùèíà ùåëåâîãî çà-çîðà b è øèðèíà êàíàëà íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåâà L ; âÿçêîñòü æèäêîñòè µ è ñêîðîñòüåå äâèæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåâà V∗ ; êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿíà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå Γ ; ïëîùàäü ïóçûðÿ S∗ (â ñëó÷àå λ < 1 ïîä S∗ ïîíèìà-åòñÿ óäâîåííàÿ ïëîùàäü �èãóðû BCC′ , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1; â ñëó÷àå λ > 1íåîáõîäèìî âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå äîñòðàèâàíèå òî÷êè B′ � ïðîåêöèè òî÷êè Bíà ïðîäîëæåíèå îñè DC) . Íåîáõîäèìî íàéòè êîí�èãóðàöèþ Γ ïóçûðÿ è ñêîðîñòüåãî ïðîäâèæåíèÿ U∗ .�åàëèçîâàòü îáîáùåííûé ñëó÷àé λ 6= 1 â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïðàêòè÷å-ñêè íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, â èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 1 ñëó÷àå λ < 1ñòåíêó CD íàäî áóäåò äâèãàòü ñî ñêîðîñòüþ ïóçûðÿ (â ñëó÷àå λ > 1 íàäî áóäåòäâèãàòü ñòåíêó AB) . Âìåñòå ñ òåì òàêîé ïðîöåññ âïîëíå ïðåäñòàâèì è åìó ìîæíîñîïîñòàâèòü êîððåêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó. Ïîñëåäíþþ âûïèøåì ñðàçóâ áåçðàçìåðíîì âèäå, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ ðàññòîÿíèå Lè ñêîðîñòü V∗ . Áåçðàçìåðíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y) ñâÿçàíû ñ ïóçûðåì èïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòíîñèòåëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà â ïðîòèâîïîëîæíîñòü àáñî-ëþòíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ íåïîäâèæíîé ñòåíêîé êàíàëà, íàïðèìåð AD .Êàê èçâåñòíî, äëÿ òå÷åíèé Õåëå-Øîó âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ Ωz âûïîëíÿþòñÿóðàâíåíèÿ [2, 4℄

v = ∇ϕ, ∆ϕ = 0, (1)ãäå ϕ(x, y) � áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî öåëåñîîáðàçíîââåäåíèå êîìïëåêñíîé �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x+iy è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëàòå÷åíèÿ W (z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) , ãäå ψ(x, y) � �óíêöèÿ òîêà [10℄.Àíàëîãè÷íî �îðìóëèðîâêå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó [4, 5℄ î ïðîäâèæå-íèè ïóçûðÿ â ïðîñòîì êàíàëå, äëÿ òå÷åíèÿ Õåëå-Øîó, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 1,ê óðàâíåíèÿì (1) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
x→ −∞ :

∂ϕ

∂x
= 1; x→ ∞ :

∂ϕ

∂x
= ν;

AD ∪AB ∪CD :
∂ϕ

∂y
= 0; Γ : ϕ = −εK, ψ = Uy,

(2)ãäå K � êðèâèçíà ãðàíèöû Γ , ε � êàïèëëÿðíûé ïàðàìåòð ñëåäóþùåãî âèäà
ε =

b2

12L2

(
σ

µV∗

)
.Íåîáõîäèìî íàéòè êîí�èãóðàöèþ Γ è ñêîðîñòü ïðîäâèæåíèÿ ïóçûðÿ U = U∗/V∗ ,â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ε è çàäàííîé ïëîùàäè ïóçûðÿ S .



102 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÏîêàæåì, ÷òî ïàðàìåòð ν � âåëè÷èíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòèñïðàâà � íå ñâîáîäåí, à íàõîäèòñÿ èç áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîìèìîñêîðîñòè àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè v ââåäåì è ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãîäâèæåíèÿ æèäêîñòè ṽ (äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ, ñâÿçàííîãî ñ ïóçû-ðåì). Ýòè ñêîðîñòè ñâÿçàíû î÷åâèäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
ṽx = vx − U, ṽy = vy. (3)Â ñèëó íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè äëÿ îòíîñèòåëüíîãî åå äâèæåíèÿ ñóììàðíûåðàñõîäû ñëåâà è ñïðàâà íà áåñêîíå÷íîñòè äîëæíû áûòü îäèíàêîâû: 1−U = (ν−U)λ .Òîãäà
ν = λ−1 + (1 − λ−1)U.Â ñëó÷àå λ = 1 (ïðîñòîé êàíàë) ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ν = 1 .Èñïîëüçóÿ òðàäèöèîííûé äëÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðèåì ïàðàìåòðè-çàöèè [11℄, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) â âèäå êîí�îðìíîãî îòîá-ðàæåíèÿ z(ζ) , ïîëàãàÿ, ÷òî âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ îáëàñòè Ωz îòâå÷àåòîáëàñòü êàíîíè÷åñêîãî âèäà. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé, àíàëîãè÷íî [5℄, âûáåðåì âåðõ-íþþ ïîëîâèíó åäèíè÷íîãî êðóãà (ñì. ðèñ. 1, á ). Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå z(ζ)íîðìèðóåòñÿ çàäàíèåì ñîîòâåòñòâèÿ äâóõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê B è C , à òàêæå òðåáî-âàíèåì ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê A è D , êîòîðûì îòâå÷àåò

ζ = α è ζ = −α . Âåëè÷èíà α ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì âñïîìîãàòåëüíûìïàðàìåòðîì.Àíàëîãè÷íî [5℄ äëÿ �óíêöèè z(ζ) ìîæíî âûïèñàòü ñîîòíîøåíèå
z(ζ) = U−1

[
W (ζ) − W̃ (ζ)

]
, (4)âûòåêàþùåå èç �îðìóëû (3). Çäåñü W (ζ) � ïîòåíöèàë àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ æèä-êîñòè, W̃ (ζ) � ïîòåíöèàë îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Ïîòåíöèàë àáñîëþò-íîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè èùåòñÿ â âèäå ñóììû

W (ζ) = W0(ζ) + Uω (ζ), (5)ãäå W0(ζ) � ïîòåíöèàë àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è;
ω (ζ) � ðåãóëÿðíûé â îáëàñòè Ωζ äîáàâîê.Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû W0(ζ) , W̃ (ζ) òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êàíàëå, ãåîìåòðèÿêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêè â çàìêíóòîìâèäå, êàê îáîáùåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ïðîñòîìêàíàëå [5℄

W0(ζ) =
1

2π
ln

ζ − α

ζ − α−1
+

1 + U(λ− 1)

2π
ln
ζ + α−1

ζ + α
,

W̃ (ζ) =
1 − U

2π
ln

(ζ − α)(ζ − α−1)

(ζ + α)(ζ + α−1)
.

(6)Ïîäñòàíîâêîé �îðìóë (5), (6) â ñîîòíîøåíèå (4) ïîëó÷èì àääèòèâíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå äëÿ èñêîìîé �óíêöèè z(ζ)

z(ζ) = z0(ζ) + ω(ζ), (7)ãäå z0(ζ) � �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ðåøåíèþ èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è ñ òåìè æåçíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ λ , U , α :
z0(ζ) =

1

2π
ln(ζ − α) −

2U−1 − 1

2π
ln(ζ − α−1) −

−
λ

2π
ln(ζ + α) +

2U−1 − 2 + λ

2π
ln(ζ + α−1). (8)



×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÂÅÒÂËÅÍÈÉ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÕÅËÅ-ØÎÓ 103Ýòà �óíêöèÿ ñîäåðæèò âñå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ íåèäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è âîáëàñòè Ωζ , à ñ ó÷åòîì åå ñèììåòðè÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ ÷åðåç äåéñòâèòåëüíóþ îñüâñþäó â åäèíè÷íîì êðóãå |ζ| ≤ 1 . �åãóëÿðíûé â ýòîì êðóãå äîáàâîê ω (ζ) èùåòñÿâ âèäå ðÿäà
ω (ζ) = c0 +

∞∑

k=1

ckζ
k, Im ck = 0 (9)ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ck , k = 0, . . . ,∞ , ïîñêîëüêó ω (ζ) íà CDABäîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Im ω (ζ) = 0 . Àíàëîãè÷íî [5℄, äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ω (ζ) èç ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå Γ â ïîñòàíîâêå (2)ìîæíî âûâåñòè ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå
ζ = eiσ : Re ω (ζ) = −εU−1K(σ), (10)ãäå K(σ) � êðèâèçíà èñêîìîé ãðàíèöû Γ . Â òåðìèíàõ �óíêöèè z(ζ) îíà èìååò âèä

ζ = eiσ : K(σ) =

∣∣∣∣
dz

dζ

∣∣∣∣
−1

Re

{
ζ
d

dζ
ln

(
ζ
dz

dζ

)}
. (11)Îòìåòèì, ÷òî Im ω(ζ) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì Re ω (ζ) íà åäèíè÷-íîì êðóãå ζ = eiσ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà �èëüáåðòà [12℄. Ïîýòîìóêðèâèçíà K(σ) ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì îïåðà-òîðîì K îò Re ω (ζ) . Ñîîòâåòñòâåííî, ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (10), (11) ìîæåò áûòüçàïèñàíî â îïåðàòîðíîé �îðìå

ζ = eiσ : Re ω (ζ) = − εU−1
K [Re ω (ζ)] , (12)Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé (1), (2) ñâåëàñü ê ãðà-íè÷íîìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (10), (11) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè

ω (ζ) âèäà (9). Íåîáõîäèìî äîáàâèòü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ z (ζ) : â ñèëóïðåäïîëîæåíèÿ î êîí�îðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ ζ → z ïðîèçâîäíàÿ dz/dζ íå äîëæ-íà èìåòü òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòè â åäèíè÷íîì êðóãå |ζ| ≤ 1 , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê
A è D : ζ = ±α , â êîòîðûõ dz/dζ òàê æå, êàê dz0/dζ , äîëæíà èìåòü ïðîñòûå ïî-ëþñà ñ ìîìåíòîì (2π)−1 . Èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû (9) �óíêöèè ω (ζ)ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå íîâûõ îñîáåííîñòåé ó �óíêöèè dz/dζ â åäèíè÷íîì êðóãå
|ζ| ≤ 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ dz0/dζ , îäíàêî íå ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèÿ íóëåé. Ïîýòîìóê çàäà÷å (7)�(11) íåîáõîäèìî äîáàâèòü îãðàíè÷åíèå

|ζ| ≤ 1 :
dz

dζ
6= 0. (13)Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèþ (13), áóäóò íå�èçè÷-íûìè, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèçóþòñÿ íåîäíîëèñòíîñòüþ ïëîñêîñòè z [13℄.2. Îðãàíèçàöèÿ èòåðàöèéÂ ðàáîòå [5℄ äëÿ îðãàíèçàöèè èòåðàöèé èñïîëüçîâàëàñü íåïîñðåäñòâåííî îïåðà-òîðíàÿ �îðìà (12) ãðàíè÷íîãî óðàâíåíèÿ (10), (11). Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèëàñüê ÷èñëåííîìó äè��åðåíöèðîâàíèþ �óíêöèè ω (ζ) è ïðèìåíåíèþ èíòåãðàëüíîãîîïåðàòîðà �èëüáåðòà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ Im ω(ζ) ïî çíà÷åíèÿì Re ω (ζ) íà åäè-íè÷íîì êðóãå ζ = eiσ . Îäíàêî â ñëó÷àå ε ≪ 1 ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ëè-íåàðèçèðîâàííîãî âàðèàíòà ãðàíè÷íîãî óðàâíåíèÿ (10), (11) èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîéïîäõîä, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî çàäà÷à ñâîäèëàñü ê îïðåäåëåíèþ èç ëèíåàðèçèðî-âàííîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ω (ζ) è åå ÷èñëåííîìó èíòåãðè-ðîâàíèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñàìîé �óíêöèè ω (ζ) . Èìåííî òàêîé ïîäõîä ïðåäëàãàåòñÿ



104 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂïðèìåíèòü è ê èñõîäíîìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (10), (11), ïðåä-âàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ åãî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì.Àíàëîãè÷íî ïðèíÿòîé â òåîðèè ñòðóé [10℄ ïðàêòèêå ìîæíî ñðàçó îáåñïå÷èòüáåçóñëîâíîå âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ (13), åñëè â êà÷åñòâå îñíîâíîé �îðìû ïðåä-ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü �óíêöèþ R(ζ)

R(ζ)
def
= ln

(
ζ
dz

dζ

)
− ln

(
ζ
dz0
dζ

)
=

N∑

k=0

dkζ
k, (14)êîòîðóþ áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ñ êîý��èöèåíòàìè dk , k = 1, . . . , N . Ñîîò-âåòñòâåííî, ïðåäñòàâëåíèå (7)�(9) �óíêöèè z(ζ) áóäåò ïðîèçâîäíûì îò îñíîâíîé�îðìû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ dω/dζ âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç (14) ïóòåì âçÿ-òèÿ ýêñïîíåíòû îò R(ζ) , à âèä �óíêöèè ω(ζ) � ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì.Óðàâíåíèå (10), (11) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

ζ = eiσ : Re

{
ζ
dR

dζ

}
= −

U

ε

∣∣∣∣
dz0
dζ

+
dω

dζ

∣∣∣∣ Re ω (ζ) − Re

{
ζ
d

dζ
ln

(
ζ
dz0
dζ

)}
. (15)Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíåêîòîðûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A îò Re {ζdR/dζ} . Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå(15) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â îïåðàòîðíîé �îðìå

ζ = eiσ : Re

{
ζ
dR

dζ

}
= A

[
Re

{
ζ
dR

dζ

}]
.Èìåííî ýòó �îðìó óðàâíåíèÿ (15) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îðãàíèçàöèè èòåðà-öèé. Ôèãóðèðóþùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ ζ(dR/dζ) , ðåãóëÿðíàÿâñþäó â åäèíè÷íîì êðóãå |ζ| ≤ 1 , äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä-ñòàâëåíèå

ζ
dR

dζ
=

N∑

k=1

akζ
k, Im ak = 0. (16)Ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíèÿ � ïîêà íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ak , k =

= 1, . . . , N , � áóäóò äåéñòâèòåëüíû â ñèëó òîãî, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé÷àñòè (15), äåéñòâèòåëüíî ïðè äåéñòâèòåëüíûõ ζ , ïðè÷åì a0 ≡ 0 â ñèëó ðåãóëÿð-íîñòè �óíêöèè R(ζ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0 .Íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ (16) ïîëó÷èì
R(ζ) = d0 +

N∑

k=1

dkζ
k, dk = ak/k, k = 1, . . . , N, (17)ãäå d 0 � íåîïðåäåëåííàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç d± âåëè÷èíû ñóììû ðÿäà ñ êîý��èöèåíòàìè d k â òî÷êàõ ζ = ±α :

d±

def
=

N∑

k=1

dk (±α)
k
. (18)Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëåíèå (17) �óíêöèè R(ζ) ïîðîæäàåò íîâîå ïðåäñòàâ-ëåíèå äëÿ âûðàæåíèÿ ζ(dz/dζ)

ζ
dz

dζ
= ζ

dz0
dζ

eR(ζ), (19)



×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÂÅÒÂËÅÍÈÉ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÕÅËÅ-ØÎÓ 105êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âûäåëåíèåì îñîáåííîñòåé. Ïîëàãàÿ, ÷òîñïðàâåäëèâû îáà ïðåäñòàâëåíèÿ âûðàæåíèÿ ζ(dz/dζ) � àääèòèâíîå, ñëåäóþùååèç (7), è ìóëüòèïëèêàòèâíîå (19), íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ ζ(dω/dζ)

ζ
dω

dζ
= ζ

dz0
dζ

[
eR(ζ) − 1

]
. (20)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ïðîòèâîðå÷èò ðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

ζ
dω

dζ
=

∞∑

k=1

b kζ
k, b k = kck,âûòåêàþùåìó èç âûðàæåíèÿ (9). Äåéñòâèòåëüíî, çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ ζ(dz0/dζ)ó ïðåäñòàâëåíèÿ (20), âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü îñîáåííîñòè â åäèíè÷íîì êðóãå |ζ| <

< 1 � ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ ζ = ±α . Èñïîëüçóÿ èìåþùóþñÿ ñâîáîäó â âûáîðåêîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ d0 , ìîæíî îáåñïå÷èòü èñ÷åçíîâåíèå îñîáåííîñòè ó ïðà-âîé ÷àñòè (20) â îäíîé òî÷êå, à èìåííî ζ = α . Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü
d0 = −d+. (21)Â òî æå âðåìÿ îáåñïå÷èòü èñ÷åçíîâåíèå îñîáåííîñòè âî âòîðîé òî÷êå, à èìåííî

ζ = −α , íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, d− 6= d+ è, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåìèìåòü
ζ ∼ −α : ζ

dω

dζ
≈
λ(ed 0+d− − 1)

2π

α

ζ + α
. (22)Ñëåäîâàòåëüíî, ó �óíêöèè ω (ζ) , ïîëó÷åííîé èíòåãðèðîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ(20), ïîÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ln (ζ + α) . Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñ-íî ïðåäñòàâëåíèþ (7) �óíêöèÿ ω (ζ) � àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü �óíêöèè

z(ζ) . Îñîáåííîñòü ln (ζ + α) óæå âûäåëåíà è âõîäèò â äðóãóþ àääèòèâíóþ ÷àñòü�óíêöèè z(ζ) , à èìåííî â z0(ζ) . Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îðãàíèçîâàòü èòå-ðàöèîííûé ïðîöåññ, â êîòîðîì âîçíèêàþùàÿ îñîáåííîñòü ln (ζ + α) �óíêöèè ω (ζ)ïåðåíîñèòñÿ â �óíêöèþ z0(ζ) òàê, ÷òîáû èõ ñóììà � �óíêöèÿ z(ζ) � íå èçìåíÿ-ëàñü. Òîãäà íîâàÿ �óíêöèÿ ωnew(ζ) áóäåò óæå ðåãóëÿðíà â îáëàñòè Ωζ , à íîâàÿ�óíêöèÿ znew
0 (ζ) áóäåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòü ln (ζ + α) ñ ìíîæèòåëåì, îòëè÷íûìîò (−λ/2π) , ñì. �îðìóëó (8). Â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòð λ áóäåò �åñòåñòâåííûì îáðà-çîì� êîððåêòèðîâàòüñÿ. Ïî ñóòè èìåííî ýòî ïîçâîëèëî îñâîáîäèòü ïàðàìåòð λ èñ�îðìóëèðîâàòü ìîäè�èöèðîâàííóþ çàäà÷ó. Åñëè â ðåçóëüòàòå èòåðàöèîííîãî ïðî-öåññà λ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó λ(∞) , òî â èòåðàöèîííîì ïðåäåëå áóäåò âûïîëíåíîè óñëîâèå

lim
λ→λ(∞)

{d+ − d−} = 0.Ôîðìóëà ïåðåõîäà îò �óíêöèè ω (ζ) ê �óíêöèè ωnew (ζ) èìååò âèä
ωnew(ζ) = ω (ζ) +

λ(ed 0+d− − 1)

2π

[
ln (ζ + α ) − ln

(
ζ + α−1

)]
. (23)Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ è äîìíîæàÿ åå íà ζ , íàéäåì

ζ
dωnew

dζ
= ζ

dω

dζ
+ ζ

λ(ed 0+d− − 1)

2π

[
1

ζ + α
−

1

ζ + α−1

]
. (24)Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (22), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îñîáåííîñòè ïðàâîé ÷àñòè âûðà-æåíèÿ (24) â òî÷êå ζ = −α ñêîìïåíñèðîâàíû. Âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ



106 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂñêîáêàõ ñîîòíîøåíèé (23) âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà |ζ| ≤ 1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûìè äîáàâëåíî òîëüêî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê �îðìóëå (8). Ýòîïîçâîëÿåò îáðàçîâàòü íîâóþ �óíêöèþ znew
0 (ζ) òîãî æå âèäà (8) ñ ïîìîùüþ ïðîñòîéçàìåíû λ→ λnew

znew
0 (ζ) = z0(ζ)|λ→λnew , λnew = λ ed 0+d− , (25)òàê, ÷òî ñóììà �óíêöèé ω (ζ) è z0(ζ) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé:
z(ζ) = z0(ζ) + ω (ζ) = znew

0 (ζ) + ωnew(ζ). (26)3. Ôîðìàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàÂâåäåì îáîçíà÷åíèå G0(σ, λ) , F0(σ, λ) äëÿ âû÷èñëÿåìûõ â çàìêíóòîì âèäå ïðî-èçâîäíûõ
G0(σ, λ)

def
= ζ

dz0
dζ

∣∣∣∣
ζ= eiσ

; F0(σ, λ)
def
= ζ

d

dζ
ln

(
ζ
dz0
dζ

)∣∣∣∣
ζ= eiσ

,à òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå
G(σ, λ)

def
= ζ

dz

dζ

∣∣∣∣
ζ= eiσ

= G0(σ, λ) +
∞∑

k=1

bke
ikσ, b k = kck. (27)Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (17) óðàâíåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â èòåðà-öèîííîì âèäå (j + 1 � íîìåð òåêóùåé èòåðàöèè)

N∑

k=1

a
(j+1)
k cos(kσ) =

=
U

ε

∣∣∣G(σ, λ(j))
∣∣∣
[
c
(j+1)
0 +

N∑

k=1

c
(j)
k cos(kσ)

]
− ReF0(σ, λ

(j)). (28)Çíàÿ λ è c k , k = 1, . . . , N ñ ïðåäûäóùåé j -é èòåðàöèè, èç óðàâíåíèÿ (28)ìåòîäîì áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (äàëåå ÁÏÔ) íàéäåì a
(j+1)
käëÿ (j+1)-é èòåðàöèè. Êîíñòàíòà c(j+1)

0 , õîòÿ è âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ,íåèçâåñòíà è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ñðåäíåå íà èíòåðâàëå
σ ∈ [0, 2π) îò ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (28) ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíî áûòü ðàâíîíóëþ âñëåäñòâèå òîæäåñòâà a0 ≡ 0 (ñì. ïîÿñíåíèÿ ê �îðìóëå (16)). Îáîçíà÷àÿñðåäíåå ïîñðåäñòâîì 〈. . .〉 , íàéäåì

c
(j+1)
0 = −

〈 ∣∣G(σ, λ(j))
∣∣ N∑

k=1

c
(j)
k cos(kσ) + εU−1ReF0(σ, λ

(j))
〉

〈 ∣∣G(σ, λ(j))
∣∣ 〉 . (29)Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ a(j+1)

k ñðàçó æå íàõîäÿòñÿ è êîý��èöèåíòû d
(j+1)
k , ñì. �îð-ìóëó (18). Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (23) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ d(j+1)

± :
d
(j+1)
± =

N∑

k=1

d
(j+1)
k (±α)

k (30)
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(j+1)
0 ñîãëàñíî ïðàâèëó (21): d

(j+1)
0 =

= −d
(j+1)
+ . Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (20), (24), ìîæíî âûïèñàòü çàäà÷ó äëÿ îïðå-äåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ b(j+1)

k

N∑

k=1

b
(j+1)
k eikσ = G0(σ, λ

(j))

[
exp

(
d
(j+1)
0 +

N∑

k=1

d
(j+1)
k eikσ

)
− 1

]
+

+
β(j)

2π

[
eiσ

eiσ + α
−

eiσ

eiσ + α−1

]
, (31)ãäå

β(j) = λ(j)
[
exp

(
d
(j+1)
0 + d−

(j+1)
)
− 1
]
. (32)Çàäà÷à (31) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè÷åì äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå b(j+1)

0 = 0 . Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ b(j+1)
k ñ ó÷å-òîì �îðìóëû (27) íàéäåì êîý��èöèåíòû c

(j+1)
k , à ñ ó÷åòîì �îðìóëû (25) � ïàðà-ìåòð λ(j+1) :

λ(j+1) = λ(j) exp
(
d
(j+1)
0 + d−

(j+1)
)
. (33)Òåì ñàìûì øàã èòåðàöèé çàâåðøåí.Çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáèðàëèñü íóëåâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ èñêîìûõ êî-ý��èöèåíòîâ: λ(0) = 1 , c(0)k = 0 , k = 1, . . . , N . Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) ðåøàëàñüïî èòåðàöèîííîé ñõåìå (28)�(33) â ïîëóîáðàòíîé ïîñòàíîâêå � çàäàâàëèñü òðè ïà-ðàìåòðà: îïðåäåëÿþùèé ïàðàìåòð ε è âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû α , U . Â õîäåèòåðàöèé îïðåäåëÿëèñü âñå êîý��èöèåíòû c k = c

(∞)
k , k = 0, . . . , N , è øèðèíà êà-íàëà λ = λ(∞)(ε, α, U) íà áåñêîíå÷íîñòè ñïðàâà. Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàîñóùåñòâëÿëñÿ ïî óñòàíîâëåíèþ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ ck , à òàêæåïî äîñòèæåíèþ ðàâåíñòâà d+ = d− , ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñòàíîâëåíèþ âåëè÷èíû λ .Ïîñëå âûõîäà äîïîëíèòåëüíî êîíòðîëèðîâàëèñü íåâÿçêè óðàâíåíèé (15) è (20). �å-øåíèå ñ÷èòàëîñü óäîâëåòâîðèòåëüíûì, åñëè íåâÿçêè íå ïðåâûøàëè 10−6 . Ïðè Nîò 210 äî 213 èòåðàöèîííûé ìåòîä (28)�(33) äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòûðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ α ≤ 0.998 è ε ≥ 0.005 (äëÿ α , óäàëåííûõ îò ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ 1, ñêàæåì α ≈ 0.5 , ìåòîä ý��åêòèâåí è ïðè ìåíüøèõ ε) .Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëÿëèñü òàêæå è íåâÿçêè íåïîñðåäñòâåííîóðàâíåíèÿ (10) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (11), ãäå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé âû÷èñëÿëèñüñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà òîé æå ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ÷òî èñïîëüçîâàëàñüäëÿ ÁÏÔ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α , äàëåêèõ îò êðèòè÷åñêîãî çíà-÷åíèÿ, ýòè íåâÿçêè íà îäèí-äâà ïîðÿäêà áîëüøå íåâÿçîê óðàâíåíèé (15) è (20), íîâñå-òàêè äîñòàòî÷íî ìàëû. Ñ ïðèáëèæåíèåì ïàðàìåòðà α ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷å-íèþ � åäèíèöå � íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (10) ðàñòóò ãîðàçäî áûñòðåå íåâÿçîê óðàâíåíèé(15) è (20), è èìååòñÿ öåëûé èíòåðâàë çíà÷åíèé α ∈ [0.9, 0.999] , ãäå ïåðâûå óæåñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò âåëè÷èíó 10−6 , à âòîðûå ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.Êîí�èãóðàöèþ êîíòóðà ïóçûðÿ Γ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ x(σ) , y(σ) , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ðàçäåëåíèåì íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ÷àñòü âûðàæåíèÿ

z(eiσ) =
1

2π
ln(eiσ − α) +

1 − 2U −1

2π
ln(eiσ − α−1) −

λ

2π
ln(eiσ + α) +

+
2U −1 − 2 + λ

2π
ln(eiσ + α−1) +

N∑

k=1

cke
ikσ .Çíàÿ êîí�èãóðàöèþ ïóçûðÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü è åãî ïëîùàäü â ïëàíå S .



108 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÂîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å î òå÷åíèè â ïðîñòîì êàíàëå (λ ≡ 1) , ïî-êàæåì, êàê ïîëó÷èòü âñå åå âåòâè ðåøåíèÿ. Çà�èêñèðóåì �èçè÷åñêèé ïàðàìåòð ε .Â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ α , U ïðîâîäèì ðàñ-÷åòû ïî ìåòîäèêå (28)�(33) ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ λ(ε, α, U) è S(ε, α, U) . Â ïðî-ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ S, U, λ äëÿ �èêñèðîâàííîãî ε ñòðîèì ïîâåðõíîñòü λ(S,U) .Ñå÷åíèå åå ïëîñêîñòüþ λ = 1 äàñò êðèâóþ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ S, U , êîòî-ðàÿ äëÿ �èêñèðîâàííîãî ε ïðåäñòàâèò âñå âîçìîæíûå âåòâè ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèåïðîñòîìó êàíàëó.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè λ(S,U) , ïîìèìî îïèñàííîéâûøå ìåòîäèêè (28)�(33), ìîæíî èñïîëüçîâàòü åùå îäíó, âñïîìîãàòåëüíóþ ìåòî-äèêó. Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëå (8) äëÿ z0(ζ) . Âåëè÷èíû λ è 2U−1 âõîäÿò â êà÷åñòâåñëàãàåìûõ â ìíîæèòåëü ïðè ln(ζ + α−1) . Áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èçìå-íåíèå λ , ñîãëàñíî �îðìóëå (25) ðàâíîå ∆λ = λ (ed 0+d− − 1) , ìîæíî çàìåíèòü íàèçìåíåíèå U òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ∆λ = ∆(2U−1) . Äëÿ ýòîãî íàäîâçÿòü
∆U =

2U

2 + U∆λ
− Uè äàëåå ïðîñòîé çàìåíîé U → Unew ïîëó÷èòü íîâóþ �óíêöèþ znew

0 (ζ) òîãî æåâèäà (8)
znew
0 (ζ) = z0(ζ)|U→Unew , Unew =

2U

2 + Uλ (ed 0+d− − 1)
.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû ïåðåõîäà îò �óíêöèè ω (ζ) ê �óíêöèè ωnew (ζ) ìîæíîèñïîëüçîâàòü òî æå ñàìîå ïîëîæåíèå (26) î íåèçìåííîñòè ñóììû ω (ζ) + z0(ζ) :

ωnew(ζ) = ω (ζ) +
λ(ed 0+d− − 1)

2π
ln
ζ − α−1

ζ + α−1
,

dωnew

dζ
=
dω

dζ
+
λ(ed 0+d− − 1)

2π

[
1

ζ − α−1
−

1

ζ + α−1

]
.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì â èòåðàöèîííîé ìåòîäèêå (28)�(33) íàäî çàìåíèòü çàäà-÷ó (31) äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ b(j+1)

k íà ñëåäóþùóþ
N∑

k=1

b
(j+1)
k eikσ = G0(σ |λ

(j))

[
exp

(
d
(j+1)
0 +

N∑

k=1

d
(j+1)
k eikσ

)
− 1

]
+

+
β(j)

2π

[
eiσ

eiσ − α−1
−

eiσ

eiσ + α−1

] (34)è âìåñòî ïåðåñ÷åòà λ ïî �îðìóëå (33) ïåðåñ÷èòûâàòü U ïî �îðìóëå
U (j+1) =

2U (j)

2 + U (j)β(j)
. (35)×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ý��åêòèâíîñòü ìåòîäèêè (28)�(30), (32),(34), (35) èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Îíà ïîçâîëÿåò ïðîâî-äèòü ðàñ÷åòû ïðè �èêñèðîâàííûõ ε , α è λ ñ îïðåäåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ

U = U (∞)(ε, α, λ) è S(ε, α, λ) . Òàêàÿ ìåòîäèêà óäîáíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷åê ëè-íèé óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè λ(S,U) , à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿïðîñòîãî êàíàëà. Îäíàêî äî âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà âåòâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåéýòà ìåòîäèêà ÿâëÿåòñÿ âñå-òàêè âñïîìîãàòåëüíîé, à ìåòîäèêà (28)�(33) � îñíîâíîé.
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α εT U ε λ0.5 0.10 1.9162 0.0013219 1.000000.81 0.10 1.8396 0.0036137 1.000250.99 0.10 1.7907 0.0055457 1.000010.20 0.20 1.9768 0.0004100 1.001180.50 0.20 1.8734 0.0027042 0.999970.81 0.20 1.7448 0.0076199 1.000050.99 0.20 1.6770 0.0118430 0.999990.50 0.30 1.8576 0.0040908 0.999980.81 0.30 1.6744 0.0119105 1.000020.99 0.30 1.5890 0.0187485 0.999800.50 0.50 1.8489 0.0068498 0.999990.99 0.50 1.4206 0.0349517 0.999980.50 1.00 1.8453 0.0137269 0.999990.81 1.00 1.6101 0.0412873 1.000020.99 1.00 1.3106 0.0757705 1.00000Òàáë. 2
α εT U ε λ0.5 0.01 1.6155 0.0001568 0.775120.78 0.01 1.2046 0.0005117 0.376860.80 0.01 1.1530 0.0005623 0.299900.82 0.01 1.1270 0.0006045 0.258780.84 0.01 1.1109 0.0006436 0.235330.50 0.004 1.7953 0.0000564 0.892090.50 0.100 1.7142 0.0014776 0.880010.50 0.150 1.5684 0.0024224 0.773830.50 0.180 1.3878 0.0032852 0.653420.50 0.200 1.3072 0.0038754 0.612490.50 0.220 1.2615 0.0044174 0.595990.50 0.240 1.2322 0.0049334 0.589684. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâÂ ïåðâóþ î÷åðåäü áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [5℄ ðå-çóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ. Íèæå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ , ïîëó÷åííûå ïîñõåìå (28)�(33), äëÿ ãëàâíîé âåòâè ðåøåíèÿ (òàáë. 1) è äëÿ âåòâè Òàíâèðà (òàáë. 2).Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü ε ïî �îðìóëå ε = εTα

2U−1π−2 , ïîñêîëüêó â ðà-áîòå [5℄ äëÿ êàïèëëÿðíîãî ïàðàìåòðà εT èñïîëüçîâàëàñü äðóãàÿ íîðìèðîâêà. Êàêâèäíî, äëÿ ãëàâíîé âåòâè ðåøåíèÿ óñëîâèå λ ≈ 1 âîñïðîèçâîäèòñÿ ñ õîðîøåé òî÷-íîñòüþ. Â òî æå âðåìÿ íè â îäíîì èç ðàñ÷åòíûõ âàðèàíòîâ äëÿ âåòâè Òàíâèðàóñëîâèå λ ≈ 1 íå âîñïðîèçâîäèòñÿ.×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êàðòèíó âåòâåé ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è î ñòàöèîíàð-íîì ïóçûðå â ïðîñòîì êàíàëå, êîãäà λ = 1 , äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ε áûëàïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ïî ìåòîäèêå (28)�(33) â øèðîêîìäèàïàçîíå çíà÷åíèé α , U ñ äîïîëíåíèåì ðàñ÷åòàìè ïî ìåòîäèêå (28)�(30), (32),(34), (35). Íà ðèñ. 2, à, á â äâóõ ðàêóðñàõ ïðåäñòàâëåí âèä ïîâåðõíîñòè λ(U, S)äëÿ ε = 0.02 . Ïîâåðõíîñòü ðàñêðàøåíà â òîíà ñåðîãî öâåòà: ÷åì áîëüøå âåëè-÷èíà λ â òåêóùåé òî÷êå, òåì ñâåòëåå òîí. Ïðîðèñîâàíû òàêæå òðè ëèíèè óðîâíÿ:
λ = 0.98 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), λ = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), λ = 1.02 (ïóíêòèðíàÿëèíèÿ). Ïîâåðõíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì íåáîëüøîãî ãðåáíÿ, ïðèâîäÿùåãîê íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè U(S) äëÿ âñåõ ëèíèé óðîâíÿ (ñì. ðèñ. 2, à).
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�èñ. 2. Âèä ïîâåðõíîñòè λ(U,S) äëÿ ε = 0.02 . Íà ïîâåðõíîñòè îòìå÷åíû òðè ëèíèèóðîâíÿ: λ = 0.98 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), λ = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), λ = 1.02 (ïóíêòèðíàÿëèíèÿ)Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ε êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ âèäà ïîâåðõíîñòè λ(U, S) ìîæíîïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðîåêöèÿõ ëèíèè óðîâíÿ λ = 1 íà ïëîñêîñòü U, S (ñì.ðèñ. 3). Ñ ðîñòîì ε ãðåáåíü îòîäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé S è óìåíü-øàåòñÿ ïî âåëè÷èíå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ε ≥ 0.054 îí âîâñå èñ÷åçàåò. Ñ óìåíüøåíèåì εê ãðåáíþ äîáàâëÿåòñÿ âïàäèíà, îäíàêî èõ ðàçìåð âåñüìà ìàë. Ñîîòâåòñòâåííî, êî-ëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè U(S) ëèíèé óðîâíÿ óâåëè÷èâàåòñÿ,îäíàêî îíè ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè (ñì. êðèâóþ, îòâå÷àþùóþ ε =
= 0.005 , íà ðèñ. 3).
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�èñ. 3. Ïðîåêöèè ëèíèè óðîâíÿ λ = 1 íà ïëîñêîñòü U, S äëÿ çíà÷åíèé ε = 0.005, 0.01,0.02, 0.035, 0.054Òåïåðü ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ î êîëè÷åñòâå âåòâåé ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîéçàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ïóçûðå â ïðîñòîì êàíàëå, êîãäà λ = 1 . Åñëè ðåøàòü ýòóçàäà÷ó ïðè �èêñèðîâàííûõ U è ε , òî â îáëàñòè ìàëûõ ε , à èìåííî ε < 0.054 ,ó ðåøåíèÿ ïîìèìî ãëàâíîé âåòâè (ó÷àñòîê ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ U , ïðèìûêàþ-ùèé ê îáëàñòè ìàëûõ S) áóäóò è äðóãèå âåòâè � îòäåëüíûå ó÷àñòêè ìîíîòîííîãîóáûâàíèÿ èëè ðîñòà U . Ýòî íåñêîëüêî íàïîìèíàåò ïîâåäåíèå âåòâè Âàíäåí-Áðåêà[9℄ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ïàëüöå â êàíàëå, êîòîðàÿ òàêæå ðåøàåòñÿ ïðè�èêñèðîâàííûõ U è ε . Â îòëè÷èå îò çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ïàëüöå, çàäà÷ó î ñòà-öèîíàðíîì ïóçûðå â ïðîñòîì êàíàëå ìîæíî òàêæå ðåøàòü ïðè �èêñèðîâàííûõ Sè ε . Êàê ïîêàçàíî âûøå, â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå. Ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íàéäåííûå â ðàáîòàõ [5, 6℄ âåòâèðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò ãëàâíîé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òå ñàìûå íå�èçè÷íûå ðåøåíèÿ,êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îäíîëèñòíîñòè �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè (13).Íàêîíåö, âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î òîì, êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáú-ÿñíèòü �àêò óñòðàíåíèÿ âûðîæäåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ó÷åòå êàïèëëÿðíûõñèë. Ñëåäóÿ ëîãèêå ðàçä. 2, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ ε > 0 , α , Uðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ äâà óñëîâèÿ
ζ = ±α : R(ζ) = 0. (36)Îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R(ζ) îñíîâíîå ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâîë ïðè åãî èíòåãðèðîâàíèè îïðå-äåëÿåòñÿ òîëüêî îäíîé êîíñòàíòîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, èç äâóõ óñëî-âèé (36), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òîëüêî îäíî. Åäèíñòâåííî âîçìîæ-íûé ñëó÷àé îäíîâðåìåííîãî óäîâëåòâîðåíèÿ ñðàçó äâóõ óñëîâèé (36) � ýòî íàëè÷èåó ðåøåíèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíóïóçûðÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäñòàâèìîñòè �óíêöèè R(ζ) â âèäå ðàçëîæåíèÿ âðÿä (17) òîëüêî ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì ζ . Íî, â îòëè÷èå îò èäåàëèçèðîâàííîé çà-äà÷è, ó ðåøåíèÿ íåèäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è òàêîé ñèììåòðèè áûòü íå ìîæåò [5℄.



112 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÑëåäîâàòåëüíî, îäíî èç óñëîâèé (36) ñòàíîâèòñÿ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè, êîòî-ðîå, ñîáñòâåííî, è îòáèðàåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå U(ε, S) â íåèäåàëèçèðîâàííîìñëó÷àå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 10-01-00629).SummaryM.M. Alimov. Numeri
al Analysis of Solution Bran
hings of the Hele-Shaw Problem forSteadily Moving Bubble.It is well known that a free boundary problem for the bubble steady motion in a Hele-Shaw
ell is nonregular in the limit of zero surfa
e tension. Through this nonregularity a degenera
yof the solution appears: for a given area of the bubble P.G. Sa�man and G.I. Taylor founda family of exa
t solutions. S. Tanveer showed that the solution degenera
y is removed by takinginto a

ount the e�e
t of surfa
e tension, but he gave no 
lear mathemati
al explanationfor su
h removal. In addition, S. Tanveer found several bran
hes of the bubble solution.To �nd all solution bran
hes, we have de�ned a modi�ed Hele-Shaw problem by analogywith J.-M. Vanden-Broe
k's approa
h to the problem of steady �ngers. Numeri
al solutionof this modi�ed problem has been found. A unique solution has been obtained for a given areaof the bubble. This solution 
oin
ides with the main bran
h of S. Tanveer's solution. No othersolution bran
hes have been found. An explanation for this disagreement is that S. Tanveer'ssolutions may in
lude the nonunivalent physi
al plane, while we have found only univalentsolutions. In this paper we give a 
lear explanation for the reasons of the degenera
y removalwhen surfa
e tension is introdu
ed. In the physi
al plane the �ow domain has two 
hara
teristi
points: at in�nity on the left and at in�nity on the right, at whi
h the domain width is assigned.Both these values have to be de�ned by single integration of the main boundary equation. Withonly one integration 
onstant the two 
onditions 
annot be satis�ed be
ause the bubble 
ontourshape has no fore and aft symmetry. Thus a solvability 
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