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ÓÄÊ 517.957ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÉÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÏ�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÒÎ×Å×ÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂÎ.À. ÇàäâîðíîâÀííîòàöèÿÄîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèíàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Èñïîëüçîâàíî àääèòèâíîå âûäåëåíèå îñîáåííîñòè, ñâÿçàí-íîé ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè. �åøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ñóììûèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé (àññîöèèðîâàííîé ñ èñõîäíîé) çàäà÷è ñ òî÷å÷-íûìè èñòî÷íèêàìè â ïðàâîé ÷àñòè è íåèçâåñòíîãî ¾äîáàâêà¿.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, òî÷å÷íûé èñòî÷-íèê, ìîíîòîííûé îïåðàòîð, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êâà-çèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωïðè íàëè÷èè âíóòðè îáëàñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. �àññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå âäèâåðãåíòíîé �îðìå, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîðîæäàåò ìîíîòîííûé è êîýðöèòèâ-íûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå W

(1)
2 (Ω) . Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ èç êðàåâîé çàäà÷è ïîðîæäàåò �óíêöèîíàë èç ïðîñòðàíñòâà ñîïðÿ-æåííîãî ê W

(1)
2 (Ω) , ðåøåíèå ñóùåñòâóåò (ñì. [1, 2℄). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèåíà ïðàâóþ ÷àñòü íå âûïîëíÿåòñÿ è èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî òåîðèþ ìîíîòîí-íûõ îïåðàòîðîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò èïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ (íàïðèìåð, çàäà÷è òåîðèè �èëüòðàöèè [3℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé ïðè ðàññìîòðåíèè ñòà-öèîíàðíûõ çàäà÷ �èëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé çàêîíó �èëü-òðàöèè ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì, ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà [4℄. �åøåíèåíåëèíåéíîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ñóììû èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé(àññîöèèðîâàííîé ñ èñõîäíîé) çàäà÷è ñ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè â ïðàâîé ÷àñòè èíåèçâåñòíîãî ¾äîáàâêà¿. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåé-íîé çàäà÷è, ñâÿçàííàÿ ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè (ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷èíå ïðèíàäëåæèò W

(1)
2 (Ω) , ÿâëÿÿñü ìåíåå ãëàäêèì). Çàäà÷à îòíîñèòåëüíî èñêîìî-ãî ¾äîáàâêà¿ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííûì è êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì âïðîñòðàíñòâå W

(1)
2 (Ω) , ðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ íåëèíåé-íûõ çàäà÷ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (ñì. [5℄).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàëè÷èè èñòî÷íèêîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ xi , ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåíñèâ-íîñòÿìè qi , i = 1, 2, . . . , N :

− div g(x,∇w(x)) =

N∑

i=1

qi δ(x − xi), x ∈ Ω, (1)
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w(x) = wγ(x), x ∈ ∂Ω, (2)ãäå Ω ⊂ R

n , n > 2 , � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèö-íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé
∂Ω . Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êè xi , i = 1, 2, . . . , N , ëåæàò âíóòðè îáëàñòè Ω , à òàêæåñóùåñòâóåò �óíêöèÿ w̃ ∈ W

(1)
2 (Ω) ñî ñëåäîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó
w̃(x) = wγ(x), x ∈ ∂Ω. (3)Îòíîñèòåëüíî �óíêöèè g : Ω×R

n → R
n ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿÊàðàòåîäîðè [6, ñ. 196℄:(I) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω �óíêöèÿ λ → g(x, λ) íåïðåðûâíà ïðè λ ∈ R

n ;(II) äëÿ êàæäîãî λ ∈ R
n �óíêöèÿ x → g(x, λ) èçìåðèìà íà Ω ,à òàêæå �óíêöèÿ èìååò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè: ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ

d1 > 0 è �óíêöèÿ b1 ∈ L2(Ω) òàêèå, ÷òî
| g(x, λ) | 6 d1 |λ | + b1(x) ∀λ ∈ R

n, ∀x ∈ Ω. (4)Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà:
( g(x, λ) − g(x, µ) , λ − µ ) > 0 ∀λ, µ ∈ R

n, ∀x ∈ Ω. (5)è êîýðöèòèâíà: ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ d2 > 0 è �óíêöèÿ b2 ∈ L1(Ω) òàêèå, ÷òî
( g(x, λ) , λ ) > d2 |λ |2 + b2(x), ∀λ ∈ R

n, ∀x ∈ Ω. (6)Çäåñü (·, ·) , | · | � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå R
n .Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (I), (II), (4)�(6) êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèåâ W

(1)
2 (Ω) , åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ïîðîæäàåò �óíêöèîíàë èç ïðîñòðàí-ñòâà, ñîïðÿæåííîãî ê W

(1)
2 (Ω)(ñì. [1, 2℄). Î÷åâèäíî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ïðàâàÿ÷àñòü ìåíåå ãëàäêàÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2); ïðèýòîì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî �óíê-öèè g :ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ α è ìàòðèöû Gi , i = 1, 2, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì:

α > α∗ =
n − 2

2
, n > 2, (7)

(λ, Gi λ) > 0 ∀λ 6= 0, (Gi λ, µ) = (λ, Gi µ) ∀λ, µ ∈ R
n, (8)òàêèå, ÷òî äëÿ �óíêöèè g âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

| g(x, λ) − Gi λ | 6 c |x − xi |
α |λ | + C ∀λ ∈ R

n, ∀x ∈ Br(xi) ⊂ Ω, (9)
Br(xi)

⋂
Br(xj) = ∅ äëÿ i 6= j. (10)Çäåñü r, c, C > 0 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Br(y) = {x ∈ R

n : |x − y| < r} .Â çàâåðøåíèå �îðìóëèðîâêè çàäà÷è îïðåäåëèì êëàññ �óíêöèé, â êîòîðîì áó-äåì èñêàòü ðåøåíèå w . Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïå-ðàòîðà Ëàïëàñà
φ2(x) =

1

2π
ln( |x | ),

φn(x) = −
1

(n − 2)σn|x |n−2
, n > 3, σn = mes {x ∈ R

n : |x | = 1},

(11)



ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 157óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (1) â ÷àñòíîì ñëó÷àå (êîãäà g(x, λ) ≡ λ , N = 1 ,
x1 = 0 è q1 = −1):

∫

Ω

∆φn(x) η(x) dx = η(0) ∀η ∈ C∞
0 (Ω).Íåïîñðåäñòâåííî èç (11) âûòåêàåò, ÷òî

| ∇φn(x) | 6
Cn

|x |n−1
, n > 2, Cn > 0, (12)è, òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

φn ∈ W =
⋂

1<p<p∗

W (1)
p (Ω), ãäå p∗ =

n

n − 1
, n > 2. (13)Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è áóäåò èìåòü ãëàäêîñòü íåâûøå, ÷åì â ëèíåéíîì ñëó÷àå, è ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå w ñðåäè ýëåìåíòîâìíîæåñòâà (13).Îïðåäåëèâøèñü ñ êëàññîì �óíêöèé, ââåäåì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çà-äà÷è (1), (2):






íàéòè w ∈ W :

∫

Ω

(g(x,∇w(x)),∇η(x)) dx =

N∑

i=1

qi η(xi) ∀ η ∈ C∞
0 (Ω)

w(x) = wγ , x ∈ ∂Ω.

(14)è óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå åå ðåøåíèÿ.2. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿÏîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (14) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåñ ìîíîòîííûì, êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì è ïîýòîìó ðàçðåøèìà.Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè íàì ïîòðåáóþòñÿ åå ÷àñòíûå ñëó÷àè (Gi �ìàòðèöû èç (9) äëÿ i = 1, 2, . . . , N )




íàéòè ξ ∈ W :

∫

Ω

(Gi ∇ξ(x), ∇η(x)) dx = qiη(xi) ∀ η ∈ C∞
0 (Ω),

ξ(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(15)Â ñèëó óñëîâèé (8) äëÿ i = 1, 2, . . . , N ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà Gi , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó Gi Gi = G−1
i , è òîãäà�óíêöèÿ

ξ̄i(x) = −qi detGi φn

(
Gi(x − xi)

)óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó ðàâåíñòâó èç çàäà÷è (15).Ïîñêîëüêó òî÷êè xi (ÿâëÿÿñü âíóòðåííèìè òî÷êàìè îáëàñòè Ω) íå ïðèíàä-ëåæàò ãðàíèöå ∂Ω , òî ξ̄i ∈ C∞(∂Ω) . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåó ñëåäóþùåé çàäà÷è:íàéòè ζi ∈ W
(1)
2 (Ω) : div Gi ∇ ζi(x) = 0, x ∈ Ω; ζi(x) = −ξ̄i(x), x ∈ ∂Ω,



158 Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂè ðåøåíèå çàäà÷è (15) èìååò âèä
ξi(x) = ζi(x) + ξ̄i(x), x ∈ Ω. (16)Èç íåðàâåíñòâà (12) è ñâîéñòâ ìàòðèöû Gi ïîëó÷àåì îöåíêó

|∇ξ̄i(x)| 6
c̄

|x − xi |n−1
, n > 2, (17)è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ̄i ∈ W äëÿ i = 1, 2, . . . , N .Îïðåäåëèì �óíêöèþ ξ ∈ W ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì (w̃ � �óíêöèÿ èç (3)):

ξ(x) = w̃(x) +

N∑

i=1

ξi(x) , x ∈ Ω (18)è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (14) â âèäå w = ξ+u , ãäå u ∈
◦

W
(1)
2 (Ω) � íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (15) çàäà÷à (14) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:






íàéòè u ∈
◦

W
(1)
2 (Ω) :

∫

Ω

(g(x,∇(ξ + u)(x)) , ∇η(x)) dx =

=

N∑

i=1

∫

Ω

(Gi ∇ ξi(x) , ∇ η(x)) dx ∀ η ∈ C∞
0 (Ω).

(19)Ïóñòü V =
◦

W
(1)
2 (Ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåìè ñîîòâåòñòâóþùåé åìó íîðìîé, çàäàâàåìûìè ïî �îðìóëàì:

(u, w)V =

∫

Ω

(∇u,∇w) dx, ‖u‖V =




∫

Ω

|∇u|2 dx




1/2

u, v ∈ V.Îïðåäåëèì �îðìó a : V × V → R
1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(u, v) =

∫

Ω

(
g (x,∇ξ(x) + ∇u(x)) −

N∑

i=1

Gi ∇ξi(x), ∇v(x)

)
dx. (20)Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ââåäåì �óíêöèþ g0 : Ω×R

n → R
n ,

g0(x, λ) = g(x,∇ξ(x) + λ) −
N∑

i=1

Gi ∇ξi(x), x ∈ Ω, λ ∈ R
n. (21)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (I) è (II), �óíêöèÿ ξ îïðåäåëåíàðàâåíñòâîì (18), òî âûïîëíåíû àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè g0 :(i) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω �óíêöèÿ λ → g0(x, λ) íåïðåðûâíà ïðè λ ∈ R

n ;(ii) äëÿ êàæäîãî λ ∈ R
n �óíêöèÿ x → g0(x, λ) èçìåðèìà íà Ω .Óñòàíîâèì, ÷òî �óíêöèÿ g0 èìååò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëüçóÿñüóñëîâèåì (4), ïîëó÷àåì:

| g0(x, λ) | 6 d1 |λ| + b̃(x) ∀λ ∈ R
n, ∀x ∈ Ω\

N⋃

i=1

Br(xi), (22)
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b̃(x) = d1 |∇ξ(x)| +

∣∣∣
N∑

i=1

Gi ∇ξi(x)
∣∣∣+b1(x)è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2

(
Ω\

N⋃

i=1

Br(xi)
) .Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå �óíêöèè g0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè xi , ïðåäâàðè-òåëüíî ïðîâåäÿ ñ ó÷åòîì (16), (18) ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

g0(x, λ) = g(x,∇ξ(x) + λ) − Gi (∇ξ(x) + λ) + Gi λ + Gi ∇ξ(x) −
N∑

j=1

Gi ∇ξj(x) =

= g(x,∇ξ(x) + λ) − Gi(∇ξ(x) + λ) + Gi λ + Gi ∇w̃(x) +

N∑

j=1,j 6=i

(Gi − Gj)∇ξj(x) =

= g(x, fi(x) + ∇ξ̄i(x) + λ) − Gi(fi(x) + ∇ξ̄i(x) + λ) + Gi λ + f̃i(x), (23)ãäå �óíêöèè fi, f̃i îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
fi(x) = ∇

(
w̃(x) + ζi(x) +

N∑

j=1,j 6=i

ξj(x)
)
,

f̃i(x) = Gi ∇w̃(x) +

N∑

j=1,j 6=i

(Gi − Gj)∇ξj(x)è ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2(Br(xi)) .Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (9) è (17) ïîëó÷àåì:
| g0(x, λ) | 6 c |x − xi |

α | fi(x) + ∇ξ̄i(x) + λ | + C + |Gi λ | +
∣∣∣f̃i(x)

∣∣∣ 6

6 c |x − xi |
α| ∇ξ̄i(x) | + b̃i(x) + d̃i |λ| 6

6
c c̄

|x − xi |n−1−α
+ b̃i(x) + d̃i |λ | ∀x ∈ Br(xi), λ ∈ R

n.Èç íåðàâåíñòâà (7) èìååì, ÷òî 2 (1 + α − n) > −n , òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ
x → |x − xi|1+α−n ïðèíàäëåæèò L2 (Br(xi)) , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïîñòî-ÿííàÿ d̃ > 0 è �óíêöèÿ b̃ ∈ L2

( N⋃

i=1

Br(xi)
) òàêèå, ÷òî

| g0(x, λ) | 6 d̃ |λ| + b̃(x) ∀λ ∈ R
n, ∀x ∈

N⋃

i=1

Br(xi). (24)Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (22) è (24), ïîëó÷àåì:
|a(u, v)| 6 (k0 + k‖u‖V )‖v‖V < +∞ ∀u, v ∈ V, (25)ãäå k , k0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.



160 Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÔîðìà (20) ëèíåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, à â ñèëó íåðàâåíñòâà (25) íåïðåðûâ-íà ïî íåìó. Ïî òåîðåìå �èññà �Ôèøåðà ýòà �îðìà ïîðîæäàåò îïåðàòîð A : V → V ,
(Au, v)V = a(u, v) ∀u, v ∈ V. (26)Î÷åâèäíî, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà è �îðìû (20) ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòüçàäà÷è (19) ñëåäóþùåìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ:

Au = 0. (27)×òîáû äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿËåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (I), (II), (4)�(6), (9). Òî-ãäà îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé â (20), (26), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, îãðàíè÷åííûì,ìîíîòîííûì, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
(Au, u)V > m ‖u‖2

V − m0 ∀u ∈ V, (28)ãäå m , m0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëåíèå (26) ñ ó÷åòîì (21) èìååò âèä
(Au, v)V =

∫

Ω

(g0(x,∇u(x)),∇v(x)) dx ∀u, v ∈ V.è, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (i) è (ii), (22) è(24), òî îïåðàòîð A : V → V ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (ñì. [6, ñ. 213℄).Äàëåå èç (25), (26) ïîëó÷àåì îöåíêó:
‖Au‖V 6 k‖u‖V + k0,è, òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.Ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè (5):

(Au − Av, u − v)V = a(u, u − v) − a(v, u − v) =

=

∫

Ω

(g(x,∇(ξ + u)) − g(x,∇(ξ + v)),∇(ξ + u) −∇(ξ + v)) dx > 0.Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (26). Íà ìíîæåñòâå Br(xi) , ïîëüçóÿñü (23) è íåðà-âåíñòâîì (9), ïîëó÷àåì:
(g0(x, λ) , λ) = (g(x, fi(x)+∇ξ̄i(x)+λ)−Gi (fi(x)+∇ξ̄i(x)+λ)+Gi λ+ f̃i(x) , λ) >

> −( c |x − xi |
α | fi(x) + ∇ξ̄i(x) + λ | + C ) |λ | + (Gi λ , λ) + (f̃i(x) , λ) >

> −
(
c |x − xi|

α ( |fi(x)| + | ∇ξ̄i(x) | + |λ| ) + C
)
|λ|+(ci−c |x−xi|

α) |λ| 2−| f̃i(x) | |λ| >

> (ci−c |x−xi|
α) |λ | 2−

(
c |x − xi |

α | fi(x) | + c c̄ |x − xi |
1+α−n + C + | f̃i(x) |

)
|λ |.Âûáåðåì ri > 0 òàê, ÷òîáû ci − c |x − xi |α > d̂i > 0 ïðè x ∈ Bri

(xi) ; òîãäà
(g0(x, λ), λ) > d̂i |λ | 2 + b̂i(x) |λ | ∀x ∈ Bri

(xi), λ ∈ R
n, (29)
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b̂i(x) = c |x − xi |

α | fi(x) | + c c̄ |x − xi |
1+α−n + C + |f̃i(x)|è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Bri

(xi)) .Äàëåå ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (4) è (6) ïîëó÷àåì
(g0(x, λ) , λ) = (g(x,∇ξ(x) + λ) , ∇ξ(x) + λ)−

− (g(x,∇ξ(x) + λ) , ∇ξ(x)) −
( N∑

i=1

Gi ∇ξi(x) , λ
)

>

> d2|∇ξ(x) + λ|2 + b2(x) − (d1|∇ξ(x) + λ| + b1(x))|∇ξ(x)| −
∣∣∣

N∑

i=1

Gi ∇ξi(x)
∣∣∣ |λ| >

> d2 |λ | 2 + b̃1(x) |λ | + b̃2(x) , ∀λ ∈ R
n, ∀x ∈ Ω\

N⋃

i=1

Bri
(xi), (30)ãäå �óíêöèÿ b̃1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2

(
Ω\

N⋃

i=1

Bri
(xi)

) , à �óíêöèÿ b̃2 �ïðîñòðàíñòâó L1

(
Ω\

N⋃

i=1

Bri
(xi)

) .Èç (29), (30) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé d̂ > 0 è �óíêöèé b̂ ∈ L2(Ω) ,
b̃2 ∈ L1(Ω) òàêèõ, ÷òî

(g0(x, λ), λ) > d̂ |λ | 2 + b̂(x) |λ | + b̃2(x) ∀x ∈ Ω, λ ∈ R
n. (31)Ïîëüçóÿñü (31) è ε-íåðàâåíñòâîì, èìååì:

(Au, u)V >

∫

Ω

d̂ | ∇u(x) | 2 + b̂(x) | ∇u(x) | + b̃2(x) dx >

> (d̂ − ε2)

∫

Ω

| ∇u(x) |2 dx −
1

ε2

∫

Ω

∣∣∣ b̂(x)
∣∣∣
2

dx −

∫

Ω

∣∣∣ b̃2(x)
∣∣∣ dx.Ïîäîáðàâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (28).Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (I), (II), (4)�(6), (9). Òîãäà ìíîæåñòâîðåøåíèé çàäà÷è (14) íåïóñòî è ïðåäñòàâèìî â ñëåäóþùåì âèäå

M = ξ + M0, (32)ãäå �óíêöèÿ ξ ïðèíàäëåæèò W è îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (18), à M0 ⊂
◦

W
(1)
2 (Ω) �âûïóêëîå, çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (27).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 îïåðàòîð A íåïðåðûâåí, ìîíîòîíåí, à èç íåðà-âåíñòâà (28) âûòåêàåò åãî êîýðöèòèâíîñòü. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.1 [2, ñ. 95℄ ìíîæå-ñòâî M0 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (27) íå ïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå
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◦

W
(1)
2 (Ω) , à, ñëåäîâàòåëüíî, âñå �óíêöèè èç ìíîæåñòâà (32) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèçàäà÷è (14).Ïóñòü òåïåðü ξ̃ � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (14). Ïîëîæèì u = ξ̃ − ξ , òî-ãäà �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðåøåíèåì çàäà÷è (19), à, ñëåäîâàòåëüíî, ξ̃ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M . 3. Ïðèìåðû çàäà÷Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì çàäà÷ó òåîðèè �èëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè, ñëåäóþùåé çàêîíó �èëüòðàöèè ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì äëÿ äâóõ- è òðåõ-ìåðíîãî ñëó÷àÿ.Ïóñòü òî÷å÷íûé èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿâíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè Ω ⊂ R

n , n = 2, 3 , çàêîí �èëüòðàöèè èìååò âèä
g(x, λ) =

{
κ(x)[ |λ| − µ(x) ]+ |λ|−1 λ , λ 6= 0,

0 , λ = 0,
ãäå [ s ]+ =

{
0 , s < 0

s , s ≥ 0,
(33)�óíêöèè µ, κ : Ω → R èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû,

0 6 µ(x) 6 µ, 0 < κ 6 κ(x) 6 κ,�óíêöèÿ κ äè��åðåíöèðóåìà â íà÷àëå êîîðäèíàò (â òî÷êå ñîñðåäîòî÷åíèÿ èñòî÷-íèêà). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
|g(x, λ) − κ(0)λ| =

∣∣∣∣
(κ(x) − κ(0))[ |λ| − µ(x) ]+

|λ|
λ +

κ(0)([ |λ| − µ(x) ]+ − |λ|)

|λ|
λ

∣∣∣∣ 6

6 |κ(x) − κ(0)| |λ|

∣∣∣∣
[ |λ| − µ(x) ]+

|λ|

∣∣∣∣+ |κ(0)([ |λ| − µ(x) ]+ − |λ|)| 6

6 (|∇κ(0)| + ε) |x| |λ| + |κ(0)|µ, ε > 0.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (33), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9) ñ
α = 1 è ìàòðèöåé G1 = κ(0) I (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà).Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (9) äëÿ �óíêöèè ñëåäóþ-ùåãî âèäà (ñëó÷àé àíèçîòðîïíîé ñðåäû):

g(x, λ) =




κ1(x)[ |λ| − µ1(x) ]+ 0 0
0 κ2(x)[ |λ| − µ2(x) ]+ 0
0 0 κ3(x)[ |λ| − µ3(x) ]+


 λ

|λ|Çäåñü �óíêöèè µi, κi : Ω → R , i = 1, 2, 3 óäîâëåòâîðÿþò òåì æå òðåáîâàíèÿì,÷òî è �óíêöèè µ è κ ñîîòâåòñòâåííî, è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî:
∣∣∣∣∣∣
g(x, λ) −




κ1(0) 0 0

0 κ2(0) 0
0 0 κ3(0)



λ

∣∣∣∣∣∣
6 c |x | |λ | + C.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 09-01-97015,10-01-00728).
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