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Желаем успеха!

В следующем блоке задач оценивается полное решение, с обоснованием. Максимальный
балл за каждую из задач равен 7.

1. Действительные числа a, b, c таковы, что a − 1/b = 9, b − 1/c = 10, c − 1/a = 11.
Найдите значение выражения abc− 1/(abc).

2. Задана функция f(x) = x−1
x4+1

, и пусть min f(x) = a и max f(x) = b. Выразите через
a и b минимумы и максимумы функций а) x+1

x4+1
; б ) x3+1

x4+1
.

3. Вокруг треугольника ABC (AC > AB) описана окружность ω. На стороне AC
выбрана точка X, а на окружности ω — точка Y так, что CX = CY = AB, а точки A и Y
лежат по разные стороны от прямой BC. Прямая XY вторично пересекает окружность ω
в точке P . Найдите отношение PB :PC.

4. Две команды школьников участвуют в олимпиаде, причём в каждой из них есть и
мальчики, и девочки. Всего школьников — 40. Из каждой команды случайным образом
выбирают по одному представителю. Вероятность того, что оба представителя – девочки
равна 35%. Найдите вероятность того, что они оба — мальчики.

5. В шахматном турнире участвовали n гроссмейстеров и 2n мастеров. Каждый
шахматист сыграл с каждым по одному разу. Оказалось, что число побед, одержанных
мастерами, составляет 75% от числа побед, одержанных гроссмейстерами. Найдите n, если
известно, что ничьих в этом турнире не было.

Для каждой из следующих задач приведено «решение». В этом «решении» необходимо
найти ошибки, если таковые имеются, и написать верное решение. Максимальный балл за
каждую из задач этого блока также равен 7.

6. Решите в целых числах уравнение 1 + x+ x2 + x3 = 2y.
«Решение». Разложим на множители левую часть уравнения: (1 + x)(1 + x2) = 2y.

Отсюда следует, в частности, что множитель 1 + x2 является степенью двойки. Значит,
число x — нечётное, но тогда его квадрат имеет остаток 1 при делении на 4, так что число
1+x2 имеет вид 4k+2, то есть делится на 2, но не делится на 4. Значит, это первая степень
двойки, то есть 1 + x2 = 2, y = 1, откуда x = ±1.

«Ответ:» уравнение имеет два решения, (−1; 1) и (1; 1).
7. В треугольнике ABC сторона BC равна a, а высоты, опущенные из вершин B и C,

равны h1 и h2. Будет ли этот треугольник остроугольным, если a = 5, h1 = 4, h2 = 3?
«Решение». (Рис. 1.) Пусть D — основание высоты, проведенной из точки B. Точка D

лежит на окружности ω1 радиуса h1 с центром в точке B. С другой стороны, прямая CA
перпендикулярна BD, поэтому она является касательной к этой окружности.
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Аналогично можно построить окружность ω2 радиуса h2 с центром в точке C. Прямая
BA касается её. Итак, вершина A — это точка пересечения касательных из точек C и B к
окружностям ω1 и ω2 соответственно.

Имеем sin∠B = 3
5
, cos∠B = 4

5
, sin∠C = 4

5
, cos∠C = 3

5
. Для третьего угла треугольника

получаем

cos∠A = cos (180◦ − ∠B − ∠C) = − cos (∠B + ∠C) = −
(
4

5
· 3
5
− 3

5
· 4
5

)
= 0.

«Ответ:» треугольник ABC — прямоугольный.

8. В государстве n городов, попарно соединенных дорога-

Рис. 1

ми. Два коммивояжёра собираются объехать все эти города
по одному разу. Они хотят построить свои пути так, чтобы
ни по какой дороге государства не проходило более одного
из этих путей. Для какого минимального n это возможно,
если коммивояжёры не возвращаются в начало своего пути,
но начинают путь в одном и том же городе?

«Решение». Путь одного коммивояжёра состоит из n− 1
дорог; значит, для двоих нужно иметь не менее 2(n−1) дорог.
Всего в государстве существует 1

2
· n(n− 1) дорог между n

городами, и это число дорог должно быть не меньше 2(n−1). Неравенство 1
2
n(n−1) ⩾ 2(n−1)

равносильно n ⩾ 4.
«Ответ:» минимальное значение n = 4.
9. Система из двух уравнений ax3 + bx2 + cx + d = 0 и bx3 + cx2 + dx + a = 0 имеет

действительный корень x0, причём числа a, b, c, d не равны 0. Какие значения может
принимать корень x0?

«Решение». Пусть x0 — общий корень двух уравнений. Вычитая одно уравнение из
другого, получим равенство

(a− b)x3 + (b− c)x2 + (c− d)x+ (d− a) = 0.

Сумма коэффициентов этого уравнения равна 0, поэтому его корнем является x = 1. С
другой стороны, общий корень двух исходных уравнений является корнем этого уравнения,
значит, он равен 1.

«Ответ:» x0 = 1.
10. Найдите все значения a, при каждом из которых система уравнений имеет ровно

три различных решения: {
(y − x)(y + 2x− 3) = 0,

x2 + y2 + a2 = 2(ay + 1).

«Решение». Множество решений первого уравнения — прямые y−x = 0 и y+2x−3 = 0.
Решение второго уравнения x2 + (y − a)2 = 2 — это окружность с центром в точке (0; a)
и радиусом r =

√
2. Прямая и окружность пересекаются не более чем в двух точках,

поэтому условие задачи выполняется только, когда окружность касается одной из прямых
и пересекает другую в двух точках.



Условия задач 3

Условие касания окружности и прямой — d = r, условие пересечения в двух точках —
d < r, где d — расстояние от центра окружности до прямой. По формуле расстояния от
точки до прямой находим расстояния от центра (0; a) окружности до прямых y − x = 0 и
y + 2x− 3 = 0 соответственно: d1 =

| a |√
2

и d2 =
| a−3 |√

5
.

Осталось решить систему из двух условий d1 = r и d2 < r ⇐⇒ | a | = 2 и | a−3 | <
√
10,

из которой находим a = 2.
«Ответ:» 2.


