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ÓÄÊ 532.546 �ÅØÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÈÒÅ�ÀÖÈÉÇÀÄÀ×È ÍÀÑÛÙÅÍÈß ÄÂÓÑËÎÉÍÎ�ÎÏÎ�ÈÑÒÎ�Î ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÌ.Ì. ÀëèìîâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé êîí�èãóðàöèè ìåæ�àç-íîé ãðàíèöû íàñûùåíèÿ äâóñëîéíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà æèäêîñòüþ. Äëÿ ñëó÷àÿ áîëü-øîãî êîíòðàñòà òîëùèí ñëîåâ è èõ ïðîíèöàåìîñòåé îíà �îðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ñîñâîáîäíîé ãðàíèöåé â òîëñòîì ìàëîïðîíèöàåìîì ñëîå ñî ñïåöè�è÷åñêèì óñëîâèåì íà ãðà-íèöå ñëîåâ. Äëÿ åå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä, àíàëîãè÷íûéìåòîäó Ëåâè �×èâèòû â òåîðèè ñòðóé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñ åãî ïîìîùüþ â íåêîòî-ðîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ óäàëîñüïîëó÷èòü ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñèçâåñòíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, ìíîãî�àçíûå ñðåäû, íàñûùå-íèå æèäêîñòüþ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ, òåõíîëîãèÿ VARTM.ÂâåäåíèåÏóñòü èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ñëîèñòûé ïëàñò, êðîâëÿ è ïîäîøâà êîòîðîãîíåïðîíèöàåìû. Ïëàñò ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ: íèæíåãî òîëñòîãî è âåðõíåãî òîíêî-ãî. Ñëîè èìåþò òîëùèíó h± , ïîðèñòîñòü m± è ïðîíèöàåìîñòü k± , ãäå âñå âåëè-÷èíû ïîñòîÿííû, âåðõíèé èíäåêñ ïëþñ îòíîñèòñÿ ê òîíêîìó, à ìèíóñ � ê òîëñòîìóñëîþ. Ìåæäó ñëîÿìè âîçìîæíû ïåðåòîêè. Èìååòñÿ ìåæ�àçíàÿ ãðàíèöà � íåêî-òîðàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîåäèíÿþùàÿ êðîâëþ è ïîäîøâó ïëàñòà è ðàçáèâàþùàÿ âåñüïëàñò íà äâå çîíû: ñïðàâà îò ãðàíèöû ïëàñò çàïîëíåí âîçäóõîì, ñëåâà � ïîëíîñòüþíàñûùåí âîäîé (âÿçêîé æèäêîñòüþ). Âîçäóõ ñïðàâà íà áåñêîíå÷íîñòè ñîåäèíÿåòñÿñ àòìîñ�åðîé, è âåñü ïëàñò ïåðâîíà÷àëüíî ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì àòìî-ñ�åðíîì äàâëåíèè. Çàòåì ñëåâà èç áåñêîíå÷íîñòè ïî âñåé ìîùíîñòè ïëàñòà ñ ïîñòî-ÿííûì ðàñõîäîì íà÷èíàåò ïîäàâàòüñÿ âîäà, êîòîðàÿ âûòåñíÿåò âîçäóõ â àòìîñ�åðó.Ïî èñòå÷åíèþ íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ êîí-�èãóðàöèÿ ãðàíèöû ìåæäó �àçàìè è ñêîðîñòü åå ïðîäâèæåíèÿ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à �íàéòè ýòó ñòàöèîíàðíóþ êîí�èãóðàöèþ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû è âåëè÷èíó ñêîðîñòèåå ïðîäâèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïëàñòà.Çàäà÷à èíòåðåñíà ñ òî÷êè çðåíèÿ êàê âîçìîæíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé(äëÿ àíàëèçà ïðîöåññîâ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ âîäû è âîçäóõà â ñëîèñòûõ ïðè-ðîäíûõ ïëàñòàõ), òàê è âîçìîæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè,îíà âîçíèêàåò â ïðîèçâîäñòâå êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïî òåõíîëîãèè âàêóóìíî-ãî âëèâàíèÿ ñìîëû â çàêðûòûå �îðìû (VARTM), êîãäà ê îñíîâíîìó îáðàçöó �ñëîþ ïîðèñòîãî è ìàëîïðîíèöàåìîãî ìàòåðèàëà � ñ öåëüþ ñóùåñòâåííîãî óñêîðå-íèÿ ïðîöåññà åãî íàñûùåíèÿ ïîëèìåðîì äîáàâëÿåòñÿ òîíêèé ¾ðàñïðåäåëèòåëüíûé¿ñëîé âûñîêîïðîíèöàåìîãî ìàòåðèàëà [1, 2℄.
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v  �èñ. 1. Âèä �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ õàðàêòåðà ïðîöåññà íàñûùåíèÿ ïîðè-ñòîãî ìàòåðèàëà, ñîñòîÿò â òîì, ÷òî âÿçêàÿ æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ïîëíîñòüþ íà-ñûùàåò ïîðèñòóþ ìàòðèöó (íåò äâóõ�àçíûõ çîí), äâèæåíèå åå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíóÄàðñè, ñèëû òÿæåñòè îòñóòñòâóþò. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè óñëîâèè óñòàíîâèâøåéñÿ�îðìû ìåæ�àçíîé ãðàíèöû â ñèñòåìå îò÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ýòîé ãðàíèöåé, äâèæåíèåæèäêîñòè áóäåò óñòàíîâèâøèìñÿ è ïîòåíöèàëüíûì.Â îïèñûâàåìîì ïðîöåññå ñóùåñòâåííû äâà áåçðàçìåðíûõ êîìïëåêñà
ε =

k−h−

k+h+
, δ =

m+h+

m−h−
.Ïåðâûé õàðàêòåðèçóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîïóñêíûìè ñâîéñòâàìè ñëîåâ,âòîðîé � ìåæäó åìêîñòíûìè ñâîéñòâàìè ñëîåâ. Â òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíè-ÿõ íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé ñèëüíîãî êîíòðàñòà òîëùèí ñëîåâ (δ ≪ 1) è èõïðîíèöàåìîñòåé (ε≪ 1) . Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [3℄, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îïðåäåëå-íèÿ ñòàöèîíàðíîé �îðìû ìåæ�àçíîé ãðàíèöû íàñûùåíèÿ äâóñëîéíîãî ïîðèñòîãîìàòåðèàëà ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îäíîãî, à èìåííî äëÿ òîëñòîãî ìàëîïðî-íèöàåìîãî ñëîÿ. Â áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ϕ ñêîðîñòèòå÷åíèÿ îíà �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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)∣
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∣
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= (1, 0) ; (3)
DC : ϕ = 0,

∂ϕ

∂n
= u sinβ, (4)ãäå Ω z � îáëàñòü �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè, îòâå÷àþùàÿ ñìî÷åííîé ÷àñòè òîëñòîãîìàëîïðîíèöàåìîãî ñëîÿ. Åå ãðàíèöà ñîñòîèò èç òðåõ ó÷àñòêîâ: AD � íåïðîíèöàå-ìîé ïîäîøâû ïëàñòà, AC � ãðàíèöû ìåæäó ñëîÿìè è DC � ìåæ�àçíîé ãðàíèöûíåèçâåñòíîé êîí�èãóðàöèè (ñì. ðèñ. 1). Â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå A çàäà-åòñÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ (ñì. âòîðóþ ÷àñòü óñëîâèÿ (3)). ×åðåç β îáîçíà÷åí óãîëíàêëîíà ê ãîðèçîíòó êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó DC , ÷åðåç u � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòüïðîäâèæåíèÿ êîíòóðà DC , êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû ε è δ

u = ε−1 1 + ε

1 − δ
≈ ε−1(1 + ε− δ).



90 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂ�ðàíè÷íîå óñëîâèå (3) õàðàêòåðèçóåò ïðèòîê æèäêîñòè èç âåðõíåãî òîíêîãî âû-ñîêîïðîíèöàåìîãî ñëîÿ è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü ãðàíèöû ìîæåò áûòü ïðè-âåäåíî ê âèäó [3℄
AC :

∂ϕ

∂x
= 1 + ε [1 − ψ] , ψA = 1, ψC = u, (5)ãäå ψ � �óíêöèÿ òîêà, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ϕ .�ðàíè÷íîå óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (4), êàê îáû÷íî, äëÿ çàäà÷ òèïà Õåëå-Øîó ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü � äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå, êîòîðîå îçíà-÷àåò, ÷òî äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè ïðåíåáðåãàåòñÿ.Âòîðàÿ ÷àñòü � êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ìàòåðèàëüíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Óñëî-âèå (4) òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâêàõ [4�6℄

DC : ϕ = 0, ψ = u(y + 1); (6)
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4
. (7)Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ (5) è (7) ìîæíî íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà ñêîðîñòèæèäêîñòè v = ∇ϕ â òî÷êå C

vx,C = 1 + ε(1 − u) ≈ δ, −vy,C = vx,C (u− vx,C) ≈
√

δ/εè, ñîîòâåòñòâåííî, óãîë íàêëîíà ýòîãî âåêòîðà ê îñè y

βC = arctg |vx,C/vy,C | ≈
√
εδ.Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) ñóùåñòâåííî íåëèíåéíà. Íåëèíåéíîñòü ïî-ñòàíîâêè â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì ñâîáîäíîé ãðàíèöû DC .�åçóëüòàòèâíûé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèåì óõîäà îò òàêîé íåëèíåéíîñòè ñ ïî-ìîùüþ ïåðå�îðìóëèðîâêè çàäà÷è âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè çäåñü íå òàêý��åêòèâåí, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíûì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íàó÷àñòêå AC .2. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èÏîñêîëüêó òå÷åíèå ïîòåíöèàëüíî è èìååòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà, åñòåñòâåííîâîñïîëüçîâàòüñÿ îáùåé èäåîëîãèåé ìåòîäà ãîäîãðà�à ñêîðîñòè èç òåîðèè ñòðóéèäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî ïðîâåñòè ïàðàìåòðèçàöèþ ðåøåíèÿ �ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñêàæåì, ζ , â ðåçóëü-òàòå ÷åãî êðàåâàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê îòûñêàíèþ âèäà äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèéêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íàïðèìåð:

z = z(ζ), W = W (ζ), (8)ãäå z(ζ) � �óíêöèÿ, êîí�îðìíî îòîáðàæàþùàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü ζ íà �èçè÷åñêóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü z , à W (ζ) � �óíêöèÿ, êîí-�îðìíî îòîáðàæàþùàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ζ íà ïëîñêîñòüêîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ W = ϕ+ i ψ .Êàê ïðàâèëî, â òåîðèè ñòðóé â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè âûáèðàåòñÿîáëàñòü êàíîíè÷åñêîãî âèäà òàê, ÷òîáû ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç �óíêöèé ïàðà-ìåòðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿëàñü ñðàçó â çàìêíóòîì âèäå, à âòîðàÿ ïðåäñòàâ-ëÿëàñü â âèäå, óäîáíîì äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà (åñëè îíà íå îïðåäåëÿåòñÿ ñðàçó).
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�èñ. 2. Âèä ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ WÂ äàííîì ñëó÷àå, ê ñîæàëåíèþ, íè îäíà èç �óíêöèé (8) ñðàçó íå îïðåäåëÿåòñÿ è íà-äî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ÷èñëåííóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, âûáèðàÿâ êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ îáëàñòü êàíîíè÷åñêîãî âèäà, òîëüêî äëÿîäíîé èç �óíêöèé ïàðàìåòðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ, ñêàæåì W (ζ) , óäàåòñÿ äîáèòüñÿïðåäñòàâëåíèÿ, óäîáíîãî äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Äëÿ äðóãîé �óíêöèè åñòåñòâåí-íî ââåñòè äðóãóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñêàæåì
η , ÷òîáû �óíêöèÿ z(η) ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå, óäîáíîì äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.Ìåæäó äâóìÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ζ è η êàíîíè÷åñêîãî âèäà ìîæíîóñòàíîâèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå η = η(ζ) , êîòîðîå áóäåò âûðàæàòüñÿçàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëîé. Â ðåçóëüòàòå, ïîìèìî ïàðàìåòðè÷åñêîãî âèäàðåøåíèÿ (8), ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ñëåäóþùèé âèä

z = z(η), W = W (η). (9)Ñîîòâåòñòâåííî, èç ÷åòûðåõ �óíêöèé (8), (9) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ÷èñëåí-íî äâå �óíêöèè W (ζ) è z(η) , ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâèâ èõ, íàïðèìåð, â âèäå�óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âñïîìîãàòåëüíûõïëîñêîñòåé ζ è η �óíêöèè W (ζ) è z(η) â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå. Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿáûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (äàëåå ÁÏÔ).Â òî æå âðåìÿ êà÷åñòâåííûé àíàëèç çàäà÷è (1)�(4) ïîêàçûâàåò, ÷òî �óíêöèè
W (ζ) è z(η) îáÿçàòåëüíî áóäóò èìåòü äðîáíî-ñòåïåííûå îñîáåííîñòè â òî÷êå C(åñòü òàêæå ëîãàðè�ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êå A , íî îíè íå ñîçäàþò áîëüøèõòðóäíîñòåé). Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòè Ωz è ΩW ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðåóãîëüíèêè
ACD ñ îäíîé êðèâîëèíåéíîé è íåèçâåñòíîé ïî �îðìå ñòîðîíîé: ó îáëàñòè Ωz ýòîêîíòóð CD (ñì. ðèñ. 1), ó îáëàñòè ΩW ýòî ãðàíèöà AC (ñì. ðèñ. 2). Â îáëàñòè
ΩW èçâåñòíî ïîëîæåíèå âñåõ óãëîâûõ òî÷åê A , C , D , â òî âðåìÿ, êàê â îáëàñòè
Ωz êîîðäèíàòà xD íåèçâåñòíà è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.Âñå óãëû â îáëàñòÿõ Ωz è ΩW èçâåñòíû, â ÷àñòíîñòè, óãîë ïðè òî÷êå C â îáåèõîáëàñòÿõ ñîñòàâëÿåò βC 6= π/2 .Êàê èçâåñòíî, íàëè÷èå äðîáíî-ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé ïðèâîäèò ê ïëîõîé ñõî-äèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå è äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì îïðåäåëåíèå �óíêöèé
z(η) è W (ζ) íåïîñðåäñòâåííî â âèäå òàêèõ ðÿäîâ. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ, àíàëîãè÷-íî ìåòîäó Ëåâè �×èâèòû â òåîðèè ñòðóé èäåàëüíîé æèäêîñòè [7℄, àíàëèòè÷åñêè âçàìêíóòîì âèäå âûäåëÿòü ãëàâíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùóþ íóæíûå îñîáåííî-ñòè â òî÷êå C , è èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) â âèäå àääèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

z(η) = z0(η) + z1(η), W (ζ) = W0(ζ) +W1(ζ),
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(1)C  

( )A i  

(0)D  

ζΩ  

ie σζ =

ie γη =  

(1)D

( )C i  

(0)A  

ηΩ  

�èñ. 3. Âèä âñïîìîãàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé: à) ïåðåìåííîãî ζ , á ) ïåðåìåííîãî ηãäå z0(η) è W0(ζ) � �óíêöèè èçâåñòíîãî âèäà, ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè ÷àñòÿìèðåøåíèÿ; à z1(η) è W1(ζ) � ãëàäêèå (â ñìûñëå îòñóòñòâèÿ îñîáåííîñòè â òî÷êå
C) äîáàâêè íåèçâåñòíîãî âèäà. Äëÿ èõ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ èç êðàåâîé çàäà÷è(1)�(4) áóäóò âûâåäåíû äâà íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèÿ.Â òî æå âðåìÿ åñòü îäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò óïîìÿíóòîãî ìåòîäà Ëå-âè �×èâèòû. Â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïóòåì ëîêàëüíîãî àíàëèçà ïîëíîñòüþâûÿâèòü õàðàêòåð äðîáíî-ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé �óíêöèè z(η) è W (ζ) â òî÷êå
C : ó îñîáåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñàì äðîáíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, à ìíîæè-òåëü ïðè îñîáåííîñòè, èíà÷å åå ìîìåíò, îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì (ëîãàðè�ìè÷å-ñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êå A òàêèõ ïðîáëåì íå ñîçäàþò, ïîýòîìó íà íèõ âíèìàíèå íåàêöåíòèðóåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ìåòîäîìèòåðàöèé òîëüêî �óíêöèé z1(η) , W1(ζ) ïðè ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûõ �óíê-öèÿõ z0(η) , W0(ζ) íå óäàñòñÿ. Ïîñëåäíèå òàêæå íåîáõîäèìî ïåðåñòðàèâàòü ïî õîäóèòåðàöèé.Äåéñòâèòåëüíî, ïðîáíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì âèäå �óíê-öèé z0(η) , W0(ζ) è íàëîæåíèè âñåõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íà èñêîìûå �óíêöèè
z1(η) , W1(ζ) â èõ ðàçëîæåíèÿõ Ôóðüå óæå ñ ïåðâûõ èòåðàöèé ïðîÿâëÿåòñÿ ñòàð-øàÿ ãàðìîíèêà âîçìóùåíèé, ÷òî íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè èòåðàöèîí-íîãî ïðîöåññà.Â òî æå âðåìÿ óñïåøíîé îêàçàëàñü äðóãàÿ ñòðàòåãèÿ � îòêàçàòüñÿ îò íåêîòîðûõíåîáõîäèìûõ óñëîâèé íà �óíêöèè z1(η) è W1(ζ) , à ïîÿâèâøóþñÿ ñâîáîäó èñïîëü-çîâàòü äëÿ ñãëàæèâàíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé íà êàæäîé èòåðàöèè, �àêòè÷åñêè äëÿïðèíóäèòåëüíîãî ïîãàøåíèÿ ñòàðøåé ãàðìîíèêè. Íåäîñòàþùèå íåîáõîäèìûå óñëî-âèÿ íàêëàäûâàþòñÿ óæå íà ïîëíûå �óíêöèè z(η) è W (ζ)è óäîâëåòâîðÿþòñÿ çà ñ÷åòïåðåñòðàèâàíèÿ ãëàâíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ z0(η) è W0(ζ) . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëà-ãàåòñÿ îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êàæäàÿ èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èçäâóõ øàãîâ: íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿòü ãëàäêèå äîáàâêè z(j)

1 (η) , W (j)
1 (ζ) , à íà âòî-ðîì � ïåðåñòðàèâàòü ãëàâíûå ÷àñòè ðåøåíèÿ z

(j)
0 (η) , W (j)

0 (ζ) , ãäå âåðõíèé èíäåêñ
(j) çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè.3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåøåíèÿÂ êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïåðå-ìåííîãî ζ è η âûáåðåì îáëàñòè êàíîíè÷åñêîãî âèäà � ÷åòâåðòè åäèíè÷íîãî êðóãàñ ñîîòâåòñòâèåì òî÷åê, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 3, à, á.Âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè óñòàíàâëèâàåòäðîáíî-ëèíåéíîå êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå [8℄

η(ζ) = −ζ − i

ζ + i
,

dη

dζ
= − 2i

(ζ + i)2
, (10)



�ÅØÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÈÒÅ�ÀÖÈÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀÑÛÙÅÍÈß. . . 93êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè â çàìêíóòîì âèäå è ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ. Ïîÿñíèì,÷åì îáúÿñíÿåòñÿ òàêîé âûáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Â ïëîñêîñòè W íåèç-âåñòåí ó÷àñòîê ãðàíèöû CA , è äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè W (ζ) ýòîìó ó÷àñòêóãðàíèöû â ïëîñêîñòè ζ óäîáíî ñîïîñòàâèòü äóãó åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Íà äâóõîñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû âûïîëíÿþòñÿ ¾õîðîøèå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
AD : ψ = 0; DC : ϕ = 0. (11)Âûïîëíåíèå òàêèõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü äëÿ îáåèõàääèòèâíûõ ÷àñòåé �óíêöèè W (ζ) : �óíêöèé W0(ζ) è W1(ζ) . Ïîýòîìó ãëàäêóþâ Ω ζ �óíêöèþ W1(ζ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî íå÷åòíûìñòåïåíÿì ζ

W1(ζ) = i

K
∑

k=0

C2k+1ζ
2k+1, (12)êîý��èöèåíòû êîòîðîãî C2k+1 âåùåñòâåííû â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11). Ñî-îòâåòñòâåííî, íà íåèçâåñòíîé ãðàíèöå CA ñòåïåííîé ðÿä (12) ïðåâðàùàåòñÿ â ðÿäÔóðüå

ϕ̃1(σ) = −
K
∑

k=0

C2k+1 sin(2k + 1)σ, ψ̃1(σ) =

K
∑

k=0

C2k+1 cos(2k + 1)σ. (13)Çäåñü ñèìâîëîì �∼ � îáîçíà÷àþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèéïåðåìåííîé ζ íà ó÷àñòêå CA , ãäå ζ = eiσ .Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè z íåèçâåñòåí ó÷àñòîê ãðàíèöû DC , è äëÿîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè z(η) åìó â ïëîñêîñòè η óäîáíî ñîïîñòàâèòü äóãó åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè. Íà äâóõ îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû âûïîëíÿþòñÿ ¾õîðîøèå¿ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
CA : y = 0; AD : y = −1. (14)Âûïîëíåíèå òàêèõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèÿ êîíñòàí-òû â ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ íà AD) åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ó îáåèõ àääèòèâíûõ÷àñòåé �óíêöèè z(η) : �óíêöèé z0(η) è z1(η) . Ïîýòîìó �óíêöèþ z1(η) ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå

z1(η) = C−1

(

ln η − i
π

2

)

+
K
∑

k=0

C2kη
2k. (15)Çäåñü êîý��èöèåíòû ðÿäà C2k , íàðÿäó ñ ìíîæèòåëåì C−1 , âåùåñòâåííû â ñèëóãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14). Ïîä ëîãàðè�ìîì ïîíèìàåòñÿ ãëàâíàÿ âåòâü. Ïåðâîå ñëà-ãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñêà÷êà çíà÷åíèÿ y1â òî÷êå A ïðè ïåðåõîäå ñ ãðàíèöû AD íà ãðàíèöó AC .Ñîîòâåòñòâåííî, íà íåèçâåñòíîé ãðàíèöå DC ñòåïåííîé ðÿä â (15) ïðåâðàùàåòñÿâ ðÿä Ôóðüå

x̂1(γ) =

K
∑

k=0

C2k cos(2kγ), ŷ1(γ) = C−1

(

γ − π

2

)

+

K
∑

k=1

C2k sin(2kγ). (16)Çäåñü ñèìâîëîì �∧� îáîçíà÷àþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèéïåðåìåííîé η íà ó÷àñòêå DC , ãäå η = eiγ .Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè îïðåäåëåíèå �óíêöèé W (ζ) è z(η) ñâîäèò-ñÿ ê îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîãî íàáîðà êîý��èöèåíòîâ Ck , k = −1, 0, 1, . . . ,K , ïðèóñëîâèè, ÷òî �óíêöèè W0(ζ) è z0(η) áóäóò èçâåñòíû.



94 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂ4. Âûâîä ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèéè îðãàíèçàöèÿ ïåðâîãî øàãà èòåðàöèéÓñëîâèìñÿ è äàëåå äëÿ ëþáûõ �óíêöèé èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû �∼ �, �∧� íàäçíàêîì �óíêöèè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ýòèõ �óíêöèé íà ó÷àñòêàõãðàíèöû CA è DC ñîîòâåòñòâåííî.�ðàíè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè W (ζ) íà ó÷àñòêå ãðàíèöû CA ìîæíî ïîëó-÷èòü èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ ñëåäóþùåå ãðàíè÷íîåñîîòíîøåíèå
CA :

(

∂ϕ

∂x

)

y

=
dϕ̃

dx̃
=

(

dϕ̃

dσ

)/(

dx̃

dσ

)â óñëîâèå (5), ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå íà ó÷àñòêå ãðàíèöû CA äëÿ �óíêöèè
W (ζ) :

CA :
dϕ̃

dσ
=
[

1 + ε− εψ̃
] dx̃

dσ
(17)ñ óñëîâèÿìè íà êîíöàõ èíòåðâàëà σ ∈ [0, π/2]

C : W̃ (σ)
∣

∣

∣

σ=0
= iu; A : W̃ (σ)

∣

∣

∣

σ=π/2
= −∞ + i. (18)Ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî W̃ (σ) = ϕ̃(σ)+ iψ̃(σ) íå ïðîñòî �óíêöèÿ âåùåñòâåí-íîãî ïåðåìåííîãî σ , à îáîçíà÷åíèå îòíîñÿùèõñÿ ê ó÷àñòêó CA ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé�óíêöèè W (ζ) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ζ ∈ Ω ζ . Ïîýòîìó ê çàäà÷å (17), (18) íà-äî òàêæå äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè W (ζ) íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõãðàíèöû îáëàñòè Ω ζ :

ψ(ζ)|AD = 0, ϕ(ζ)|DC = 0 (19)è îöåíêó ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèè W (ζ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè A :
ζ ∼ i : W (ζ) ∼ 2

π
ln (ζ − i) . (20)Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå (20) �óíêöèè W (ζ) ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè (18), (19).Â ñâîþ î÷åðåäü, ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè z(η) íà ó÷àñòêå ãðàíèöû

DC î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (6):
DC : ŷ = u−1ψ̂ − 1. (21)�ðàíè÷íîå óðàâíåíèå (17) íà ó÷àñòêå ãðàíèöû CA âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîä-íûå z . ×òîáû èçáåæàòü ïðè ðàñ÷åòàõ ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ zêàê èñòî÷íèêà âûñîêî÷àñòîòíîé ïîãðåøíîñòè, ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (21) íà ó÷àñòêåãðàíèöû DC öåëåñîîáðàçíî òàêæå ïåðåïèñàòü â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Ïðî-äè��åðåíöèðóåì åãî âäîëü ãðàíèöû DC â ïëîñêîñòè η . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìáîëåå ïîäõîäÿùèé âèä ãðàíè÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè z(η) íà ó÷àñòêå ãðàíè-öû DC :
DC :

dŷ

dγ
= u−1 dψ̂

dγ
(22)è óñëîâèÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà γ ∈ [0, π/2]

D : ŷ(γ)|γ=0 = −1; C : ẑ(γ)|γ=π/2 = 0. (23)Çäåñü òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ẑ(γ) = x̂(γ)+ i ŷ(γ) íå ïðîñòî �óíêöèÿ âå-ùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî γ , à îáîçíà÷åíèå îòíîñÿùèõñÿ ê ó÷àñòêó DC ãðàíè÷íûõ



�ÅØÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÈÒÅ�ÀÖÈÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀÑÛÙÅÍÈß. . . 95çíà÷åíèé �óíêöèè z(η) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî η ∈ Ω η . Ïîýòîìó ê çàäà÷å (22),(23) íàäî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè z(η) íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõãðàíèöû îáëàñòè Ω η :
y(η)|CA = 0; y(η)|AD = −1 (24)è îöåíêó ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèè â òî÷êå A :
η ∼ 0 : z(η) ∼ 1

π
ln η. (25)Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå (25) �óíêöèè z(η) ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè (23), (24).Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) ñâåäåíà ê ñîâîêóïíîñòè äâóõ ãðàíè÷íûõóðàâíåíèé (17), (22) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé W (ζ) è z(η) , êîòîðûå íàäî ðåøèòüñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (18)�(20), (23)�(25).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé â ï. 2 ñõåìîé ðåøåíèÿ ïåðåïèøåì ãðàíè÷íûå óðàâ-íåíèÿ (17), (22) â âèäå èòåðàöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàäêèõ äîáàâîê

W
(j)
1 (ζ) , z(j)

1 (η) ïî èçâåñòíîìó ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè âèäó �óíêöèé W
(j−1)
0 (ζ) ,

z
(j−1)
0 (η) , W (j−1)

1 (ζ) , z(j−1)
1 (η) :

CA :
dϕ̃

(j)
1

dσ
= −dϕ̃

(j−1)
0

dσ
+ε
[

ε−1 + 1 − ψ̃
(j−1)
0 − ψ̃

(j−1)
1

]

(

dx̃
(j−1)
0

dσ
+
dx̃

(j−1)
1

dσ

)

, (26)
DC :

dŷ
(j)
1

dγ
= −dŷ

(j−1)
0

dγ
+ u−1

(

dψ̂
(j−1)
0

dγ
+
dψ̂

(j−1)
1

dγ

)

. (27)Ââèäó ïðèíÿòîãî äëÿ W1(ζ) ïðåäñòàâëåíèÿ (13) èñêîìàÿ �óíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (26) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Ôóðüå
dϕ̃

(j)
1 (σ)

dσ
=

K
∑

k=0

[

− (2k + 1)C
(j)
2k+1

]

cos(2k + 1)σ. (28)Äëÿ òåêóùåé j -é èòåðàöèè âñå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (26) èçâåñò-íû. Ïðèìåíÿÿ ê íåé ÁÏÔ ïî íå÷åòíûì êîñèíóñàì, ìîæíî íàéòè êîý��èöèåíòûÔóðüå-ðàçëîæåíèÿ ëåâîé åãî ÷àñòè (28), à çíà÷èò, êîý��èöèåíòû C
(j)
2k+1 ðàçëî-æåíèÿ (13), �óíêöèþ W

(j)
1 (ζ) è åå ïðîèçâîäíóþ dW

(j)
1

/

dζ âñþäó â îáëàñòè Ωζ .Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâÿçü (10) ìåæäó ζ è η , ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ dW
(j)
1

/

dηâñþäó â îáëàñòè Ωη è, â ÷àñòíîñòè, åå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå DC .Àíàëîãè÷íî, ââèäó ïðèíÿòîãî äëÿ z1(η) ïðåäñòàâëåíèÿ (16) èñêîìàÿ �óíêöèÿâ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (27) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Ôóðüå
dŷ

(j)
1 (γ)

dγ
= C

(j)
− 1 +

K
∑

k=1

[

2kC
(j)
2k

]

cos(2kγ). (29)Äëÿ òåêóùåé j -é èòåðàöèè âñå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (27) èç-âåñòíû. Ïðèìåíÿÿ ê íåé ÁÏÔ ïî ÷åòíûì êîñèíóñàì, ìîæíî íàéòè êîý��èöèåíòûÔóðüå-ðàçëîæåíèÿ ëåâîé åãî ÷àñòè (29), à çíà÷èò, êîý��èöèåíòû C
(j)
−1 , C(j)

2k ðàç-ëîæåíèÿ (16), �óíêöèþ z
(j)
1 (η) è åå ïðîèçâîäíóþ dz

(j)
1

/

dη âñþäó â îáëàñòè Ωη .Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâÿçü (10) ìåæäó ζ è η , ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ dz
(j)
1

/

dζâñþäó â îáëàñòè Ωζ è, â ÷àñòíîñòè, åå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå CA .



96 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÅäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ê ïðèìåíåíèþ ÁÏÔ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ïðàâûõ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (26), (27) íåîïðåäåëåííîñòåé òèïà ¾áåñêîíå÷íîñòü ìèíóñ áåñêî-íå÷íîñòü¿ íà êîíöàõ èíòåðâàëîâ σ ∈ [0, π/2] , γ ∈ [0, π/2] , îòâå÷àþùèõ òî÷êå C :
σ = 0 , γ = π/2 . Ýòè áåñêîíå÷íîñòè ïîðîæäàþòñÿ äðîáíî-ñòåïåííûìè îñîáåííîñòÿ-ìè ãëàâíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ. Â óðàâíåíèÿõ (26), (27) îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ âçàèìíîïîãàøàþòñÿ, íî ïðè ýòîì äàþò íåîïðåäåëåííóþ êîíñòàíòó. Çàìåòèì, ÷òî ëîãàðè�-ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè, ïðèñóùèå ýòèì �óíêöèÿì â òî÷êå A : σ = π/2 , �îðìàëüíîòàêæå ïîðîæäàþò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà ¾áåñêîíå÷íîñòü ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü¿ âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (26). Îäíàêî ïðè èõ âçàèìíîì ïîãàøåíèè íèêàêîé íåîïðå-äåëåííîñòè â òî÷êå A íå âîçíèêàåò � ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ çäåñü ÁÏÔ ïî íå÷åòíûìêîñèíóñàì, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (26) ïðè σ = π/2 äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü.×òî êàñàåòñÿ òî÷êè D : γ = 0 , òî îíà ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðåãóëÿðíîñòè äëÿâñåõ �óíêöèé, �èãóðèðóþùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (27).Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé â ï. 2 ñòðàòåãèåé âîçíèêàþùóþ â òî÷êå C íåîïðåäå-ëåííîñòü ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäàâëåíèÿ ñòàðøåé ãàðìîíèêè, à èìåííî:äëÿ çàäà÷è Ôóðüå-àíàëèçà �óíêöèè ∂ϕ1/∂σ ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

C
(j)
2K+1 = 0, (30)à äëÿ çàäà÷è Ôóðüå-àíàëèçà �óíêöèè ∂y1/∂γ � óñëîâèÿ
C

(j)
2K = 0. (31)Êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé ëèíåéíî ïî îòíîøåíèþ ê èñêîìûì �óíêöèÿì ∂ϕ1/∂σè ∂y1/∂γ . Ïîýòîìó óñëîâèå (30) ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿïðîèçâîäíîé ∂ϕ1/∂σ â òî÷êå C , à óñëîâèå (31), â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíîçàäàíèþ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂y1/∂γ â òî÷êå C . Ñîîòâåòñòâåííî,îáå çàäà÷è Ôóðüå-àíàëèçà çàìêíóòû.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé øàã j -é èòåðàöèé çàâåðøåí. Íà âûõîäå ïîëó÷èì çíà-÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ {C(j)

k , k = −1, 0, 1, . . . ,K
} äëÿ âòîðîãî øàãà j -é èòåðàöèé.5. Ïîñòðîåíèå ãëàâíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿè îðãàíèçàöèÿ âòîðîãî øàãà èòåðàöèéÄëÿ ãëàâíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ z0(η) , W0(ζ) â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèéäëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âûáåðåì íåêîòîðûå áàçîâûå �óíêöèè z00(η) , W00(ζ)

z00(η) = z
(j)
0 (η)

∣

∣

∣

j=0
, W00(ζ) = W

(j)
0 (ζ)

∣

∣

∣

j=0òàê, ÷òîáû â ïëîñêîñòÿõ z00 , W00 èì îòâå÷àëè îáëàñòè, àíàëîãè÷íûå Ωz , ΩW ,îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ òîëüêî îïðåäåëåííûì �èêñèðîâàííûì ïîëîæåíèåì òî÷êè Dâ ïëîñêîñòè z00 è, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè C â ïëîñêîñòè W00 . Èìåþùèéñÿ ïðîèçâîëåñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñ öåëüþ äîáèòüñÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî çàìêíóòîãî âèäà�óíêöèé z00(η) , W00(ζ) .Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ωz00
âîçüìåì ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ îò öåïî÷êè èñ-òî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ
z00 = 2in; n = 0, ±1, ±2, . . .ê ñòîêó íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. çàòåíåííóþ îáëàñòü íà ðèñ. 4). Ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâíåñóùåñòâåííà è äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáèðàåòñÿ ðàâíîé 2π .
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(0)C

( )00,DD x i−  

A  

A  
Cβ  

00zΩ  

�èñ. 4. Âèä âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè z00

A  (0)D  

C  

C  

θΩ  

A  ( )Ciβ−  

 ( )D id

C  

C  

tΩ  

( )2A iπ

)  �èñ. 5. Âèä âñïîìîãàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé: à) ïåðåìåííîãî t , á ) ïåðåìåííîãî θÊîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë t òàêîãî òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóïîëîñó, èçîá-ðàæåííóþ íà ðèñ. 5, à, ãäå d = βC +π/2 . Ñîîòâåòñòâåííî, êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå
Ωz00

→ Ω t ðåàëèçóåò �óíêöèÿ [9℄
t (z00) = ln

(

tg
πz00
4i

)

⇔ z00(t) =
4i

π
arctg

(

et
)

. (32)Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
x00,D = − 4

π
Im{arctg

(

ieiβC

)}

.Â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòè Ω t è Ω η êàíîíè÷åñêîãî âèäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîéêîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì
t (η) =

2βC

π
ln

(

η − i

η + i

)

+ id. (33)Â ðåçóëüòàòå êîìáèíàöèÿ îòîáðàæåíèé (32), (33) äàåò âèä �óíêöèè z00(η) . Ïðèýòîì â ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèÿõ ln è arctg íåîáõîäèìî âûäåëÿòü îäíîçíà÷íûå âåòâèâ ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì îáëàñòåé Ωz00
, Ω t , Ω η .Àíàëîãè÷íî, â êà÷åñòâå îáëàñòè ΩW00

âîçüìåì ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ îòöåïî÷êè èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ
W00 = i

(

ψ00,C +
2πn

βC

)

; i

(

2π

βC
− ψ00,C +

2πn

βC

)

; n = 0, ±1, ±2, . . .ê ñòîêó íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. çàòåíåííóþ îáëàñòü íà ðèñ. 6). Ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâíåñóùåñòâåííà è äëÿ îïðåäåëåííîñòè òàêæå âûáèðàåòñÿ ðàâíîé 2π .Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë θ òàêîãî òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîñó, èçîá-ðàæåííóþ íà ðèñ. 5, á. Ñîîòâåòñòâåííî, êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå ΩW00
→ Ω θðåàëèçóåò �óíêöèÿ [9℄

θ (W00) = ln [cos (iβCW00) − cos (βCψ00,C)] − ln [1 − cos (βψ00,C)] ,
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1 

( )00,CC iψ

(0)D  A  

A  

Cβ  

00WΩ  

A  ( )Ciπ β  

�èñ. 6. Âèä âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè W00à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå � �óíêöèÿ
W00 (θ) =

i

βC
arccos

{

eθ [1 − cos (βCψ00,C)] + cos (βCψ00,C)
}

. (34)Â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòè Ω θ è Ω ζ êàíîíè÷åñêîãî âèäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîéêîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì
θ (ζ) =

2βC

π
ln

(

1 − ζ2

1 + ζ2

)

. (35)Â ðåçóëüòàòå êîìáèíàöèÿ îòîáðàæåíèé (34), (35) äàåò âèä �óíêöèè W00(ζ) .Ïðè ýòîì â ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèÿõ ln è arccos íåîáõîäèìî âûäåëÿòü îäíîçíà÷íûåâåòâè â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì îáëàñòåé ΩW00
, Ω θ , Ω ζ .Îòìåòèì, ÷òî âèä îáëàñòè ΩW00

è, ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèè W00(ζ) çàâèñèòîò ïàðàìåòðà ψ00,C . Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ψ00,C = π/(2βC) . Òåì íå ìåíåå, öåëåñîîáðàçíî îñòàâèòü âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿïàðàìåòðà ψ00,C . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ψ00,C âîáëàñòè ìàëûõ ε è δ , à èìåííî ïðè ε < 0.3 èëè δ < 0.3 , âîçíèêàþò ïðîáëåìûñ äîñòèæåíèåì íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîãî óðàâíåíèÿäëÿ �óíêöèè W (ζ) . Ïîäáèðàÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âåëè÷èíó ïàðàìåòðà ψ00,C ,óäàåòñÿ äîñòè÷ü óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ äëÿ áîëåå øèðîêîé îáëàñòèçíà÷åíèé ε è δ (ïîäðîáíûé àíàëèç ïðèâåäåí â ðàçäåëå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ).Îðãàíèçàöèþ âòîðîãî øàãà èòåðàöèé åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ óäîâëåòâîðåíèåì òåõãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîëíûå �óíêöèè z(η) , W (ζ) , êîòîðûå íå áûëè óäîâëåòâî-ðåíû çà ñ÷åò ïåðâîãî øàãà. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî øàãà èòåðàöèèáóäåò ïîëó÷åíî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå C(j)

−1 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (15)�óíêöèè z
(j)
1 (η) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöàõ CA , AD áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëî-âèÿ

CA : y
(j)
1 = 0, DC : y

(j)
1 = −π

2
C

(j)
−1 .×òîáû �óíêöèÿ z(η) , ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ àääèòèâíûõ ÷àñòåé z0(η) è z1(η) ,íà ýòèõ æå ãðàíèöàõ óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì (14), íà åå ãëàâíóþ ÷àñòü íåîáõîäèìîíàëîæèòü óñëîâèÿ

CA : y
(j)
0 = 0, DC : y

(j)
0 =

π

2
C

(j)
−1 − 1, (36)ïðè ýòîì áàçîâàÿ �óíêöèÿ z00(η) (ñì. ðèñ. 4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

CA : y00 = 0, DC : y00 = −1. (37)



�ÅØÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÈÒÅ�ÀÖÈÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀÑÛÙÅÍÈß. . . 99Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (36), (37) äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè z0(η) �óíêöèè
z(η) ìîæíî îðãàíèçîâàòü âòîðîé øàã j -é èòåðàöèè êàê êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèåîáëàñòè Ωz00

íà îáëàñòü Ω
(j)
z0
. Ïîñëåäíÿÿ ïî âèäó àíàëîãè÷íà Ωz00

è îòëè÷àåòñÿòîëüêî âåëè÷èíîé ñêà÷êà â òî÷êå A ïðè ïåðåõîäå ñ ãðàíèöû AD íà CA . Ïîñêîëüêóâåëè÷èíà ýòîãî ñêà÷êà � åäèíñòâåííûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè, îðãàíèçîâàòüîòîáðàæåíèå Ωz00
→ Ω

(j)
z0

ìîæíî êàê ïðîñòîå óìíîæåíèå áàçîâîé �óíêöèè z00(η)íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü
z
(j)
0 (η) =

[

1 − π

2
C

(j,0)
−1

]

z00(η). (38)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî øàãà j -é èòåðàöèè áóäóò ïî-ëó÷åíû îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ C(j)
2k+1 , k = 0, 1, . . . ,K . Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (12) �óíêöèè W

(j)
1 (ζ) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå C îíàïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå

C : W
(j)
1 = iψ

(j)
1,C , ψ

(j)
1,C ≡

K
∑

k=0

C
(j)
2k+1.×òîáû �óíêöèÿ W (ζ) , ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ àääèòèâíûõ ÷àñòåé W0(ζ) è

W1(ζ) , óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ WC = i u (ñì. óñëîâèå (5) è ðèñ. 2), íà åå ãëàâ-íóþ ÷àñòü íåîáõîäèìî íàëîæèòü óñëîâèÿ
C : W

(j)
0 = iψ

(j)
0,C , ψ

(j)
0,C ≡ u−

K
∑

k=0

C
(j)
2k+1, (39)ïðè ýòîì áàçîâàÿ �óíêöèÿ W00(ζ) (ñì. ðèñ. 6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

C : W00 = i ψ00,C , (40)ãäå ψ00,C � âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, èìåþùèé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå (îíî âû-áèðàåòñÿ îäèí ðàç, ïåðåä íà÷àëîì âñåõ èòåðàöèé).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (39), (40) äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè W0(ζ) �óíêöèè
W (ζ) ìîæíî îðãàíèçîâàòü âòîðîé øàã j -é èòåðàöèè êàê êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèåîáëàñòè ΩW00

íà îáëàñòü Ω
(j)
W0

. Ïîñëåäíÿÿ ïî âèäó àíàëîãè÷íà ΩW00
è îòëè÷àåòñÿòîëüêî âåëè÷èíîé îòðåçêà CD . Íàäî ñêàçàòü, ÷òî îðãàíèçîâàòü ýòî îòîáðàæåíèåàíàëîãè÷íî (38), êàê ïðîñòîå óìíîæåíèå áàçîâîé �óíêöèè W00(ζ) íà íåêîòîðûéìíîæèòåëü, íåâîçìîæíî. Â îòëè÷èå îò îáëàñòè Ωz00

, ó îáëàñòè ΩW00
íå îäèí õà-ðàêòåðíûé ðàçìåð, à äâà � ýòî ðàññòîÿíèå CD = ψ00,C è ñêà÷îê íà 1 â òî÷êå A ïðèïåðåõîäå ñ ãðàíèöû AD íà CA , è âåëè÷èíà ñêà÷êà äîëæíà îñòàâàòüñÿ òîé æå ñàìîéäëÿ îáëàñòè Ω

(j)
W0

. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü áîëåå ñëîæíîå êîí�îðìíîå îòîá-ðàæåíèå ΩW00
→ Ω

(j)
W0

, ïðè÷åì çäåñü âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû. Â ÷àñòíîñòè,ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîé âàðèàíò îòîáðàæåíèÿ:
W

(j)
0 (ζ) =

[

1 +
µ(j)

λ 00 +W 2
00(ζ)

]

W00(ζ), λ 00 > ψ2
00,C , (41)êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì λ 00 , îïðåäåëåííîåçíà÷åíèå êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ îäèí ðàç, ïåðåä íà÷àëîì âñåõ èòåðàöèé, àíàëîãè÷íîïàðàìåòðó ψ00,C .Ïðè óñëîâèè λ 00 > ψ2

00,C îòîáðàæåíèå (41) êîí�îðìíî âñþäó â îáëàñòè ΩW00
.Áîëåå òîãî, ñîõðàíÿþòñÿ íå òîëüêî âñå óãëû íà ãðàíèöàõ îáëàñòè, íî è ñàì âèä



100 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂîáëàñòè � ìåíÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíà ó÷àñòêà ãðàíèöû CD . Îñòàåòñÿ òîëüêî ïî-äîáðàòü èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð µ(j) òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå (41) äàâàëî íóæíîåçíà÷åíèå ψ(j)
0,C (ñì. óñëîâèå (39))

µ(j) =

(

λ00 − ψ2
00,C

ψ00,C

) [

u−
K
∑

k=0

C
(j)
2k+1 − ψ00,C

]

. (42)Âûðàæåíèÿ (38), (41), (42) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âòîðîé øàã j -é èòåðàöèè. Íåîá-õîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè èòåðàöèé áóäåò, î÷åâèäíî, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ
lim

j→∞

{

C
(j)
−1

}

= C
(∞)
−1 ; lim

j→∞

{

K
∑

k=0

C
(j)
2k+1

}

=
K
∑

k=0

C
(∞)
2k+1.Ñîîòâåòñòâåííî, çà êðèòåðèé âûõîäà èç èòåðàöèé ïðèíèìàëîñü óñëîâèå

max

{∣

∣

∣

∣

∣

1 − C
(j−1)
−1

C
(j)
−1

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∣

1 −
K
∑

k=0

C
(j−1)
2k+1

/

K
∑

k=0

C
(j)
2k+1

∣

∣

∣

∣

∣

}

< 10−6.6. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ñðàâíåíèå ñ èìåþùèìèñÿàñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìèÄëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÁÏÔ çàäàâàëîñü ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå èíòåðâàëîâ σ ∈
∈ [0, π/2] è γ ∈ [0, π/2] ñ ÷èñëî óçëîâ N = 2s +1 , ãäå s âûáèðàëîñü îò 10 äî 14. Ïîîêîí÷àíèþ èòåðàöèé íàõîäèëàñü ÷èñëåííàÿ íåâÿçêà r(σ) è h(γ) óðàâíåíèé (17),(21)

CA : r(σ) =

[(

dϕ̃

dσ

)∗/(

dx̃

dσ

)∗

− ε
(

1 − ψ̃∗

)

]

− 1, (43)
DC : h(γ) =

[

u−1ψ̂∗ − ŷ∗
]

− 1, (44)ãäå çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû �óíêöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî âûøå èòå-ðàöèîííîãî ïðîöåññà. Óòî÷íèì, ÷òî íåâÿçêè rn âû÷èñëÿëèñü â óçëàõ ñåòêè σn,
n = 1, . . . , N , à íåâÿçêè hn � â óçëàõ ñåòêè γn, n = 1, . . . , N . Êàê ïðàâèëî, âñå îíèîêàçûâàëèñü ìåíüøå 10−4 .Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ψ00,C âûáèðàëîñü çíà÷åíèå, áëèçêîå ê 0.5, ñêàæåì, â èí-òåðâàëå [0.4, 0.55] , â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà λ 00 � çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà [2, 5] . Âûáîððàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ψ00,C , λ 00 èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿëíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé è âåëè÷èíó íåâÿçîê rn , hn .Âìåñòå ñ òåì ó îïèñàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ åñòü îäèí íåóñòðàíèìûé íåäîñòà-òîê, êîòîðûé ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà â îáëàñòè ìàëûõ
ε è δ , íåñìîòðÿ íà ñõîäèìîñòü èòåðàöèé è ìàëîñòü íåâÿçîê rn , hn . Â ðåçóëüòà-òå êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ Ω η → Ω z ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå äóãè åäèíè÷íîéîêðóæíîñòè DC : γ ∈ [0, π/2] â ïëîñêîñòè η óçëàìè γn ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåð-íîìó ðàçáèåíèþ ó÷àñòêà ãðàíèöû DC â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z : â îêðåñòíîñòèòî÷êè C ñåòêà áóäåò ñèëüíî ðàçðåæåííîé. Àíàëîãè÷íî, â ðåçóëüòàòå êîí�îðìíî-ãî îòîáðàæåíèÿ Ω ζ → ΩW ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå äóãè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
CA : σ ∈ [0, π/2] â ïëîñêîñòè ζ óçëàìè σn ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþãðàíèöû CA â ïëîñêîñòè W : ñåòêà áóäåò ñèëüíî ðàçðåæåííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
C . Íàëè÷èå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè A äîïîëíèòåëüíî ïðèâîäèò ê ðàçðåæåíèþñåòêè â ïëîñêîñòè W ïî ìåðå òîãî, êàê σ ïðèáëèæàåòñÿ ê π/2 .
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�èñ. 7. Êîí�èãóðàöèè êîíòóðà DC , ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî (ñïëîøíûå ëèíèè) è ñ ïîìîùüþàñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ [1℄(øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè), äëÿ ε = 0.3 è δ = 0.3 (à),
δ = 0.1 (á )
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−5 −4 −3 −2 −1 0
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D

D
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�
�èñ. 8. Êîí�èãóðàöèè êîíòóðà DC , ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî (ñïëîøíûå ëèíèè) è ñ ïîìîùüþàñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ [3℄(øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè), äëÿ ε = 0.1 è δ = 0.3 (à),
δ = 0.1 (á )Êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû (6), ÷åì ìåíüøå ε è δ , òåì óãîë βC ìåíüøå, è ý��åêòðàçðåæåíèÿ ñåòêè â îêðåñòíîñòè òî÷êè C â ïëîñêîñòÿõ z è W áóäåò âûðàæåí ñèëü-íåå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε = 0.1 è δ = 0.1 è ÷èñëå óçëîâ ñåòêè N = 210 + 1 âåëè÷èíàèíòåðâàëà ñåòêè â îêðåñòíîñòè òî÷êè C â ïëîñêîñòÿõ z è W äîñòèãàåò íåñêîëü-êèõ åäèíèö, è óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ, ñêàæåì, äî N = 214 +1 ïðàêòè÷åñêè íè÷åãîíå ìåíÿåò. Ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøèå íåâÿçêè ìåæäó óçëàìè ñåòêè òàêîãî áîëüøîãîèíòåðâàëà ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ êîí�èãóðàöèè ìåæ-�àçíîé ãðàíèöû DC â öåëîì, ïðè÷åì íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (21) � íåïîñðåäñòâåííî,à íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (17) � îïîñðåäîâàííî.Ýòî äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü êîíòðîëèðîâàòü íåâÿçêè (43), (44) íå òîëüêî â óç-ëàõ ñåòêè γn è σn , íî òàêæå íà ïîñëåäíåì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ ïî γ , òî åñòü íà
[γN−1, γN ] , è, êðîìå òîãî, íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì èíòåðâàëàõ ðàçáèåíèÿ ïî σ , òîåñòü íà [σ1, σ2] è [σN−1, σN ] . Îáîçíà÷èì ýòè íåâÿçêè ÷åðåç hN−1,N (γ) , r 1,2(σ) ,
rN−1,N (σ) ñîîòâåòñòâåííî.Â ðåçóëüòàòå òàêîãî êîíòðîëÿ áûëî âûÿâëåíî, ÷òî òîëüêî â îáëàñòè, ãäå ε ≥
0.3 è δ ≥ 0.3 , ïðè ëþáûõ ψ00,C , λ 00 èç óêàçàííûõ âûøå äèàïàçîíîâ íåâÿçêè
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δ

ε0.3 0.10.3 0.38, 0.35 0.36, 0.360.1 0.49, 0.45 0.48, 0.46
hN−1,N (γ) , r 1,2(σ) , rN−1,N (σ) íå ïðåâûøàþò 0.03. Ñ óìåíüøåíèåì êàê ε , òàê è
δ (âìåñòå èëè ïî îòäåëüíîñòè), íåâÿçêè hN−1,N(γ) ðàñòóò ñëàáî. Â òî æå âðåìÿíåâÿçêè r 1,2(σ) , rN−1,N (σ) íà÷èíàþò ðàñòè áûñòðî è äîñòèãàþò 10 ÷ 20% óæåïðè ε = 0.1 è/èëè δ = 0.1 . Ïîäáîð îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ψ00,C , λ 00 èç óêàçàí-íûõ âûøå èíòåðâàëîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ýòè íåâÿçêè. Â ðåçóëüòàòåóäàåòñÿ äîáèòüñÿ íåâÿçîê hN−1,N(γ) , r 1,2(σ) , rN−1,N (σ) íå áîëåå 0.03, âïëîòü äî
ε = 0.1 è/èëè δ = 0.1 .Ñîîòâåòñòâåííî, â äèàïàçîíå 0.1÷0.3 çíà÷åíèé ε è δ ìîæíî ñ óäîâëåòâîðèòåëü-íîé òî÷íîñòüþ ðàññ÷èòàòü êîí�èãóðàöèè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû DC è ñðàâíèòü èõ ñíàéäåííûì â [3℄ ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ. Îòìåòèì,÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàò [3℄, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êðóïíîìàñøòàáíîì ïðèáëèæåíèèêîíòóð DC ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìîé ëèíèåé, íàêëîíåííîé ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì
βo

C = arctg
(

1
/√

u− 1
)

∼ ε1/2 . Ïðè ýòîì îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, êàêîâà òî÷-íîñòü òàêîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè? Îòâåò î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ âûÿñíå-íèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ïî êàêèì ñòåïåíÿì ε îðãàíèçîâàíî ýòî àñèìïòîòè÷åñêîåðàçëîæåíèå.Íà ðèñ. 7, 8 ïðèâåäåíû êîí�èãóðàöèè êîíòóðà DC , ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ñ ïî-ìîùüþ îïèñàííîãî âûøå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) (ñïëîøíûåëèíèè) è ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ [3℄ ðåøåíèÿ òîé æåçàäà÷è (øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè). �èñ. 7 îòâå÷àåò ε = 0.3 è δ = 0.3 (à), δ = 0.1(á ). �èñ. 8 îòâå÷àåò ε = 0.1 è δ = 0.3 (à), δ = 0.1 (á ). Êîí�èãóðàöèè ñîâìåùàëèñüâ òî÷êå D , ïîñêîëüêó ïî îöåíêàì [3℄ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñëåäóåò îæèäàòüíàèìåíüøèõ îøèáîê ðàçëîæåíèÿ.Â òàáë. 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ε è δ â äèàïàçîíå 0.1÷ 0.3 ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíûåîøèáêè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåëè÷èíû xC −xD (ïåðâîå ÷èñëî) è âåëè÷èíû ðà-äèóñà êðèâèçíû RD ñâîáîäíîé ãðàíèöû â òî÷êå D (âòîðîå ÷èñëî). Êàê âèäíî, ýòèîøèáêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîñòàâëÿþò O(ε1/2) . Â ðå-çóëüòàòå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå [3℄ îðãàíèçîâàíîïî ñòåïåíÿì ε1/2 è îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿ êîí�èãóðàöèè êîíòóðà DCïî �îðìóëàì ãëàâíîãî ÷ëåíà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâëÿåò O(ε1/2) .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò � 08-01-00548). SummaryM.M. Alimov. Iterative Solution of the Problem of Liquid Impregnation into LaminatedPorous Material.The problem of liquid impregnation into laminated porous material is 
onsidered. For 
asewith high 
ontrast of layers' thi
kness and permeability, this problem is formulated as spe
i�
free boundary problem. Numeri
al solution is obtained by the iterative method similarly to theLevi �Civita method in hydrodynami
 of an ideal liquid. A 
omparison of asymptoti
 analysisresults and numeri
al results is presented.Key words: free boundary problems, multiphase mediums, liquid impregnation intoporous material, VARTM te
hnology.
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