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ÓÄÊ 519.63+517.977.58×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÎÉ,ÎÏÈÑÛÂÀÅÌÎÉ ËÈÍÅÉÍÛÌ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÌÓ�ÀÂÍÅÍÈÅÌ, Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕÎ��ÀÍÈ×ÅÍÈÉ ÍÀ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛÄ.�. Çàëÿëîâ, À.Â. ËàïèíÀííîòàöèÿ�àññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîòî÷å÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà �óíêöèþ óïðàâëåíèÿ è íåëî-êàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïîñòðîåíû ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìà-öèÿ çàäà÷è, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòüê òî÷íîìó ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Èçó÷åíà ñõîäèìîñòü äâóõ êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòî-äîâ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñåòî÷íîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè, ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòèñõîäèìîñòè îò øàãà ñåòêè è ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçóþùåãî ñëàãàåìîãî â öåëåâîì �óíê-öèîíàëå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.ÂâåäåíèåÇàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé âåñüìà ñëîæíûé îáúåêò ÷èñëåííîãî àíàëèçà.Èçâåñòíû äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ. Â ïåðâîì èç íèõ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ �óíêöèÿËàãðàíæà è çàòåì íàõîäÿòñÿ åå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ýòîìñëó÷àå ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì êàêîé-ëèáî ãëàäêîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êîòî-ðûå ÿâëÿþòñÿ ëèøü ìåðàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèèäè��åðåíöèàëüíûõ çàäà÷ (ðåãóëÿðèçàöèè òèïà Ìîðî �Èîñèäû èëè Ëàâðåíòüåâà),çàòåì ðåãóëÿðèçîâàííûå çàäà÷è àïïðîêñèìèðóþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè çàäà÷àìè èðåøàþòñÿ êàêèì-ëèáî èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ (ñì. ñòàòüè [1�7℄ è áèáëèîãðà�èþ âíèõ). Âòîðîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñîãðàíè÷åíèÿìè íà ñîñòîÿíèå, ñîñòîèò â ïåðâîíà÷àëüíîé àïïðîêñèìàöèè äè��å-ðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì, êàê ïðàâèëî, ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, è â äàëü-íåéøåì ðåøåíèè äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè èîãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè. Íåñìîòðÿ íà ¾êëàññè÷åñêèé¿ õàðàêòåð òàêèõ çàäà÷(ñì. ìîíîãðà�èè [8�10℄), ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòî-äîâ èõ ðåøåíèÿ ïðîäîëæàþò îñòàâàòüñÿ àêòóàëüíûìè [11℄, ïîñêîëüêó â áîëüøèí-ñòâå ñëó÷àåâ ýòè çàäà÷è õàðàêòåðèçóþòñÿ î÷åíü âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ è ïëîõîéîáóñëîâëåííîñòüþ.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿè òåîðåòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ



130 Ä.�. ÇÀËßËÎÂ, À.Â. ËÀÏÈÍçàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà �óíêöèè óïðàâëåíèÿ è ñîñòî-ÿíèÿ (ñì. [12�14℄).�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå çà-äà÷è ñîñòîÿíèÿ âûñòóïàåò îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíàâ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω :
−∆y = u, x ∈ Ω, y(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (1)Çäåñü u � �óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, ðåøåíèå y � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ìíîæåñòâà îãðà-íè÷åíèé íà �óíêöèè óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

Uad = {u ∈ L2(Ω) : |u(x)| 6 1 ∀x ∈ Ω}, Yad =

{
y ∈ H1

0 (Ω) :

∫

Ω

y(x) dx 6 1

}
,à öåëåâîé �óíêöèîíàë èìååò âèä

J(y, u) =
1

2

∫

Ω

(y − yd)
2 dx+

r

2

∫

Ω

u2 dx, r = const > 0, yd ∈ L2(Ω).�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé çàäà÷åé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå â ñëó÷àå êâàäðàòíîé îáëàñòè Ω . Èçó÷åíàîäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé è ñåòî÷íîé çàäà÷, ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõðåøåíèé ê òî÷íîìó. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé äèñêðåòíîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ ðàññìîòðåíà ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à. Ïîëó÷åíà îöåíêà íîðìû ðàçíîñòèðåøåíèé èñõîäíîé è ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷.Äëÿ îáåèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, äî-êàçàíà èõ ñõîäèìîñòü. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íàïðàâëåííûå íà ñðàâ-íåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, â òîì ÷èñëå ïðèóìåíüøåíèè øàãà ñåòêè, è ïàðàìåòðà r .1. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿÎáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (1) �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå èíòåãðàëü-íîãî òîæäåñòâà
y ∈ H1

0 (Ω) :

∫

Ω

∇y · ∇z dx =

∫

Ω

uz dx ∀ z ∈ H1
0 (Ω). (2)Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ H1

0 (Ω) ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè u ∈ L2(Ω) ,ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî óñòîé÷èâîñòè
‖y‖H1

0
(Ω) 6 k‖u‖L2(Ω), k = const. (3)Ëåììà 1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿíàéòè min

(y,u)∈K
J(y, u),

K = {(y, u) : y ∈ Yad, u ∈ Uad, âûïîëíåíî (2)}, (4)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà Uad è Yad âûïóêëû è çàìêíóòû, ïðè ýòîì Uadîãðàíè÷åíî. Îòñþäà, à òàêæå èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (2) è íåðàâåí-ñòâà óñòîé÷èâîñòè (3) ñëåäóåò âûïóêëîñòü, çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ìíîæå-ñòâà K . Ôóíêöèîíàë J � íåïðåðûâíûé è ñòðîãî âûïóêëûé â H1
0 (Ω) × L2(Ω) .Èç ïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ K è J ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è (4).



�ÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß. . . 131Ïóñòü Ω = (0, 1)× (0, 1). Ïîñòðîèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è(4) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ωh = {(xi, yj) = (ih, jh), i, j = 0, 1, . . . , n+1; (n+1)h = 1} ,ñ÷èòàÿ, ÷òî �óíêöèè u è yd íåïðåðûâíû. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç vij óçëîâûåïàðàìåòðû ñåòî÷íîé �óíêöèè vh , òî åñòü vij = vh(ih, jh) .Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (2), ìíîæåñòâ îãðàíè÷å-íèé íà ñåòî÷íûå �óíêöèè óïðàâëåíèÿ uh è ñîñòîÿíèÿ yh è öåëåâîãî �óíêöèîíàëàèìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:





−yi−1j + 2yij − yi+1j

h2
+

−yij−1 + 2yij − yij+1

h2
= uij , 1 6 i, j 6 n,

y0j = yj0 = yjn+1 = yn+1j = 0.
(5)

Uh
ad = {uh : |uij | 6 1, i, j = 1, 2, . . . , n}, Y h

ad = {yh : h2
n∑

i,j=1

yij 6 1}.

Jh(yh, uh) =
h2

2

n∑

i,j=1

(yij − yd,ij)
2 +

rh2

2

n∑

i,j=1

u2
ij .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿíàéòè min

(yh,uh)∈Kh

Jh(yh, uh),

Kh = {(yh, uh) : yh ∈ Y h
ad, uh ∈ Uh

ad, âûïîëíåíî óðàâíåíèå (5)}. (6)Àíàëîãè÷íî ëåììå 1 ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Çàäà÷à (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (6) ïðè
h → 0 ê ðåøåíèþ çàäà÷è (4). Ñ ýòîé öåëüþ ïðåæäå âñåãî çàïèøåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó (6) â âèäå çàäà÷è äëÿ ñåòî÷íûõ �óíêöèé èç êîíå÷íîìåðíîãîïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà H1

0 (Ω) × L2(Ω).Ïóñòü êàæäàÿ ÿ÷åéêà [x1, x1+h]× [x2, x2+h] ñåòêè ωh ðàçáèòà íà äâà òðåóãîëü-íèêà äèàãîíàëüþ, ïàðàëëåëüíîé áèññåêòðèñå ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàíòà. Ìíîæå-ñòâî ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ ei îáðàçóåò òðèàíãóëÿöèþ Th çàìûêàíèÿ îáëà-ñòè Ω . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vh = {yh ∈ C(Ω̄) ∩ H1
0 (Ω) : yh(x) ëèíåéíà íà êàæäîì

ei ∈ Th} ⊂ H1
0 (Ω) ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïóñòü äàëåå δ(x) = [x1 − h/2, x1 + h/2] × [x2 − h/2, x2 + h/2] äëÿ x ∈ ωh è

Wh ⊂ L2(Ω) � ýòî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà δ(x)è ïðîäîëæåííûõ íóëåì íà Ω \ ⋃
x∈ω

δ(x).ßñíî, ÷òî �óíêöèè yh ∈ Vh è ỹh ∈ Wh îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè óç-ëîâûìè çíà÷åíèÿìè {yij} â óçëàõ ñåòêè ωh , ïîýòîìó ìåæäó yh è ỹh ñóùåñòâóåòâçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
‖yh − ỹh‖L2

6 ch‖yh‖H1 . (7)Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñåòî÷íóþ çàäà÷ó ñîñòîÿíèÿ ïåðåïèøåì â âèäå
∫

Ω

∇yh · ∇zh dx =

∫

Ω

ũhz̃h dx ∀ zh ∈ Vh, (8)à ñåòî÷íóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6) â ñëåäóþùåì âèäå:íàéòè min
(yh,ũh)∈Kh

{Jh(yh, uh) =
1

2

∫

Ω

(yh − ydh)2 dx+
r

2

∫

Ω

ũ2
h dx},

Kh = {(yh, ũh) : yh ∈ Y h
ad, ũh ∈ Uh

ad è âûïîëíåíî óðàâíåíèå (8)}. (9)



132 Ä.�. ÇÀËßËÎÂ, À.Â. ËÀÏÈÍËåììà 3. Ïóñòü (yh, ũh) ∈ Kh è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(yh, ũh)} ñëàáî â
H1

0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê (y, u) . Òîãäà (y, u) ∈ K .Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì �óíêöèþ z ∈ C(Ω̄) ∩ H1
0 (Ω) è îáîçíà÷èì ÷åðåç

zh è z̃h åå Vh - è Wh -èíòåðïîëÿíòû (ñåòî÷íûå �óíêöèè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-ñòðàíñòâ, ñîâïàäàþùèå ñ z(x) â óçëàõ ñåòêè ωh ). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zh}ñõîäèòñÿ ñèëüíî â H1 ê z , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {z̃h} ñõîäèòñÿ ê z ñèëüíî â L2 .Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0 â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå
∫

Ω

∇yh · ∇zh dx =

∫

Ω

ũhz̃h dx, ∀ zh ∈ Vh,ïîëó÷èì (2). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî C(Ω̄)∩H1
0 (Ω) ïëîòíî â H1

0 (Ω) , òî ïàðà (y, u)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (2).Ìíîæåñòâà Yad ⊂ H1
0 (Ω) è Uad ⊂ L2(Ω) âûïóêëû è çàìêíóòû, ñëåäîâàòåëüíî,ñëàáî çàìêíóòû, ïîýòîìó y ∈ Yad, u ∈ Uad . Â èòîãå (y, u) ∈ K .Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ïàðû �óíêöèé (y, u) ∈ K íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(yh, ũh)} �óíêöèé èç Kh , êîòîðàÿ ñèëüíî â H1
0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê (y, u) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (y, u) ∈ K , â ÷àñòíîñòè ∫

Ω

y(x) dx 6 1 . Ïîñêîëüêóïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yη, uη) = η(y, u) ïðèíàäëåæèò K è ñèëüíî â H1
0 (Ω) × L2(Ω)ñõîäèòñÿ ê (y, u) ïðè η → 1 − 0, òî ìîæíî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿïàðû (y, u) ∈ K òàêîé, ÷òî ∫

Ω

y(x) dx 6 η < 1.Îïðåäåëèì ũh ∈ Wh ðàâåíñòâîì ũh = h−2

∫

δ(x)

u(t) dt íà ÿ÷åéêå δ(x) è ïóñòü
yh � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (8) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ũh . Òîãäà ũh ∈ Uh

ad , ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ũh ñèëüíî â L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê u è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yh ñèëü-íî â H1(Ω) ñõîäèòñÿ ê y ïðè h → 0 . Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî∫

Ω

yh dx→
∫

Ω

y dx 6 η < 1 , ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî h(η) , �óíêöèè yh ∈ Y h
ad .Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ h 6 h(η) , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yh, ũh) ïðèíàäëåæèò Khè ñèëüíî â H1

0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê (y, u) .Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {(yh, ũh)} ñåòî÷íûõ çàäà÷ îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (9) ñèëüíî â H1
0 (Ω)×L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ (y, u) çàäà÷èîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8) è îãðàíè÷åííîñòè ‖ũh‖L2

ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü
‖yh‖H1 . Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòè (ñîõðàíèì çà íåé îáîçíà÷åíèå (yh, ũh)) è ïàðû (y, u) ∈ H1

0 (Ω)×L2(Ω) òàêèõ,÷òî
yh → y ñëàáî â H1

0 (Ω) è ñèëüíî â L2(Ω) ïðè h→ 0 ,
ỹh → y ñèëüíî â L2(Ω) , ũh → u ñëàáî â L2(Ω) ïðè h→ 0 .Â ñèëó ëåììû 3 ïðåäåëüíàÿ ïàðà (y, u) ïðèíàäëåæèò K , à ñîãëàñíî ëåììå 4 äëÿëþáîé ïàðû �óíêöèé (z, v) ∈ K ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zh, ṽh) èç Kh ,ñèëüíî â H1

0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäÿùàÿñÿ ê (z, v) . Ïîýòîìó
J(y, u) 6 lim inf

h→0
Jh(yh, ũh) 6 lim

h→0
Jh(zh, ṽh) = J(z, v). (10)



�ÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß. . . 133Èòàê, ïàðà (y, u) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿè âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(yh, ũh)} ñëàáî â H1
0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê (y, u) .Äîêàæåì åå ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ (10)ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zh, ṽh) èç Kh , ñèëüíî â H1
0 (Ω) × L2(Ω) ñõîäÿùóþñÿ ê (y, u) ,îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Jh(yh, ũh) ñòðåìèòñÿ ïðè h→ 0 ê J(y, u) .Ïîñêîëüêó yh → y, ydh → yd ñèëüíî â L2(Ω) , òî ∫

Ω

(yh − ydh)2 dx →
∫

Ω

(y − yd)
2 dx,ïîýòîìó è ∫

Ω

ũ2
hdx→

∫

Ω

u2 dx ïðè h to0 . Âìåñòå ñî ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ â L2(Ω) ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè {ũh} ê u ýòî âëå÷åò åå ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü. Îñòàëîñü äîêàçàòüñèëüíóþ ñõîäèìîñòü â H1
0 (Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé {yh} óðàâíåíèÿ ñîñòî-ÿíèÿ (8) ê y . Ïóñòü zh ñèëüíî â H1

0 (Ω) ñòðåìÿòñÿ ê y . Òîãäà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (8), ïîëó÷èì
∫

Ω

∇(yh − zh) · ∇(yh − zh) dx =

∫

Ω

ũh(ỹh − z̃h) dx−
∫

Ω

∇zh · ∇(yh − zh) dx.Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ‖yh − zh‖H1 → 0 , îòêóäàñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü {yh} ê y â H1
0 (Ω) .2. Êîíå÷íîìåðíûå ñåäëîâûå çàäà÷èÏóñòü ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ xij , 1 6 i, j 6 n, ñåòêè ωh êàêèì-ëèáîîáðàçîì óïîðÿäî÷åíî. Ïîñòàâèì âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íûì�óíêöèÿì âåêòîðû èç R

N , N = n2, èõ óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ ñ êîîðäèíàòàìè, ñîîò-âåòñòâóþùèìè âûáðàííîìó óïîðÿäî÷åíèþ óçëîâ. Äàëåå ‖·‖ è (·, ·) � ýòî åâêëèäîâàíîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
N .Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (5) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå Ly = u ñ ñèììåò-ðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé L � ìàòðèöåé ñåòî÷íîãî îïåðàòîðàËàïëàñà ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîåñîáñòâåííîå ÷èñëî L ðàâíî µmin =

8

h2
sin2 πh

2
è îãðàíè÷åíî ñíèçó êîíñòàíòîé,íå çàâèñÿùåé îò h .Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé â ñåòî÷íîé çàäà÷å ïðèíèìàþò âèä:

Uad = {u ∈ R
N : |ui| 6 1 ∀i}, Yad = {y ∈ R

N :

N∑

i=1

h2yi 6 1 ∀i},à öåëåâàÿ �óíêöèÿ ïîñëå äåëåíèÿ íà h2 ðàâíà 1

2
‖y − yd‖2 +

r

2
‖u‖2. Ïóñòü ϕ(u) =

= IUad
(u) è θ(y) = IYad

(y) � èíäèêàòîðíûå �óíêöèè ìíîæåñòâ Uad è Yad . Â èòîãåñåòî÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
min
Ly=u

{
J(y, u) =

1

2
‖y − yd‖2 +

r

2
‖u‖2 + ϕ(u) + θ(y)

}
. (11)Îïðåäåëèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (11) ðàâåíñòâîì

L(y, u) =
1

2
‖y − yd‖2 +

r

2
‖u‖2 + ϕ(u) + θ(y) − (Ly − u, λ). (12)



134 Ä.�. ÇÀËßËÎÂ, À.Â. ËÀÏÈÍÑåäëîâàÿ òî÷êà �óíêöèè Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [16℄) ñëå-äóþùåé ñèñòåìû, äàþùåé óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà:


E 0 −L
0 rE E
−L E 0





y
u
λ


+



∂θ(y)
∂ϕ(u)

0


 ∋



yd

0
0


 . (13)Ëåììà 5. Çàäà÷à (13) èìååò ðåøåíèå (y, u, λ) , ïðè ýòîì ïàðà (y, u) îïðåäå-ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (11).Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x = (y, u), ψ(x) =

= (θ(y), ϕ(u)),

C =
(
−L E

)
, A =

(
E 0
0 rE

)
. (14)Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöà C èìååò ïîëíûéðàíã. Êðîìå òîãî, ïàðà âåêòîðîâ (y, u) = (0, 0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíî-æåñòâà Yad × Uad è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ly = u . Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâàîáåñïå÷èâàþò ñïðàâåäëèâîñòü ñ�îðìóëèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà (ñì. [13, ãë. 5℄).Ïóñòü òåïåðü èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ θ(y) = IYad

(y) ìíîæåñòâà Yad àïïðîêñè-ìèðîâàíà äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé
θε(y) =

1

2 ε

(( N∑

i=1

h2yi − 1
)+
)2

.�àññìîòðèì íàðÿäó ñ ñåäëîâîé çàäà÷åé (13) ñëåäóþùóþ ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó:



E 0 −L
0 rE E
−L E 0








yε

uε

λε



+




∇θε(yε)
∂ϕ(uε)

0



 ∋




yd

0
0



 . (15)Çäåñü ãðàäèåíò ∇θε(y) �óíêöèè θ(y) � âåêòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîîðäèíàòàìè, ðàâ-íûìè 1

ε

( N∑

i=1

h2yi − 1
)+ .Àíàëîãè÷íî ëåììå 5 íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (15) èìååò ðåøåíèå

(yε, uε, λε) ñ åäèíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè yε è uε . Áîëåå òîãî, λε òàêæå îïðå-äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî èç ðàâåíñòâà λε = L−1(yε − yd + ∇θε(yε)).Îöåíêó áëèçîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé è ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷ äàåò ñëåäóþùàÿËåììà 6. Ïóñòü (yε, uε, λε) � ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (15), (y, u, λ)� ðåøåíèå èñõîäíîé ñåäëîâîé çàäà÷è (13), γy ∈ ∂θ(y) � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìóðåøåíèþ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé âåêòîð èç ìíîæåñòâà ∂θ(y) , òî åñòü γy =
= yd − y + Lλ . Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖yε − y‖ + r ‖uε − u‖2
6
ε

2
‖γy‖2. (16)Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåê-òîðîâ è ìàòðèö A è C (ñì. (14)) è ïóñòü, êðîìå òîãî, ψε(x) = (θε(y), ϕ(u)). Èñïîëü-çóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ è âû÷èòàÿ (13) èç (15), ïîëó÷èì

(
A −CT

−C 0

)(
xε − x
λε − λ

)
+

(
∂ψε(xε) − ∂ψ(x)

0

)
∋ 0.



�ÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß. . . 135Óìíîæàÿ òåïåðü ñêàëÿðíî ñîîòíîøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî íà xε − x è
λ− λε è ñêëàäûâàÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
‖yε − y‖2 + r ‖uε − u‖2 + (∇θε(yε) − ∂θ(y), yε − y) + (∂ϕ(uε) − ∂ϕ(u), uε − u) = 0.Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà ∂ϕ ñëåäóåò (∂ϕ(uε) − ∂ϕ(u), uε − u) > 0 . Â ñèëó âû-ïóêëîñòè θε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (∇θε(yε), yε − y) > θε(yε) − θε(y) = θε(yε) .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

‖yε − y‖2 + r ‖uε − u‖2 + θε(yε) 6 (γy, yε − y), γy ∈ ∂θ(y). (17)Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé Yad � ýòî ïîëóïðîñòðàíñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî � ïëîñêîñòü
S = {y :

N∑
i=1

h2yi = 1} . Âåêòîð γy = 0, åñëè y ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè Yad , îíîðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè S è íàïðàâëåí â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ N∑
i=1

h2yi , åñëè y ∈ S .Ïîýòîìó (γy, yε − y) > 0 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà yε /∈ Yad. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî
yε � òàêîé âåêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PS îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿíà ïëîñêîñòü S , òîãäà

(γy, yε − y) = (γy, yε − y − PS(yε − y)) = (γy, yε − PS(yε)) = ‖γy‖‖yε − PS(yε)‖ =

= ‖γy‖
( N∑

i=1

h2yi − 1
)+

6
ε

2
‖γy‖2 +

1

2 ε

(( N∑

i=1

h2yi − 1
)+)2

=
ε

2
‖γy‖2 + θε(y). (18)Èç (17) è (18) ñëåäóåò îöåíêà (16).Çàìå÷àíèå 1. a) Åñëè ðåøåíèå ñåäëîâîé çàäà÷è (y, u, λ) � åäèíñòâåííîå,òî γy ∈ ∂θ(y) � òàêæå åäèíñòâåííûé âåêòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì γy = yd −

− y + Lλ .b) Äëÿ îöåíêè áëèçîñòè òî÷íîãî è ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèé ìîæíî èñïîëü-çîâàòü â (16) âåêòîð γy = yd − y + Lλ ñ âû÷èñëåííûìè ïðèáëèæåíèÿìè ê y è λ .) Âåëè÷èíà ‖γy‖ â îöåíêå (16) çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà òî÷åê ñåòêè, â êîòî-ðûõ îãðàíè÷åíèÿ íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ y àêòèâíû, à òàêæå îò òîãî, íàñêîëüêî ýòèîãðàíè÷åíèÿ ¾æåñòêèå¿.Ïóñòü òåïåðü èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ϕ ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé Uad òàêæå çà-ìåíåíà ðåãóëÿðèçîâàííîé �óíêöèåé
ϕε(u) =

1

2ε
‖(u+ 1)−‖2 +

1

2 ε
‖(u− 1)+‖2ãäå v− è v+ � âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè u−i è v+

i ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèìïîëíîñòüþ ðåãóëÿðèçîâàííûé âàðèàíò çàäà÷è:


E 0 −L
0 rE E
−L E 0





yε

uε

λε


+




∇θε(yε)
∇ϕε(uε)

0


 =



yd

0
0


 . (19)Îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (yε, uε, λε) .Ëåììà 7. Ïóñòü (yε, uε, λε) � ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (19),

(y, u, λ) � ðåøåíèå èñõîäíîé ñåäëîâîé çàäà÷è (13). Ïóñòü γy ∈ ∂θ(y) è γu ∈
∈ ∂ϕ(u) � ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ðåøåíèþ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå âåêòîðû



136 Ä.�. ÇÀËßËÎÂ, À.Â. ËÀÏÈÍèç ìíîæåñòâ ∂θ(y) è ∂ϕ(u) , òî åñòü γy = yd − y + Lλ , γu = −ru − λ . Òîãäàñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖yε − y‖ + r ‖uε − u‖2

6
ε

2
(‖γy‖2 + ‖γu‖2). (20)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6, ïîëó-÷àåì íåðàâåíñòâî (àíàëîã (17)):

‖yε − y‖2 + r ‖uε − u‖2 + θε(yε) + ϕε(uε) 6 (γy, yε − y) + (γu, uε − u),ãäå γy ∈ ∂θ(y), γu ∈ ∂ϕ(u) . Îöåíêà (γy, yε − y) 6
ε

2
‖γy‖2 + θε(y) ïîëó÷åíà âûøå.Äàëåå,

(γu, uε − u) 6
∑

i∈I

γui(uεi + 1) +
∑

i∈J

γui(uεi − 1) = (γ−u , (uε + 1)−) + (γ+
u , (uε − 1)+),ãäå I = {i : uεi < −1; è γui < 0} è J = {i : uεi > 1 è γui > 0}. Îòñþäà

(γu, uε − u) 6 (γ−u , (uε + 1)−) + (γ+
u , (uε − 1)+) 6

6
1

2 ε
(‖(uε + 1)−‖2 + ‖(uε − 1)+‖2) +

ε

2
(‖γ−u ‖2 + ‖γ+

u ‖2) =

= ϕε(uε) +
ε

2
‖γu‖2. (21)Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïðèõîäèì ê (20).3. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåäëîâûõ çàäà÷3.1. �ðàäèåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (15). �àç-ðåøèâ òðåòüå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (15) îòíîñèòåëüíî yε è çàòåì ïåðâîå óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî λε , ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå äëÿ âåêòîðà uε (â äàëüíåéøåì îïóñêàåìèíäåêñ ε ó âåêòîðà uε ):

ru + L−2u+ L−1∇θε(L
−1u) + ∂ϕ(u) ∋ L−1yd. (22)Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ (22) îäíîøàãîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä

uk+1 − uk

τ
+ Pεu

k + ∂ϕ(uk+1) ∋ L−1yd, (23)ãäå Pε = rE + L−2 + L−1∇θε ◦ L−1 .Àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà (23) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.1. Äëÿ èçâåñòíîãî âåêòîðà óïðàâëåíèÿ uk íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ-íèÿ Lyk = uk;2. Íàõîäèì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå λk = L−1(yk − yd + ∇θε(y
k)) .3. Íàõîäèì íîâîå ïðèáëèæåíèå ê âåêòîðó óïðàâëåíèÿ, ðåøèâ âêëþ÷åíèå ñ äèà-ãîíàëüíûì ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì E + τ∂ϕ :

uk+1 + τ∂ϕ(uk+1) ∋ (1 + τr)uk − τλk.Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (23) áóäåì èñïîëü-çîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.



�ÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß. . . 137Óòâåðæäåíèå 1 [12, Òåîðåìà 4℄. Ïóñòü Q � ìîíîòîííûé (â îáùåì ñëó÷àåìíîãîçíà÷íûé) îïåðàòîð, à îïåðàòîð P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(P (u) − P (v), u− v) > α‖u− v‖2

B,

(P (u) − P (v), w) 6 β1/2 (P (u) − P (v), u − v)1/2‖w‖B,
(24)ãäå B � ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà èòåðàöèèñòàöèîíàðíîãî îäíîøàãîâîãî ìåòîäà

1

τ
B(uk+1 − uk) + P (uk) +Q(uk+1) ∋ 0ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âêëþ÷åíèÿ P (u) + Q(u) ∋ 0 ïðè τ ∈ (0, 2/β) è ëþáîì íà-÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0 . Äëÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà τ = 1/β ñïðàâåäëèâàîöåíêà

‖uk+1 − u‖B 6 ρ1/2‖uk − u‖B, ρ = 1 − α/β. (25)Òåîðåìà 2. Èòåðàöèîííûé ìåòîä (23) ñõîäèòñÿ ïðè
0 < τ <

2ε

µ−2
min + ε(r + µ−2

min)
,ãäå µmin � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïðè

τ =
ε

µ−2
min + ε(r + µ−2

min)ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì
‖uk+1 − u‖ 6 ρ1/2‖uk − u‖, ρ = 1 − r ε

µ−2
min + ε(r + µ−2

min)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå 1 ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé B . Äî-ñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêè âèäà (27) äëÿ îïåðàòîðà Pε = P1 + P2 ε , ãäå

P1 = L−2 + rE, P2 ε = L−1 ∇θε ◦ L−1.Äëÿ P1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè rE 6 P1 6 (r + µ−2
min)E. Äàëåå, îïåðàòîð P2 ε � ìîíî-òîííûé:

(P2 ε(u) − P2 ε(v), u− v) = (∇θε(L
−1u) −∇θε(L

−1v), L−1u− L−1v) > 0.Äëÿ âûâîäà âòîðîé îöåíêè äëÿ P2 ε äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâîäëÿ âåêòîðà ∇θε(y) . Íàïîìíèì, ÷òî ∇θε(y) � ýòî âåêòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîîðäè-íàòàìè, ðàâíûìè 1

ε
wideỹ+, ỹ =

N∑

i=1

h2yi − 1 . Ïîýòîìó
(∇θε(y) −∇θε(z), y − z) =

1

ε
(ỹ+ − z̃+)

N∑

i=1

(yi − zi) =
1

h2ε
(ỹ+ − z̃+)(ỹ − z̃) >

>
1

h2ε
(ỹ+ − z̃+)2
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(∇θε(y) −∇θε(z), x) =

1

ε
(ỹ+ − z̃+)

N∑

i=1

xi 6

6
1√
ε
(∇θε(y) −∇θε(z), y − z)1/2h

N∑

i=1

|xi| 6

6
1√
ε
(∇θε(y) −∇θε(z), y − z)1/2‖x‖. (26)Â ñèëó íåðàâåíñòâà (26) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ P2 ε :

(P2 ε(u) − P2 ε(v), w) 6
1

µmin
√
ε

(P2 ε(u) − P2 ε(v), u− v)1/2
∥∥w
∥∥,Îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ P1 è P2 ε , ïîëó÷èì

(Pε(u) − Pε(v), u − v) > r
∥∥u− v

∥∥2
,

(Pε(u) − Pε(v), w) 6 β1/2 (Pε(u) − Pε(v), u− v)1/2
∥∥w
∥∥,

(27)ãäå β = µ−2
min + r + µ−2

minε
−1 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëü-çîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 1.3.2. Ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä Óçàâû äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Èñêëþ-÷èâ âåêòîðû y è u â ñèñòåìå (13), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ λ

P (λ) ≡ L(E + ∂θ)−1(Lλ+ yd) − (rE + ∂ϕ)−1(−λ) = 0. (28)Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ (28) èòåðàöèîííûé ìåòîä
L2λ

k+1 − λk

τ
+ P (λk) = 0, (29)ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûì ìåòîäîì Óçàâû äëÿ îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè�óíêöèè Ëàãðàíæà (12). Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåøàãè.1. Äëÿ èçâåñòíîãî âåêòîðà λk íàõîäèì yk è uk , ðåøèâ âêëþ÷åíèÿ ñ äèàãîíàëü-íûìè ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè

(E + ∂θ)yk ∋ Lλk + yd è (r E + ∂ϕ)uk ∋ −λk.2. Âû÷èñëÿåì pk = L−1uk .3. �åøàåì óðàâíåíèå
L
λk+1 − λk

τ
= −yk + pk.Òåîðåìà 3. Èòåðàöèîííûé ìåòîä (29) ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè

0 < τ <
2r

r + µ−2
min

. (30)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [13℄ èòåðàöèîííûé ìåòîä (29) ñõîäèòñÿ, åñëè âû-ïîëíåíî íåðàâåíñòâî
L2 >

τ

2
CA−1CT , (31)
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CA−1CT = L2 + r−1E 6 (1 + r−1µ−2

min)L
2,óñëîâèå (31) âûïîëíåíî ïðè τ <

2r

r + µ−2
min

.�àññìîòðèì òåïåðü ìåòîä Óçàâû äëÿ ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (19) èïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è òåîðåòè÷åñêè îïòèìàëüíûé èòåðàöèîííûéïàðàìåòð τ .Èñêëþ÷èâ âåêòîðû y è u â ñèñòåìå (19), äëÿ íàõîæäåíèÿ λ ïîëó÷èì óðàâíåíèå
Pε(λ) ≡ L(E + ∇θε)

−1(Lλ+ yd) − (rE + ∇ϕε)
−1(−λ) = 0. (32)Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ (32) èòåðàöèîííûé ìåòîä

L2λ
k+1 − λk

τ
+ Pε(λ

k) = 0. (33)Òåîðåìà 4. Èòåðàöèîííûé ìåòîä (29) ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè
0 < τ <

2r

r + µ−2
min

. (34)Ïðè
τ =

r

r + µ−2
minñêîðîñòü ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖uk+1 − u‖ 6 ρ1/2‖uk − u‖, ρ = 1 − r ε

(1 + ε)(r + µ−2
min)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Â î÷åðåäíîé ðàç èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå 1, ïîëàãàÿ B =
= L2 , P = P1ε+P2ε, P1ε(λ) = L(E+∇θε)

−1(Lλ+yd) , P2ε(λ) = −(rE+∇ϕε)
−1(−λ) .Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò ðàâåíñòâî

(E + ∇θε)
−1(y)i = yi −

1

1 + ε
ỹ+ ∀ i,èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

((E + ∇θε)
−1(y) − (E + ∇θε)

−1(z), y − z) =

= ‖y − z‖2 − 1

1 + ε
(ỹ+ − z̃+, y − z) >

ε

1 + ε
‖y − z‖2.Ýòî íåðàâåíñòâî âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà P1ε :

(P1ε(λ) − P1ε(µ), λ − µ) >
ε

1 + ε
‖L(λ− µ)‖2 ∀λ, µ.Îïåðàòîð P2ε òàêæå ìîíîòîííûé:

(P2ε(λ)−P2ε(µ), λ−µ) = (−(rE+∇ϕε)
−1(−λ)+(rE+∇ϕε)

−1(−µ), λ−µ) > 0 ∀λ, µ.Äàëåå, èç íåðàâåíñòâ
‖(E + ∇θε)

−1(y) − (E + ∇θε)
−1(z)‖ 6 ((E + ∇θε)

−1(y) − (E + ∇θε)
−1(z), y − z)1/2,
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‖(rE+∇ϕε)

−1(y)−(rE+∇ϕε)
−1(z)‖ 6

1

r
((rE+∇ϕε)

−1(y)−(rE+∇ϕε)
−1(z), y−z)1/2ñëåäóþò îöåíêè ñâåðõó äëÿ îïåðàòîðîâ P1ε è P2ε :

(P1ε(λ) − P1ε(µ), ζ) > (P1ε(λ) − P1ε(µ), λ− µ)1/2‖Lζ‖ ∀λ, µ, ζ.

(P2ε(λ) − P2ε(µ), ζ) 6
1

r1/2
(P2ε(λ) − P2ε(µ), λ − µ)1/2‖ζ‖ 6

6
1

r1/2µmin
(P2ε(λ) − P2ε(µ), λ− µ)1/2‖Lζ‖ ∀λ, µ, ζ.Îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ P1 ε è P2 ε , ïîëó÷èì

(Pε(u) − Pε(v), u − v) >
ε

1 + ε

∥∥u− v
∥∥2
,

(Pε(u) − Pε(v), w) 6 β1/2 (Pε(u) − Pε(v), u− v)1/2
∥∥w
∥∥,ãäå β = 1+

1

r1/2µmin
. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿóòâåðæäåíèåì 1.Êàê âèäíî èç îöåíîê òåîðåì 2 è 4, ãðàäèåíòíûé ìåòîä è ìåòîä Óçàâû äëÿ ðåãó-ëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ ñðàâíèìû ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (àñèìïòîòè÷åñêè ïî ε îíèèìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè). Ïðè ýòîì â ìåòîäå Óçàâû äîïóñòèìûéèíòåðâàë äëÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà íå çàâèñèò îò ε , áîëåå òîãî, òåîðåòè÷åñêèîïòèìàëüíûé ïàðàìåòð

τ =
r

r + µ−2
minòàêæå íå çàâèñèò îò ε . Ïîýòîìó �îðìàëüíûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 äàåò òåî-ðåòè÷åñêè ¾îïòèìàëüíûé¿ èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð â ìåòîäå Óçàâû äëÿ èñõîäíîé(íåðåãóëÿðèçîâàííîé) çàäà÷è. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñëåííîîïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ áëèçîê ê óêàçàííîìó çíà÷åíèþ.3.3. Êîíòðîëü òî÷íîñòè è êðèòåðèè îñòàíîâêè. Äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòèèòåðàöèé ìû èñïîëüçóåì îöåíêó íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî âñëó÷àå ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûì îïåðàòîðîì, äàíî íèæå.Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû

Ax− CTλ+ ∂ψ(x) ∋ f, Cx = 0êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, ìû íàõîäèì íå òîëüêî ïðèáëèæåíèå (xk, λk)ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (x, λ) , íî è åäèíñòâåííûé âåêòîð γk ∈ ∂ψ(xk) . Îïðåäåëèìêîìïîíåíòû âåêòîðà íåâÿçêè ðàâåíñòâàìè
rk
x = f −Axk − γk + CTλk, rk

λ = Cxk. (35)Òîãäà âåêòîð ïîãðåøíîñòè (x − xk, λ− λk)T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå âêëþ÷åíèé
(
A −CT

C 0

)(
x− xk

λ− λk

)
+

(
∂ψ(x) − γk

0

)
∋
(
rk
x

rk
λ

)
.Óìíîæèâ ñêàëÿðíî ýòó ñèñòåìó íà âåêòîð (x − xk, λ − λk)T è âîñïîëüçîâàâøèñüíåðàâåíñòâîì (∂ψ(x) − ∂ψ(xk), x− xk) > 0 , ïîëó÷èì

(A(x− xk), x− xk) 6 (rk
x, x− xk) + (rk

λ, λ− λk).
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m‖x− xk‖2

6 ‖rk
x‖‖x− xk‖ + ‖rk

λ‖ ‖λ− λk‖,èëè
‖x− xk‖ 6 c1‖rk

x‖ + c2‖λ− λk‖1/2‖rk
λ‖1/2 ∀ k (36)ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2 , íå çàâèñÿùèìè îò íîìåðà èòåðàöèè k . Òàê êàê ‖λ−λk‖ → 0ïðè k → ∞ , òî ‖λ− λk‖ 6 const , è íåðàâåíñòâî (36) äàåò èí�îðìàöèþ î ïîãðåø-íîñòè ‖x− xk‖ ÷åðåç îöåíêó íîðì êîìïîíåíò íåâÿçêè ‖rk

x‖ è ‖rk
λ‖ .Ïóñòü òðîéêà âåêòîðîâ (yk, uk, λk) � ýòî k -ÿ èòåðàöèÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà (23).Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà âåêòîðû uk è λk � ðåøåíèÿ ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ è ñåòî÷íîãî ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî � íàõîäÿòñÿ òî÷íî(èëè ïî êðàéíåé ìåðå ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ). Ïîýòîìó êîíòðîëåì òî÷íîñòèèòåðàöèé âûñòóïàåò íîðìà âåêòîðà íåâÿçêè âî âêëþ÷åíèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðè-áëèæåíèÿ ê âåêòîðó óïðàâëåíèÿ u : δk

u = ruk + λk + γk
u , ãäå γk

u ∈ ∂ϕ(uk) � âåêòîð,îïðåäåëåííûé íà ïðåäûäóùåì èòåðàöèîííîì øàãå:
uk − uk−1

τ
+ ruk−1 + λk−1 + γk

u = 0, γk
u ∈ ∂ϕ(uk).Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ íåâÿçêè:

δk
u =

(
r − 1

τ

)
(uk − uk−1) + λk − λk−1.Â êà÷åñòâå íîðìû áåðåì â äàëüíåéøåì ñåòî÷íûé àíàëîã L2 -íîðìû:

‖δk
u‖L2

=
( N∑

i=1

h2(δk
ui)

2
)1/2

.Îòìåòèì, ÷òî ìàëîñòü íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè õàðàêòåðèçóåò áëèçîñòü èòåðàöèèìåòîäà (23) ê ðåøåíèþ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (15), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,ìîæåò äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (13) (ñì.îöåíêó (16)).Ïóñòü òåïåðü òðîéêà âåêòîðîâ (yk, uk, λk) åñòü k -ÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà (29). Ïðèðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äâóõ âêëþ÷åíèé íà ïåðâîì øàãå îïèñàííîãîâûøå àëãîðèòìà íàõîäÿòñÿ òî÷íî. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êîíòðîëÿ òî÷íîñòè èòåðàöèéáåðåòñÿ L2 -íîðìà âåêòîðà íåâÿçêè δk
λ = Lyk − uk.4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ çàäà÷è ñ �óíêöèåé íàáëþäåíèÿ

yd = 10(sinπx1 + sinπx2) è äëÿ ðàçíûõ âåñîâûõ ïàðàìåòðîâ r â öåëåâîé �óíêöèè.Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé áûëè óñëîâèÿ ‖δk
u‖2

L2
< 10−5 è ‖δk

λ‖2
L2
< 10−5 äëÿìåòîäîâ (23) è (29) ñîîòâåòñòâåííî.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé â îáîèõ ìåòîäàõ âûáèðàëèñü íóëåâûå âåê-òîðû. Êðîìå òîãî, áûëè ðåàëèçîâàíû âàðèàíòû èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, íàçâàííûåäâóõñåòî÷íûìè. Èìåííî, âíà÷àëå ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ íà ñåòêå, â äâà ðàçà áî-ëåå êðóïíîé, ÷åì èñõîäíàÿ. Çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èíòåðïîëèðîâàëèñü íàìåëêóþ ñåòêó è ïðèíèìàëèñü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ýòîò ïðèåì ïîç-âîëèë óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, èñïîëüçîâà-íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ è áîëåå ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê íå ïðèâîäÿò ê çàìåòíîìóóñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè.



142 Ä.�. ÇÀËßËÎÂ, À.Â. ËÀÏÈÍ Òàáë. 1�ðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, r = 0.005, ε = 0.02

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 946, 00:00:31 1902, 00:00:26100 950, 00:02:31 1890, 00:01:49200 951, 00:22:28 1858, 00:13:48 Òàáë. 2Ìåòîä Óçàâû, r = 0.005

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 540, 00:00:09 815, 00:00:07100 901, 00:00:34 1339, 00:00:31200 1868, 00:04:42 2748, 00:03:56 Òàáë. 3�ðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, r = 0.01, ε = 0.02

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 901, 00:00:30 1851, 00:00:27100 901, 00:02:27 1829, 00:01:49200 904, 00:20:46 1801, 00:13:15 Òàáë. 4Ìåòîä Óçàâû, r = 0.01

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 955, 00:00:12 1415, 00:00:09100 1615, 00:00:59 2369, 00:00:42200 3411, 00:08:14 4973, 00:05:28 Òàáë. 5�ðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, r = 0.015, ε = 0.02

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 868, 00:00:32 1811, 00:00:28100 867, 00:02:31 1789, 00:01:48200 869, 00:20:18 1761, 00:12:59 Òàáë. 6Ìåòîä Óçàâû, r = 0.015

n �åøåíèå íà îäíîé ñåòêå Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ ÷èñëî èòåðàöèé, âðåìÿ60 1373, 00:00:17 2009, 00:00:10100 2328, 00:01:25 3395, 00:00:49200 4947, 00:11:31 7187, 00:06:59
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