
Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà http://kpfu.ru/science/nauchnye-izdaniya/ivrm/
2019, �10, c. 87�93 e-mail: izvuz.matem@kpfu.ru

Êðàòêîå ñîîáùåíèå

À.Â.ÀÌÈÍÎÂÀ, Ä.Ð.ÕÀÊÈÌÎÂ

ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎ-ÃÐÓÏÏÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ h-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÒÈÏÀ {221}

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ êðèâèçíà 5-ìåðíîãî h-ïðîñòðàíñòâà H221 òèïà {221} [3], ïîëó÷àþòñÿ
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû H221 áûëî ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû K (òåîðåìà 1). Íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà â h-ïðîñòðàíñòâå
H221 íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåãîìîòåòè÷åñêîãî ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ â h-ïðîñòðàíñòâå H221 íåïîñòîÿííîé
êðèâèçíû (òåîðåìà 5) è êàê ñëåäñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà íåãîìîòåòè÷åñêîé ïðîåêòèâ-
íîé àëãåáðû Ëè â òàêîì ïðîñòðàíñòâå (òåîðåìà 6).
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1. Âåêòîðíîå ïîëåX íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñ ïðîåêòèâíîé ñòðóêòóðîé
Π íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, èëè ïðîåêòèâíûì äâè-

æåíèåì, åñëè ïîðîæäàåìàÿ ýòèì ïîëåì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè p ∈ M ëîêàëüíàÿ
1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç (ëîêàëüíûõ) ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. àâ-
òîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ñòðóêòóðû. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýòîãî ñîñòîèò â
âûïîëíåíèè óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà

∇h(Y,Z,W ) = 2g(Y, Z)Wϕ+ g(Y,W )Zϕ+ g(Z,W )Y ϕ, (1)

ðàâíîñèëüíîãî ïîñëå çàìåíû h = a+ 2ϕg óðàâíåíèþ

∇a(Y,Z,W ) = g(Y,W )Zϕ+ g(Z,W )Y ϕ, (2)

è îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà
LXg = h,

ãäå Y,Z,W ∈ TM , (n + 1)ϕ = divX [1]. Åñëè ϕ = const, ò. å. divX = const, òî ïðîåêòèâíîå
äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì.
Â êîñîíîðìàëüíîì ðåïåðå (Yh) ([1], ñ. 98), àäàïòèðîâàííîì ê õàðàêòåðèñòèêå Ñåãðå ñèì-

ìåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû h

χ =
{
r1 . . . rk0

(
mk0+1

1 . . .mk0+1
sk0+1

)
. . .
(
mk

1 . . .m
k
sk

)}
è çàäàííîì â îáëàñòè V ⊂ Mn ðàçáèåíèåì I =

⋃k
α=1 Iα, Iα = {s |nα + 1 ≤ s ≤ nα + rα} ,

n1 = 0, nα =
∑α−1

l=1 rl, r1 + ...+ rk = n, α = 2, . . . , k, ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ I = {1, . . . , n} è
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áèåêöèåé ∼: I → I: Iα 3 p→ p̃ = 2nα + rα + 1− p ∈ Iα (α = 1, . . . , k), èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ

è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè ḡpq = g(Yp, Yq) ≡ θp(Yq) = epδ
q̃
p, íàïðèìåð, θh = ehθh̃,

ep = ±1, óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä

dāpq +

n∑
h=1

eh(āhqωph̃ + āphωqh̃) = (Yqϕ)θp + (Ypϕ)θq,

ãäå θh � êàíîíè÷åñêàÿ 1-ôîðìà, ñîïðÿæåííàÿ ñ Yh, ωpq = −ωqp � 1-ôîðìà ñâÿçíîñòè, p, q, r =
1, . . . , n.
Êëàññèôèêàöèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ íåãîìîòåòè÷åñêèå ïðîåê-

òèâíûå äâèæåíèÿ, îñíîâàíà íà ðàçáèåíèè èõ ïî òèïàì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ïðîèçâîäíîé Ëè LXg ìåòðèêè g â íàïðàâëåíèè ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ X,
îïðåäåëÿåìîé â êàæäîé òî÷êå p ∈ V ⊆ M õàðàêòåðèñòèêîé Ñåãðå χ òåíçîðà h = LXg.
Òèï òåíçîðà LXg îïðåäåëÿåò òèï ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ X è òèï ìåòðèêè g â îáëàñòè V .
Òàêèå ìåòðèêè áóäåì íàçûâàòü h-ìåòðèêàìè òèïà χ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà �
h-ïðîñòðàíñòâàìè òèïà χ [2].
Â ðàáîòå [3] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîñîíîðìàëüíîãî ðåïåðà îïðåäåëåíû ïÿòèìåðíûå h-ïðîñò-

ðàíñòâà H221 òèïà {221} è óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ òîãî æå òèïà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ äâèæåíèé è âû-
÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêòèâíîé àëãåáðû Ëè â H221 íóæíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå h
óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà (1) â H221. Â äàííîé ñòàòüå (ï. 3, òåîðåìà 2) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
òðåáóåò îáðàùåíèÿ ê óñëîâèÿì èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé Ýéçåíõàðòà, âêëþ÷àþùèõ òåí-
çîð êðèâèçíû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû S5(K),
äîïóñêàþùèå ìàêñèìàëüíóþ 35-ìåðíóþ ïðîåêòèâíóþ ãðóïïó, ñòðîåíèå êîòîðîé õîðîøî èç-
âåñòíî (íàïðèìåð, [1], ãë. 4). Ñòðóêòóðà êðèâèçíû h-ïðîñòðàíñòâà H221 âûÿñíÿåòñÿ â ï. 2.
Â ï. 3 íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû H221 áûëî ïðîñòðàí-
ñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K (òåîðåìà 1). Â ï. 4 íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ýéçåíõàðòà â h-ïðîñòðàíñòâå òèïà {221} íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû, óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåãîìîòåòè÷åñêîãî ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ â
òàêîì ïðîñòðàíñòâå (òåîðåìà 5) è êàê ñëåäñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîåíèå íåãîìîòåòè÷åñêîé
ïðîåêòèâíîé àëãåáðû Ëè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (òåîðåìà 6).
2. Êàíîíè÷åñêèé êîñîíîðìàëüíûé ðåïåð (Yh) = ξ

h

i∂/∂xi çàäàåòñÿ â ïîäõîäÿùèõ êîîðäè-

íàòàõ xi ôîðìóëàìè

ξ
1

1 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
, ξ

2

1 =
1

2(f2 − f1)(f3 − f1)1/2

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
,

ξ
2

2 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2 (ε1 (x1 + τ(x2)) + 1− ε1)
, ξ

3

3 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
,

ξ
4

3 =
1

2(f1 − f2)(f3 − f2)1/2

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
, (3)

ξ
4

4 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2 (ε2 (x3 + ω(x4)) + 1− ε2)
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f3)(f2 − f3)
.

Â ýòîì ðåïåðå ìåòðèêà g h-ïðîñòðàíñòâà H221 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà
a = h− 2ϕg îïðåäåëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè
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āpq =


0 e1f1 0 0 0

e1f1 e1 0 0 0
0 0 0 e2f2 0
0 0 e2f2 e2 0
0 0 0 0 e3f3

 , ḡpq =


0 e1 0 0 0
e1 0 0 0 0
0 0 0 e2 0
0 0 e2 0 0
0 0 0 0 e3

 . (4)

Âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
Y1ϕ = Y3ϕ = 0, (5)

df1 = e1(Y2ϕ)θ1, df2 = e2(Y4ϕ)θ3, df3 = 2e3(Y5ϕ)θ5, (6)

ω14 =
Y4ϕ

f2 − f1
θ1, ω15 =

Y5ϕ

f3 − f1
θ1, ω21 = (Y2ϕ)θ2, ω23 =

Y2ϕ

f2 − f1
θ3,

ω24 =
Y4ϕ

(f2 − f1)2
θ1 +

Y4ϕ

f2 − f1
θ2 −

Y2ϕ

(f2 − f1)2
θ3 +

Y2ϕ

f2 − f1
θ4, (7)

ω25 =
Y5ϕ

(f3 − f1)2
θ1 +

Y5ϕ

f3 − f1
θ2 +

Y2ϕ

f3 − f1
θ5,

ω35 =
Y5ϕ

f3 − f2
θ3, ω43 = (Y4ϕ)θ4, ω45 =

Y5ϕ

(f3 − f2)2
θ3 +

Y5ϕ

f3 − f2
θ4 +

Y4ϕ

f3 − f2
θ5.

Çäåñü

ϕ = f1 + f2 +
1

2
f3 (8)

� îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ òèïà {221}, ωij = γjikθ
k � 1-ôîðìà

ñâÿçíîñòè â êîñîíîðìàëüíîì ðåïåðå (Yh), f1 = ε1x
2 + (1 − ε1)κ1, f2 = ε2x

4 + (1 − ε2)κ2,
f3 = µ(x5), ε1 è ε2 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 è 1, κ1, κ2 � ïîñòîÿííûå, e1, e2, e3 = ±1 [3].

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå Êàðòàíà dθi = −
∑5

j=1 ejωij∧θj̃ è ôîðìóëû (7),
íàõîäèì

dθ1 = −e1(Y2ϕ)θ1 ∧ θ2 −
e2(Y4ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 −

e3(Y5ϕ)

f3 − f1
θ1 ∧ θ5,

dθ2 = − e2(Y4ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 −

e3(Y5ϕ)

(f3 − f1)2
θ1 ∧ θ5 −

e2(Y4ϕ)

f2 − f1
θ2 ∧ θ3 −

e3(Y5ϕ)

f3 − f1
θ2 ∧ θ5,

dθ3 = −e1(Y2ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 − e2(Y4ϕ)θ3 ∧ θ4 −

e3(Y5ϕ)

f3 − f2
θ3 ∧ θ5,

dθ4 =
e1(Y2ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 −

e1(Y2ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ4 −

e3(Y5ϕ)

(f3 − f2)2
θ3 ∧ θ5 −

e3(Y5ϕ)

f3 − f2
θ4 ∧ θ5,

dθ5 = −e1(Y2ϕ)

f3 − f1
θ1 ∧ θ5 −

e2(Y4ϕ)

f3 − f2
θ3 ∧ θ5.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
A1 ≡ Y2ϕ, A2 ≡ Y4ϕ, A3 ≡ Y5ϕ,

C1 ≡ e1Y2(Y2ϕ), C2 ≡ e2Y4(Y4ϕ), C3 ≡ e3Y5(Y5ϕ).

Âçÿâ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà df1 = e1(Y2ϕ)θ1 ≡ e1A1θ1 (6) è
ñðàâíèâàÿ ýòî ñ dA1 = θlYlY2ϕ = θl[Yl, Y2] + θlY2Ylϕ, ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷èì

dA1 = C1θ1 − e1A2
1θ2 −A1

(
e2

A2

f2 − f1
θ3 + e3

A3

f3 − f1
θ5

)
.

Òàê æå âû÷èñëÿþòñÿ dA2 è dA3. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè ñîîòíîøåíèÿìè è âòîðûì
ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèåì Êàðòàíà
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Ωij = dωij +
∑5

l=1 elωil∧ωl̃j , âû÷èñëèì 2-ôîðìó êðèâèçíû Ωij h-ïðîñòðàíñòâà òèïà {221}:

Ω12 = −
(
C1 +

e3A
2
3

(f3 − f1)2

)
θ1 ∧ θ2, Ω13 = − e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ1 ∧ θ3,

Ω14 = −
(

C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)
θ1 ∧ θ3 −

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ1 ∧ θ4,

Ω15 = −
(

C3

f3 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2

)
θ1 ∧ θ5,

Ω23 =

(
C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)

)
θ1 ∧ θ3 −

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ2 ∧ θ3,

Ω24 = −
(

C1

(f2 − f1)2
+

C2

(f2 − f1)2
+

e3A
2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)2

)
θ1 ∧ θ3+ (9)(

C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)

)
θ1 ∧ θ4 −

(
C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)
θ2 ∧ θ3−

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ2 ∧ θ4,

Ω25 = −
(

C3

(f3 − f1)2
− 2e3A

2
3

(f3 − f1)3
− C1

f3 − f1

)
θ1 ∧ θ5 −

(
C3

f3 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2

)
θ2 ∧ θ5,

Ω34 = −
(
C2 +

e3A
2
3

(f3 − f2)2

)
θ3 ∧ θ4, Ω35 = −

(
C3

f3 − f2
− e3A

2
3

(f3 − f2)2

)
θ3 ∧ θ5,

Ω45 = −
(

C3

(f3 − f2)2
− C2

f3 − f2
− 2e3A

2
3

(f3 − f2)3

)
θ3 ∧ θ5 −

(
C3

f3 − f2
− e3A

2
3

(f3 − f2)2

)
θ4 ∧ θ5.

3. Çàïèøåì 2-ôîðìó êðèâèçíû â âèäå Ωij ≡
∑

(kl)Kijklθk ∧ θl (k, l = 1, . . . , 5, k < l) è

ïîëîæèì Kijij ≡ ρij , òîãäà ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä

Ωij = ρijθi ∧ θj +
∑

(kl)6=(ij)

Kijklθk ∧ θl (i, j, k, l = 1, . . . , 5, i < j, k < l),

ãäå â ñèëó (9)

ρ12 = −C1−
e3A

2
3

(f3 − f1)2
, ρ13 = ρ14 = ρ23 = ρ24 = − e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
, ρ34 = −C2−

e3A
2
3

(f3 − f2)2
,

ρ15 = ρ25 = − C3

f3 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)2
, ρ35 = ρ45 = − C3

f3 − f2
+

e3A
2
3

(f3 − f2)2
,

à èç êîýôôèöèåíòîâ Kijkl ïðè (kl) 6= (ij) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî

K1413 = − C2

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2
, K2313 =

C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)
,

K2413 = − C1 + C2

(f2 − f1)2
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)2
, K2414 = K2313, K2423 = K1413,

K2515 = − C3

(f3 − f1)2
+

2e3A
2
3

(f3 − f1)3
+

C1

f3 − f1
, K4535 = − C3

(f3 − f2)2
+

2e3A
2
3

(f3 − f2)3
+

C2

f3 − f2
.
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Tåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû h-ïðîñòðàíñòâî H221 òèïà {221} áûëî ïðîñòðàíñòâîì ïî-

ñòîÿííîé êðèâèçíû K: Ωij = Kθi ∧ θj, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

K1413 = K2313 = K2515 = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî

C1 =
e3(f2 − f1)A2

3

(f3 − f1)2(f3 − f2)
, C2 = − e3(f2 − f1)A2

3

(f3 − f1)(f3 − f2)2
, C3 =

e3(2f3 − f1 − f2)A2
3

(f1 − f3)(f2 − f3)
, (10)

ïðè ýòîì Kijkl = 0 äëÿ âñåõ (kl) 6= (ij),

Ωij = ρθi ∧ θj , ρij = − e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
≡ ρ = K (11)

(i, j, k, l = 1, . . . , 5; i < j, k < l).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé K1413 = K2313 = K2515 = 0 ñëåäóåò èç
ôîðìóëû Ωij = Kθi ∧ θj , îïðåäåëÿþùåé ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K. Åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ (10), òî ρij = ρkl äëÿ âñåõ i, j, k, l = 1, . . . , 5; i < j, k < l. Îáîçíà÷èâ ρij ≡ ρ,
íàéäåì Ωij = ρθi ∧ θj , ãäå ïî òåîðåìå Øóðà [4] ρ = const ≡ K.
4. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà â h-ïðîñòðàíñòâå (H221, g) íåïîñòîÿííîé

êðèâèçíû.

Tåîðåìà 2. Ëþáîå ðåøåíèå (k, g, ψ) óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà

∇k(Y, Z,W ) = 2g(Y, Z)Wψ + g(W,Z)Y ψ + g(Y,W )Zψ,

ðàâíîñèëüíîãî ïîñëå çàìåíû k = b+ 2ψg óðàâíåíèþ

∇b(Y,Z,W ) = g(W,Z)Y ψ + g(Y,W )Zψ, (12)

â h-ïðîñòðàíñòâå (H221, g) òèïà {221} íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ψ = c1

(
f1 + f2 +

1

2
f3

)
+ const = c1ϕ+ const, (13)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (8), c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èí fi è òåíçîðíîãî õàðàêòåðà ðàâåí-
ñòâà (13) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî â êàíîíè÷åñêîì êîñîðåïåðå (3), ãäå óðàâíåíèå (12) ïðè-
íèìàåò âèä

db̄pq +
5∑

h=1

eh

(
b̄hqωph̃ + b̄phωqh̃

)
= (Yqψ)θp + (Ypψ)θq, (14)

ωph̃ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (7), à b̄pq � êîìïîíåíòû òåíçîðà b â êîñîðåïåðå (3).

Ïðèìåíèâ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë d ê óðàâíåíèþ (14), ïîëó÷èì óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìî-
ñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ

b̄phΩh
q + b̄hqΩ

h
p = ψphθ

h ∧ θq + ψhqθ
h ∧ θp, (15)

ãäå Ωh
p = ehΩh̃p, ψph ≡ −YhYpψ − γlphYlψ = ψhp. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-

íàêîâûõ áàçèñíûõ 2-ôîðìàõ θh ∧ θq ñëåâà è ñïðàâà â (15), ïðè (pq) = (11), (13), (15), (14)
íàéäåì

ψ11 = −b̄11
(
C1 +

e3A
2
3

(f3 − f1)2

)
= −b̄11

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
= b̄11

(
e3A

2
3

(f3 − f1)2
− C3

f3 − f1

)
,

b̄11

(
C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)
= 0.
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Åñëè b̄11 6= 0, òî îòñþäà ñëåäóåò (10), è ïî òåîðåìå 1 H221 èìååò ïîñòîÿííyþ êðèâèçíó, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ïîýòîìó b̄11 = ψ11 = 0. Òàê æå âûâîäÿòñÿ ðàâåíñòâà

b̄i15 = b̄i25 = b̄i1i2 = 0, ψi15 = ψi25 = ψi1i2 = 0 (i1 = 1, 2; i2 = 3, 4). (16)

C ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ óðàâíåíèÿ (14), ãäå ωhs îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (7), ïðè (pq) =
(11), (12) äàþò Y1ψ = 0, db̄12 ≡ θlYlb̄12 = (Y2ψ)θ1. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3), îòñþäà âûâîäèì
b̄12 = e1α(x2), ∂2ψ = α′. Òàê æå ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà b̄34 = e2β(x4), b̄55 = e3γ(x5) è
ψ = α(x2) + β(x4) + (1/2)γ(x5) + const. Èç (14) ïðè (pq) = (23), (14) íàéäåì

α′ =
β − α
f2 − f1

f ′1, β′ =
β − α
f2 − f1

f ′2.

Â ñëó÷àå f2
′f ′1 6= 0 îòñþäà ñëåäóåò (α′/f ′1)(x

2) = (β′/f ′2)(x
4) ≡ c1 = const, ò. å. α = c1f1 +

const, β = c1f2 + const; ê òàêîìó æå âûâîäó ïðèäåì ïðè f2
′f ′1 = 0.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (14), (pq) = (15):

γ′ =
γ − c1f1
f3 − f1

f ′3,

ïîëó÷èì γ = c1f3 + const, â èòîãå èìååì (13). �

Tåîðåìà 3. Ëþáîé êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð bij â h-ïðîñòðàíñòâå
(H221, g) òèïà {221} íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó

bij = c2gij (c2 = const).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Â êîñîíîðìàëüíîì ðåïåðå (3) óðàâíåíèå bij,k = 0 ïðèíèìàåò âèä

db̄pq +
5∑

h=1

eh

(
b̄hqωph̃ + b̄phωqh̃

)
= 0. (17)

Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (14) ïðè ψ = const, òî ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà (16): b̄i15 = b̄i25 = b̄i1i2 = 0 (i1 = 1, 2; i2 = 3, 4), áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñèñòåìà (17)
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì db̄12 = db̄34 = db̄55 = 0, e2b̄34 − e1b̄12 = e3b̄55 − e2b̄34 = 0, èç êîòîðûõ
ñëåäóåò b̄pq = c2ḡpq, ãäå ìàòðèöà (ḡpq) îïðåäåëåíà êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè (4) è ìíîæèòåëü
c2 ïîñòîÿíåí ââèäó óñëîâèÿ bij,k = 0 è êîâàðèàíòíîãî ïîñòîÿíñòâà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij .
Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå X ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì äâèæåíèåì â H221, åñëè è òîëüêî åñëè

(LXg),k = 0, òî èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Tåîðåìà 4. Âñÿêîå àôôèííîå äâèæåíèå X â h-ïðîñòðàíñòâå (H221, g) òèïà {221} íåïî-
ñòîÿííîé êðèâèçíû åñòü èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ãîìîòåòèÿ: LXg = cg, c = const.

Ïîñêîëüêó ëþáûå äâà ðåøåíèÿ h1 è h2 óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà (1) ñ îäèíàêîâîé ïðàâîé
÷àñòüþ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü íà êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûé òåíçîð b, òî èç òåîðåìû 2 è
ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéçåíõàðòà â îáûêíîâåí-
íîì h-ïðîñòðàíñòâå (H221, g) òèïà {221} ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå c1h + b èëè â ñèëó
òåîðåìû 3 â âèäå c1h+ c2g, ãäå h = a+ 2ϕg, g è a îïðåäåëåíû â êîñîíîðìàëüíîì ðåïåðå (3)
êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè (4) [3], c1, c2 � const. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ

Tåîðåìà 5. Âåêòîðíîå ïîëå X ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì äâèæåíèåì â h-ïðîñòðàíñòâå
(H221, g) íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

LXg = c1h+ c2g ≡ c1(a+ 2ϕg) + c2g,

ãäå ϕ � îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðîåêòèâíîãî äâèæåíèÿ X, g è a îïðåäåëåíû â êîñîíîð-

ìàëüíîì ðåïåðå (3) êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè (4), c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò

Tåîðåìà 6. Åñëè h-ïðîñòðàíñòâî (H221, g) òèïà {221} íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû äîïóñêàåò

r-ìåðíóþ íåãîìîòåòè÷åñêóþ ïðîåêòèâíóþ àëãåáðó Ëè Pr, òî ýòà àëãåáðà ñîäåðæèò (r−
1)-ìåðíóþ ãîìîòåòè÷åñêóþ ïîäàëãåáðó.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè (X1, . . . , Xr) � áàçèñ àëãåáðû Ëè Pr, òî LXsg = c
s
1h + c

s
2g,

s = 1, . . . , r, ãäå îäíà èç ïîñòîÿííûõ c
s
1, íàïðèìåð, c

1
1 îòëè÷íà îò íóëÿ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Pr ñîñòîèò èç ãîìîòåòèé). Â íîâîì áàçèñå Z1 = X1, Zτ = c
1
1Xτ − c

τ
1X1 èìååì LZτ g =

(c
1
1 c
τ
2 − c

1
2 c
τ
1)g, τ = 2, . . . , r.
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A.V.Aminova and D.R.Khakimov

Projective group properties of h-spaces of type {221}
Abstract. We investigate the curvature of a 5-dimensional h-space H221 of the type {221} [3],
necessary and sufficient conditions are obtained in order that H221 be a space of constant curvature
K (theorem 1). A general solution of the Eisenhart equation is found in the h-space H221 of non-
constant curvature. The necessary and sufficient conditions for the existence of non-homothetical
projective motion in the h-space H221 of non-constant curvature are established (theorem 5) and,
as a consequence, the structure of the non-homothetical projective Lie algebra in such a space is
determined (theorem 6).

Keywords: five-dimensional pseudo-Riemannian manifold, the Eisenhart equation, projective Lie
algebra, h-space of the type {221}.
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