
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 155, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2013
ÓÄÊ 535.14 Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ËÈÍÄÁËÀÄÀÑÏÎÍÒÀÍÍÎ ÈÇËÓ×ÀÞÙÅ�ÎÀÒÎÌÍÎ-ÔÎÒÎÍÍÎ�Î ÊËÀÑÒÅ�ÀÂ ÍÅËÀÍÆÅÂÅÍÎÂÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÀ.Ì. ÁàøàðîâÀííîòàöèÿÏîëó÷åíî íåëàíæåâåíîâñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà, ñïîíòàííî èçëó÷àþùåãî â âàêóóìíîì øèðîêîïîëîñíîì ýëåêòðîìàã-íèòíîì ïîëå ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ �îòîíîâ. Ó÷òåíî øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå êëàñ-òåðà è âàêóóìíîãî ïîëÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà, ìàðêîâñêîå ïðèáëèæåíèå, êâàíòîâîåñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, àëãåáðà Õàäñîíà �Ïàðòàñàðàòè. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [1�4℄ ââåäåíî è ðàçâèòî ïðåäñòàâëåíèå î ëîêàëèçîâàííûõ â îäíî-ìîäîâîì ðåçîíàòîðå àòîìàõ è �îòîíàõ êàê åäèíîì ýëåìåíòàðíîì èçëó÷àòåëå �àòîìíî-�îòîííîì êëàñòåðå. Â óñëîâèÿõ äâóõêâàíòîâûõ ðåçîíàíñîâ ñ ó÷àñòèåìêëàññè÷åñêîãî è/èëè êâàíòîâîãî âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé è �îòîíîâ ìèê-ðîðåçîíàòîðà àòîìíî-�îòîííûé êëàñòåð âûñòóïàåò êàê åäèíîå öåëîå â çàäà÷àõóêàçàííîãî ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì êëàññè÷åñêèì êîãåðåíòíûìïîëåì, âíåøíèì êâàíòîâàííûì (â òîì ÷èñëå è øèðîêîïîëîñíûì òåðìîñòàòíûì)ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ïðè íàëè÷èè îáîèõ òèïîâ ïîëåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âçàè-ìîäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé ñ àòîìíî-�îòîííûì êëàñòåðîì ðåàëèçóþòñÿ óñëîâèÿ îä-íîêâàíòîâîãî ðåçîíàíñà âíåøíèõ ïîëåé ñ òàêîãî ðîäà èñêóññòâåííûì èçëó÷àòåëåì.Ïðè ýòîì âîçìîæíî ïðîÿâëåíèå âñåãî ñïåêòðà ý��åêòîâ íåëèíåéíîé è êâàíòîâîéîïòèêè � ðàäèàöèîííûé ðàñïàä è ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå, ñâåðõèçëó÷åíèå, îïòè÷å-ñêàÿ íóòàöèÿ è âñå äðóãèå êîãåðåíòíûå ÿâëåíèÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿíà ñîñòîÿíèÿõ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ðåàëèçóåòñÿ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëå-íèå ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû [5, 6℄ òðåòüåãî ïîðÿäêà, è ýòî ïîñëóæèëî ðåøàþùèìîáñòîÿòåëüñòâîì â ïîëüçó ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà êàê ñàìî-ñòîÿòåëüíîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåêòà, èëè ýëåìåíòàðíîãî èçëó÷àòåëÿ.Ïðè ðàññìîòðåíèè ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ïåðâî-íà÷àëüíî [1�4℄ ïðåíåáðåãàëîñü øòàðêîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì àòîìíî-�îòîííîãîêëàñòåðà ñ âíåøíèì øèðîêîïîëîñíûì êâàíòîâàííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì(âàêóóìîì). Ìåæäó òåì â [7℄ ïîêàçàíî, ÷òî â àíñàìáëå îäèíàêîâûõ àòîìîâ ñ ðî-ñòîì ÷èñëà àòîìîâ àíñàìáëÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó àòîìîâ ðàñòåò è øòàðêîâñêîåâçàèìîäåéñòâèå àíñàìáëÿ ñ âàêóóìíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. À â ðàáîòå [8℄óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèëüíîå øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõóðîâíåâîé êâàíòîâîé÷àñòèöû ñ âàêóóìîì ñòàáèëèçèðóåò êâàíòîâóþ ÷àñòèöó â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿ-íèè, ïîäàâëÿÿ åå ñïîíòàííûé ðàñïàä. Â [7, 8℄ øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå êâàíòî-âûõ ÷àñòèö ñ âàêóóìíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ �îòîíîâ7



8 À.Ì. ÁÀØÀ�ÎÂïðåäñòàâëåíî êâàíòîâûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì. Â óñëîâèÿõ øòàðêîâñêîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ ñïîíòàííûé ðàñïàä îäèíî÷íîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû è êîëëåêòèâíûéñïîíòàííûé ðàñïàä àíñàìáëÿ îäèíàêîâûõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö îòíîñÿòñÿ ê êëàññóíåëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè, îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ òàêóþ äèíàìèêó(îòêðûòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû è îêðóæåíèÿ), ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà [9℄. Êèíå-òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåëàíæåâåíîâñêóþ äèíàìèêó, òàêæå ïðèíÿòîíàçûâàòü íåëàíæåâåíîâñêèìè óðàâíåíèÿìè.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âûâîäó íåëàíæåâåíîâñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ äëÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âàêóóìíûì ýëåêòðî-ìàãíèòíûì ïîëåì ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ �îòîíîâ ñ ó÷åòîì êâàíòîâîãî ý��åêòàØòàðêà, ïðåäñòàâëåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ â �îðìå Ëèíäáëàäà è îáñóæäåíèþ óñëî-âèé, â êîòîðûõ øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå äëÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ìî-æåò áûòü ñóùåñòâåííûì.1. Ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñ ó÷åòîìøòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âàêóóìîìÏóñòü àòîìíî-�îòîííûé êëàñòåð, îïèñàííûé â [1�3℄, ðåçîíàíñíî âçàèìîäåéñò-âóåò ñ âíåøíèì øèðîêîïîëîñíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòî-òîé ωΓ , ñîâïàäàþùåé ñ ÷àñòîòîé ωCl êâàíòîâîãî ïåðåõîäà êëàñòåðà: ωΓ ≈ ωCl .Âûðàæåíèå äëÿ ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà òàêîé ñèñòåìû ñëåäóåò èç [2, 3℄,îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
H = HCl + HF + HTr

Cl + HSt
Cl .�àìèëüòîíèàí ñîñòîèò èç ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà àòîìíî-�îòîííîãî êëàñ-òåðà (çäåñü ïðåíåáðåãàåì íåñóùåñòâåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìíîé è �î-òîííîé ïîäñèñòåìàìè êëàñòåðà)

HCl = ~ωClX0,ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñ îáû÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøå-íèÿìè äëÿ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ �îòîíîâ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè
q è q

′ , [bq, b+
q′ ] = δqq′ è îáû÷íûì äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì ωq = qc)

HF =
∑

q

~ωqb+
q
bq,è îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñ êâàíòîâàííûì ïîëåì

HTr
Cl è HSt

Cl :
HTr

Cl =
∑

q

ΓqbqD21X+ + H.c.,

HSt
Cl =

∑

q

∑

q′

ΓqΓq′b+
q
bq′{Π+(ωq, ωq′)r + Π−(ωq, ωq′)(X0 − (X − r)/2)},ïðè÷åì HTr

Cl îïèñûâàåò êâàíòîâûå ïåðåõîäû â àòîìíî-�îòîííîì êëàñòåðå, ñîïðî-âîæäàþùèåñÿ èçëó÷åíèåì �îòîíîâ, à HSt
Cl � øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñ âíåøíèì êâàíòîâàííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Êàê îò-ìå÷åíî â [1�3℄, ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà âî âíåøíåì ýëåêòðîìàã-íèòíîì ïîëå (áåç ó÷åòà øòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýòèì ïîëåì) ïîëó÷àåòñÿ èçý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà äâóõóðîâíåâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â òîì æå âíåø-íåì ïîëå ïóòåì çàìåíû îáðàçóþùèõ àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà R− , R+ è R3 ,



Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ËÈÍÄÁËÀÄÀ Â ÍÅËÀÍÆÅÂÅÍÎÂÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 9îïèñûâàþùèõ äâóõóðîâíåâóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, íà îáðàçóþùèå X− , X+ è X0ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿàòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà è óäîâëåòâîðÿþùèõ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
[X0, X±] = ±X±, [X−, X+] = pn(X0 + 1)− pn(X0)ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

X+X− = pn(X0) = c0

n
∏

i=1

(X0 − qi)òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3) ñ ïàðàìåòðàìè
c0 = −1, q1 = (r −X)/2, q2 = (X − 3r)/2, q3 = (X + r)/2 + 1.Îïåðàòîðû

X = N −R3 + r, R2 = R+R− + R2
3 −R3 = R−R+ + R2

3 + R3ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ðàññìàòðèâàåìîé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû(N � ÷èñëî �îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû), ïðè÷åì íà íåïðèâîäèìîì ïðåä-ñòàâëåíèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà X íåîòðèöàòåëüíû, à îïåðàòîðà R3ðàâíû r(r + 1) . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì ñîñòîÿíèå àòîìíîé ïîäñèñòåìû ïîëíîñòüþ ñèì-ìåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àòîìîâ. ×èñëî àòîìîâ Na àòîìíîé ïîä-ñèñòåìû àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñâÿçàíî ñ ïàðàìåòðîì r îáû÷íûì îáðàçîì:
Na = 2r .Çàìåòèì, ÷òî êàê øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìíîé è �îòîííîé ïîä-ñèñòåìàìè àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà, òàê è øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñ âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, íå ïîëó÷àþòñÿ óêàçàí-íîé âûøå çàìåíîé îáðàçóþùèõ îäíîé àëãåáðû íà îáðàçóþùèå äðóãîé, ïîñêîëüêóøòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå â ïîëÿõ ðàçíîé ÷àñòîòû åñòü ñóììà øòàðêîâñêèõ îïå-ðàòîðîâ â êàæäîì ïîëå [10℄. Â �îðìèðîâàíèè îïåðàòîðà øòàðêîâñêîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ HSt

Cl ó÷àñòâóåò òîëüêî àòîìíàÿ ïîäñèñòåìà àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà, àøòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìíîé è �îòîííîé ïîäñèñòåìàìè êëàñòåðàíå ñâÿçàíî ñ âíåøíèìè ïîëÿìè. Òåì íå ìåíåå âñå óêàçàííûå îïåðàòîðû âûðàæà-þòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû, è àòîìíî-�îòîííûé êëàñòåð ñó÷åòîì øòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèìè ïîëÿìè âûñòóïàåò êàê åäèíûéèñêóññòâåííûé ýëåìåíòàðíûé èçëó÷àòåëü.Äðóãèå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíèàíà àòîìíî-�îòîííîãîêëàñòåðà è îïåðàòîðîâ åãî ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì êâàíòîâàí-íûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñâÿçàíû ñ îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè Π21(ω) , Π1(ω)è Π2(ω) òåîðèè äâóõ�îòîííîãî ðåçîíàíñà [10℄:
D21 = −gΠ21(−ωc), Π±(ω, ω′) =

1

2
(Π2(ω) + Π2(ω

′))± 1

2
(Π1(ω) + Π1(ω

′)).×åðåç g îáîçíà÷åíà êîíñòàíòà ñâÿçè àòîìîâ è ìèêðîðåçîíàòîðíîé �îòîííîé ìî-äû ÷àñòîòû ωc , a ÷åðåç Γq � ïàðàìåòð ñâÿçè àòîìîâ ñ âíåøíèì øèðîêîïîëîñíûìýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì (ñì. [1�3℄). Äëÿ òðåõìåðíîãî âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíî-ãî ïîëÿ Γq = (2π~qc/ℓ3)1/2 , ãäå ℓ � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáúåìà êâàíòîâàíèÿ.



10 À.Ì. ÁÀØÀ�ÎÂ2. Êâàíòîâîå ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåäëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà�àññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåòýâîëþöèþ âîëíîâîé �óíêöèè |Ψ(t)〉 ñèñòåìû â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:
i~

d|Ψ(t)〉
dt

= (HTr
Cl (t) + HSt

Cl(t))|Ψ(t)〉, (1)ãäå
|Ψ(t)〉 = exp(i(HCl + HF )t/~)|Ψ〉,

HTr
Cl (t) = exp(i(HCl + HF )t/~)HTr

Cl exp(−i(HCl + HF )t/~),

HSt
Cl(t) = exp(i(HCl + HF )t/~)HSt

Cl exp(−i(HCl + HF )t/~),à âðåìåííîé àðãóìåíò ðàçëè÷àåò îäíó è òó æå âåëè÷èíó â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìî-äåéñòâèÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ Øðåäèíãåðà.�åøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âûðàçèì ÷åðåç îïåðàòîð ýâîëþöèè U(t) (I �åäèíè÷íûé îïåðàòîð):
|Ψ(t)〉 = U(t)|Ψ0〉, U(0) = I,à óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè çàïèøåì â áåçðàçìåðíîì âèäå

i
dU(τ)

dτ
= (HTr

Cl (τ) + HSt
Cl(τ))U(τ), (2)ãäå â êà÷åñòâå áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè âçÿòî τ = ωClt , à â êà÷åñòâå áåçðàçìåðíûõ÷àñòîò � ν = ωq/ωCl è ν′ = ωq′/ωCl , ωCl ≈ ωΓ . Ïðè ýòîì

HTr
Cl (τ) =

1√
2π

∞
∫

0

dν b+
ν ei(ν−1)τχ(ν)X− +

1√
2π

∞
∫

0

dν bνe−i(ν−1)τχ(ν)X+,

HSt
Cl(τ) =

1

2π

∞
∫

0

dν b+
ν eiντ

∞
∫

0

dν′ bν′e−iν′τ{η+(ν, ν′)r + η−(ν, ν′)(X0 − (X − r)/2)}.Çäåñü ïðîèçâåäåíà çàìåíà ñóììèðîâàíèÿ íà èíòåãðèðîâàíèå
∑

q

→
(

ℓωΓ

2πc

)3
∞
∫

0

4πν2 dν

∫

dΩn

4π
,ãäå âîëíîâîé âåêòîð ïðåäñòàâëåí ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n , q = nνωΓ/c ,à èíòåãðàë ∫ dΩn

4π
=

∫ dΩq

4π
îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ðàçëè÷íûì îðèåíòàöèÿìâîëíîâîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì

bν = µ

√
ℓ3

π
√

2

(ωΓ

c

)3/2

ν

∫

dΩn

4π
bnνωΓ/c, U(τ) ≡ U(τ/ωCl),

χ(ν) =

√
2ωClD21

µc3/2
√

~
ν, η±(ν, ν′) = γ

Π±(ωClν, ωClν
′)

d2
Γ/(~ωΓ)

νν′, γ =
2ω2

Γd2
Γ

µ2c3~
.Ââåäåííûå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ bν è ðîæäåíèÿ b+

ν òàêæå óäîâëåòâîðÿþò êîì-ìóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ [bν , b+
ν′ ] = δ(ν − ν′) . Âåëè÷è-íà γωΓ õàðàêòåðèçóåò åñòåñòâåííóþ øèðèíó ëèíèè êâàçèðåçîíàíñíîãî àòîìíîãî



Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ËÈÍÄÁËÀÄÀ Â ÍÅËÀÍÆÅÂÅÍÎÂÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 11óðîâíÿ, êàê åñëè áû îí ñïîíòàííî ðàñïàäàëñÿ îäíîêâàíòîâûì îáðàçîì íà ðåçî-íàíñíûé óðîâåíü àòîìíîé ïîäñèñòåìû àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà â ðàññìàòðè-âàåìîì âíåøíåì êâàíòîâàííîì øèðîêîïîëîñíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (dΓ �äèïîëüíûé ìîìåíò òàêîãî ïåðåõîäà). Ïîïðàâî÷íûé êîý��èöèåíò µ ó÷èòûâàåòãåîìåòðèþ âíåøíåãî êâàíòîâàííîãî ïîëÿ è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàâåí √3 (ïî-ëÿðèçàöèåé ïîëÿ ïðåíåáðåãàåì).Ïðåäñòàâëåííàÿ �îðìà âûðàæåíèÿ äëÿ η± óäîáíà äëÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ ýòèõ øòàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ. Èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
Π1 è Π2 [10℄ äàþò îöåíêè Π± ∼ d2

Γ/~∆ , ãäå ∆ � ÷àñòîòíàÿ îòñòðîéêà îò êâàçèðå-çîíàíñíîãî óðîâíÿ. Òàêèì îáðàçîì, η± ∼ (γωΓ)/∆ . Îáû÷íî (γωΓ) ≪ ∆ ÷òîáû íåáûëî ðåçîíàíñà ñ êâàçèðåçîíàíñíûì óðîâíåì.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2) äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïðåäñòàâèì ÷åðåç ←−T -ýêñïî-íåíòó:
U(τ) =

←−
T exp



−i

∞
∫

0

(

HTr
Cl (τ

′) + HSt
Cl(τ

′)
)

dτ ′



 . (3)Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1) ñëóæèò �àêòîðèçîâàí-íîå ñîñòîÿíèå àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà è âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
|Ψ0〉 = |ΨCl

0

〉
⊗ |ΨF

0

〉 , ãäå |ΨCl
0

〉 � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà,à |ΨF
0

〉 � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè÷åì
〈

ΨF
0 |bνb+

ν′ |ΨF
0

〉

= δ(ν − ν′),
〈

ΨF
0 |b+

ν bν′ |ΨF
0

〉

=
〈

ΨF
0 |bνbν′ |ΨF

0

〉

=
〈

ΨF
0 |b+

ν b+
ν′ |ΨF

0

〉

= 0.
(4)Ýòî îòâå÷àåò âàêóóìíîìó øèðîêîïîëîñíîìó ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ áåç �îòî-íîâ.Íèæåñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìàðêîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ [10,11℄:

b(τ) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dν e−i(ν−1)τbν , b+(τ) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dν ei(ν−1)τb+
ν ,

χ(ν) = const = χ(1) ≡ χ, η±(ν, ν′) = const = η±(1, 1) ≡ η±,

HTr
Cl dτ = χX+dB(τ) + χX−dB+(τ), HSt

Cldτ = (η+r + η−(X0 − (X − r)/2))dΛ(τ),ãäå
dB(τ) = B(τ + dτ)− B(τ), dB+(τ) = B+(τ + dτ) −B+(τ),

dΛ(τ) = Λ(τ + dτ)− Λ(τ),
(5)

B(τ) =

τ
∫

0

dτ ′ b(τ ′), B+(τ) =

τ
∫

0

dτ ′ b+(τ ′), Λ(τ) =

τ
∫

0

dτ ′ b+(τ ′)b(τ ′), (6)ïðè÷åì
[b(τ), b+(τ)] = δ(τ − τ ′), [B(τ1), B

+(τ2)] = min(τ1, τ2).Èíòåãðàëû â (3) ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå Èòî [10, 11℄. Äè��åðåíöèàëû (5)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ïî ñóòè, èíêðåìåíòû Èòî êâàíòîâûõ âèíåðîâñêîãî è ïóàññî-íîâñêîãî ïðîöåññîâ (òî÷íåå, îíè îïðåäåëÿþò êâàíòîâûå âèíåðîâñêèé è ïóàññîíîâ-ñêèé ïðîöåññû ïî �îðìóëàì [9℄). Èíêðåìåíòû dB(τ) è dΛ(τ) ïîä÷èíÿþòñÿ àëãåáðå



12 À.Ì. ÁÀØÀ�ÎÂÕàäñîíà �Ïàðòàñàðàòè [12℄:
dΛ(τ)dΛ(τ) = dΛ(τ), dΛ(τ)dB+(τ) = dB+(τ),

dB(τ)dΛ(τ) = dB(τ), dB(τ)dB+(τ) = dτ, (7)à îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ èíêðåìåíòîâ Èòî (5) ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìåæäóñîáîé è ñ äè��åðåíöèàëîì áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè dτ ðàâíû íóëþ.×òîáû ïîëó÷èòü êâàíòîâîå ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(â ñìûñëå Èòî) äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè âìåñòî óðàâíåíèÿ (2), êîòîðîå â óñëî-âèÿõ ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì, ñëåäóåò ðàññìîòðåòüèíêðåìåíò dU(τ) , îïðåäåëÿåìûé êàê dU(τ) = U(τ + dτ) − U(τ) . Ñ ó÷åòîì ïðåä-ñòàâëåíèÿ (3) ÷åðåç ←−T -ýêñïîíåíòó èìååì
dU(τ) = {exp[−i(χX+dB(τ) + χX−dB+(τ)+

+ (η+r + η−(X0 − (X − r)/2))dΛ(τ))] − 1}U(τ).�àçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ðÿä ñ èñïîëüçîâàíèå àëãåáðû Õàäñîíà �Ïàðòàñàðàòè (7)ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êâàíòîâîå ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿîïåðàòîðà ýâîëþöèè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà è âíåøíåãîêâàíòîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ñëåäóþùåì âèäå:
dU(τ) = A0dτU(τ) + A+dB(τ)U(τ) + A−dB+(τ)U(τ) + AΛdΛ(τ)U(τ), (8)ãäå ââåäåíû îïåðàòîðíûå �óíêöèè

A− =
e−iXSt

0 − 1

XSt
0

χX−, A+ = χX+
e−iXSt

0 − 1

XSt
0

,

A0 = χ2X+
e−iXSt

0 − 1 + iXSt
0

(XSt
0 )2

X−, AΛ = e−iXSt

0 − 1.îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà
XSt

0 = η+r + η−(X0 − (X − r)/2).3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòèàòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðàÓðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èç àòîìíî-�î-òîííîãî êëàñòåðà è âíåøíåãî øèðîêîïîëîñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ρ(τ) =
= U(τ)|Ψ0〉 〈Ψ0|U+(τ) ïîëó÷àåòñÿ âû÷èñëåíèåì èíêðåìåíòà dρ(τ) = ρ(τ+dτ)−ρ(τ) .Èñïîëüçîâàíèå (8) è àëãåáðû Õàäñîíà � 
Ïàðòàñàðàòè (7) äàåò

dρ(τ) = A0dτρ(τ) + A+dB(τ)ρ(τ) + A−dB+(τ)ρ(τ) + AΛdΛ(τ)ρ(τ)+

+ ρ(τ)A+
0 dτ + ρ(τ)dB+(τ)A+

+ + ρ(τ)dB(τ)A+
− + ρ(τ)dΛ(τ)A+

Λ +

+ A+dB(τ)ρ(τ)dB+(τ)A+
+ + A+dB(τ)ρ(τ)dB(τ)A+

− + A+dB(τ)ρ(τ)dΛ(τ)A+
Λ +

+ A−dB+(τ)ρ(τ)dB+(τ)A+
+ + A−dB+(τ)ρ(τ)dB(τ)A+

− + A−dB+(τ)ρ(τ)dΛ(τ)A+
Λ +

+ AΛdΛ(τ)ρ(τ)dB+(τ)A+
+ + AΛdΛ(τ)ρ(τ)dB(τ)A+

− + AΛdΛ(τ)ρ(τ)dΛ(τ)A+
Λ .



Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ËÈÍÄÁËÀÄÀ Â ÍÅËÀÍÆÅÂÅÍÎÂÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 13Îòñþäà ìàòðèöà ïëîòíîñòè àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì øïóðàïî ïîëåâûì ïåðåìåííûì ρCl(τ) = TrF ρ(τ) :
dρCl

dτ
= χ2aNL

− (η+, η−, XSt
0 )X−ρCl(τ)X+aNL

+ (η+, η−, XSt
0 )−

− χ2

2
{X+{aNL

0 (η+, η−, XSt
0 )− iaNL

s (η+, η−, XSt
0 )}X−ρCl+

+ ρClX+{aNL
0 (η+, η−, XSt

0 ) + iaNL
s (η+, η−, XSt

0 )}X−}. (9)Ïðè âûâîäå (9) ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå
TrF (ρ(τ)dB(τ)) = TrF (ρ(τ)dB+(τ)) = TrF (ρ(τ)dΛ(τ))è ââåäåíû íåëàíæåâåíîâñêèå îïåðàòîðû

aNL
0 (η+, η−, XSt

0 ) = 2
1− cos(XSt

0 )

(XSt
0 )2

, aNL
s (η+, η−, XSt

0 ) = 2
XSt

0 − sin(XSt
0 )

(XSt
0 )2

,

aNL
± (η+, η−, XSt

0 ) =
cos(XSt

0 )− 1

XSt
0

± sin(XSt
0 )

XSt
0

,óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó aNL
+ (η+, η−, XSt

0 )aNL
− (η+, η−, XSt

0 ) = aNL
0 (η+, η−, XSt

0 ) .Óðàâíåíèå (9) îïèñûâàåò äèíàìèêó àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà âî âíåøíåì(âàêóóìíîì) øèðîêîïîëîñíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ �î-òîíîâ. Èç-çà íàëè÷èÿ â íåì íåëàíæåâåíîâñêèõ îïåðàòîðîâ, îòðàæàþùèõ ó÷åòøòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ñ âíåøíèì âàêóóìíûìïîëåì, ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì íåëàíæåâåíîâñêèì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ïî-ñêîëüêó øòàðêîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ¾íåëàíæåâåíîâñêèì¿ êâàí-òîâûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì.Óðàâíåíèå (9) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â �îðìå Ëèíäáëàäà
dρCl(τ)

dτ
= χ2L−ρCl(τ)L+ −

χ2

2
(L+L−ρCl(τ) + ρCl(τ)L+L−)− i[HNL−ST , ρCl(τ)]ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ

L− = aNL
− (η+, η−, XSt

0 )X−, L+ = X+aNL
− (η+, η−, XSt

0 ),

L+L− = X+aNL
0 (η+, η−, XSt

0 )X+, HNL−ST = −χ2

2
X+aNL

s (η+, η−, XSt
0 )X+.Â ñëó÷àå îäíîêðàòíî âîçáóæäåííîãî àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà X = N = 1ñ áîëüøèì ÷èñëîì àòîìîâ r ≫ 1 èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëèíîìè-àëüíîé àëãåáðû [3℄:

X± =
√

2rR±, X0 = R3 + r/2, XSt
0 = (η+ + η−)r + η−R3 ≈ (η+ + η−)r.Çäåñü îïåðàòîðû R± è R3 ðåàëèçóþò äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå su(2)-àëãåáðû.Èç ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå

ρCl
ee (τ) îäíîêðàòíî âîçáóæäåííîãî àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà ðàñïàäàåòñÿ ýêñïî-íåíöèàëüíî

ρCl
ee (τ = exp(−χ22rγNLτ)ñ íåëàíæåâåíîâñêèì �àêòîðîì γNL = 2(1 − cos((η+r + η−r)/(η+r + η−r)2 . Ýòîòíåëàíæåâåíîâñêèé �àêòîð ðàâåí åäèíèöå ïðè ïðåíåáðåæåíèè øòàðêîâñêèì âçàè-ìîäåéñòâèåì. Åñëè ÷èñëî àòîìîâ àòîìíî-�îòîííîãî êëàñòåðà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ (η++η−)r = 2πn , n = 1, 2, . . ., òî íåëàíæåâåíîâñêèé �àêòîð îáðàùàåòñÿ â íóëü
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