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Аннотация

Класс Яновского определяется некоторым кругом из правой полуплоскости, содер-
жащим значения функционала ζf ′/f для всех функций из этого класса. Множество та-
ких классов-кругов образует вещественно двупараметрическое семейство, «заполняющее»
некоторый треугольник ∆ . В предыдущих работах автора была установлена максималь-
ная область ∆′ ⊂ ∆ , принадлежность к которой параметров класса обеспечивает каждой
его функции свойство единственности (нулевого) корня уравнения Гахова. В настоящей
работе такая область вычисляется для семейств классов Яновского над ∆× [0, 1] .
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Введение

Как известно [1–3], уравнение Гахова

f ′′(ζ)
f ′(ζ)

=
2ζ̄

1− |ζ|2 (1)

эквивалентно необходимому условию экстремума

∇hf (ζ) = 0 (2)

гиперболической производной

hf (ζ) = (1− |ζ|2)∣∣f ′(ζ)
∣∣ (3)

функции f , голоморфной и локально однолистной в круге D = {|ζ| < 1} . Если f
однолистна в D , то величина (3) совпадает с конформным радиусом области f(D)
в точке f(ζ) [4]. В статье [3] исследование эквивалентности (1)⇔(2) проводилось
в контексте внешней обратной краевой задачи [5]; см. также [6–9].

В настоящей статье развивается одно из направлений указанного исследования,
связанное с единственностью корня (1) и восходящее к работам [3, 8, 10–12]. Основ-
ные результаты представлены в разд. 2. Прежде чем напомнить постановку из [12],
на которую они опираются, дадим необходимые определения.

Пусть H – класс всех голоморфных функций в D , H0 – подкласс функций f ,
выделяемый из H нормировками f(0) = f ′(0) − 1 = 0 и условием локальной
однолистности в D : f ′(ζ) 6= 0 при ζ ∈ D . Для f ∈ H0 определим множество Mf =
= {a ∈ D : ∇hf (a) = 0} и число kf = #Mf – количество корней уравнения (2).
Элементы a ∈ Mf полностью характеризуются индексами γf (a) векторного поля
∇hf (ζ) и могут быть только трех типов: локальный максимум (γf (a) = +1) , седло
(γf (a) = −1) и полуседло (γf (a) = 0) [13]. Известное подразделение на эллипти-
ческие, гиперболические и параболические точки используется как вспомогатель-
ное [7].
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Множество Гахова определяется как G = {f ∈ H0 : kf ≤ 1} и является объеди-
нением подмножеств G1 = {f ∈ H0 : kf = 1, γf (Mf ) = +1} , G0 = {f ∈ H0 : kf = 0}
и Gs = {f ∈ H0 : kf = 1, γf (Mf ) 6= +1} [14–16].

В отмеченных выше работах [6–12] условия единственности корня уравнения (1)
строились по подклассам однолистных и локально однолистных функций в форме
ограничений на числовые параметры, определяющие подкласс. В [12] предложена
следующая формализация построения неулучшаемых признаков единственности,
зависящих от параметров.

Пусть Ω ⊂ Rk , k ≥ 1 , и для каждого ω ∈ Ω определен некоторый подкласс
Xω ⊂ H0 . Подмножество U ⊂ Ω называется областью единственности для се-
мейства X = {Xω}ω∈Ω , если Xω ⊂ G1 при каждом ω ∈ U . Задача состоит в эф-
фективном описании максимальной (по включению) области единственности Umax

для семейства X .
Решение указанной задачи соответствует построению неулучшаемого условия

единственности, которое в традиционной форме записывается как импликация

f ∈ Xω, ω ∈ Umax ⇒ g ∈ G1.

Подобную структуру имеет, например, ряд условий единственности в [6–8]. Боль-
шинство таких условий установлено в предположении f ′′(0) = 0 , выделяющем
в Mf нулевой элемент. Данное предположение считается выполненным и в насто-
ящей статье; для X ⊂ H0 обозначим X̃ = {f ∈ X : f ′′(0) = 0} , тогда, в частности,
G̃ = G̃1

⊔ G̃s [16].

1. Классы Яновского

Пусть ∆ = {(α, β) ∈ R2 : α + β > 0, α ≤ 1, β ≤ 1} . Класс Яновского, отвечаю-
щий параметру (α, β) ∈ ∆ , обозначается через S∗[α, β] и состоит из всех функций
f ∈ H с условиями нормировки f(0) = f ′(0)− 1 = 0 и подчиненности

ζ
f ′(ζ)
f(ζ)

≺ 1 + βζ

1− αζ
, ζ ∈ D, (4)

означающими существование функции φ из леммы Шварца [17, c. 356] такой, что

ζ
f ′(ζ)
f(ζ)

=
1 + βφ(ζ)
1− αφ(ζ)

, ζ ∈ D. (5)

Из условия (4) следуют звездообразность и однолистность элементов S∗[α, β] .
На отрезке L = {(α, β) ∈ R2 : α + β = 0, α ≤ 1, β ≤ 1} будет выполнено ра-
венство S∗[α, β] = {f(ζ) = ζ} , а исследование подчиненности (4) при замене ζ
на −ζ показывает, что каждый класс Яновского над ∆ имеет своего «двойника»
и над множеством −∆ = {−ω : ω = (α, β) ∈ ∆} . Таким образом, классы S∗[α, β]
определены для всех (α, β) ∈ Q = [0, 1]× [0, 1] , однако будет удобнее работать с ∆
(ср. с [8, с. 47]).

В соответствии с соглашением, принятым во введении, S̃∗[α, β] есть подкласс
S∗[α, β] , выделяемый дополнительной нормировкой f ′′(0) = 0 , или, эквивалентно,
оценкой |φ(ζ)| ≤ |ζ|2 , ζ ∈ D , в (5). Введем множества

∆0 = {(α, β) ∈ ∆ : 3(α + β) ≤ 2},
∆1 = {(α, β) ∈ ∆0 : 2β − 3α ≥ −3},
∆2 = {(α, β) ∈ ∆0 \∆1 : α < α(β), β ∈ (−1,−1/5)},

(6)
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где

α(β) = 1− (1 + β)3

(1 + β)2 − 16β
. (7)

Напомним основной результат статьи [12]. Справедливо

Предложение 1. Множество ∆′ = ∆1
⋃

∆2 является максимальной обла-
стью единственности для семейства классов S̃∗[α, β] , (α, β) ∈ ∆ .

Неулучшаемость области ∆′ устанавливается с помощью семейства функций
fα,β ∈ S̃∗[α, β] , (α, β) ∈ ∆ , где

fα,β(ζ) = ζ(1− αζ2)−(1+β/α)/2 при α 6= 0, f0,β(ζ) = ζeβζ2/2. (8)

Обозначая

Λα,β = {ε̄fα,β(εζ) : |ε| = 1}, (α, β) ∈ ∆, и A = {(α(β), β) : β ∈ (−1,−1/5)},
из результатов [12] получаем следующее дополнение к предложению 1.

Предложение 2. При (α, β) ∈ A имеет место включение S̃∗[α, β]\Λα,β ⊂ G̃1 .

Для описания Mfα,β
нам понадобится уравнение

β(α− β)σ2 + [β2 − 5β − α(1− β)]σ + 3(α + β)− 2 = 0 (9)

с дискриминантом D = (α + β)[(1 + β)2 − 16β](α − α(β)) и корнями σ = σ± ,
σ+ ≤ σ− , при D ≥ 0 . Пусть ρ± = √

σ± . В следующем утверждении значения
ρ± рассматриваются только при условии неравенства их нулю, а уравнение (1)
и функция (3) – только, когда f = fα,β , (α, β) ∈ ∆ .

Предложение 3. Точки ζ = 0 и ζ = ±ρ± исчерпывают множества Mfα,β

в комбинациях, зависящих от разбиения треугольника ∆ линиями 3(α + β) = 2
и α = α(β) .

Более подробно, при (α, β) ∈ ∆′ единственный элемент ζ = 0 множества
Mfα,β

есть максимум функции (3), эллиптический при 3(α + β) < 2 и пара-
болический при 3(α + β) = 2 , α ≤ 13/15 . Если (α, β) ∈ ∆ \ ∆′ , то ζ = 0 –
гиперболическое седло при 3(α + β) > 2 , параболическое седло при 3(α + β) = 2 ,
α > 13/15 , и эллиптический максимум при 3(α + β) < 2 .

Кроме того, для (α, β) ∈ A совпадение ρ+ = ρ− порождает два полуседла
ζ = ±ρ+ . Если же (α, β) ∈ ∆ \ (∆′⋃ A) , то ρ+ < ρ− . В этом случае максимумы
±ρ− , эллиптические при α < 1 , становятся бесконечными при α = 1 , выходя
из Mfα,β

на ∂D , а точки ζ = ±ρ+ являются элементами Mfα,β
только при

3(α + β) < 2 , будучи гиперболическими седлами.

Доказательство. Поскольку оно представляет собой несколько этапов вы-
числений, опишем их, выделяя наиболее важные моменты.

Сначала устанавливается вещественность элементов a = ρeiθ ∈ Mfα,β
, затем

производится переход от (1) к (9) при σ = ρ2 и наконец выясняются условия
попадания величин ρ± в промежуток (0, 1] . Для ρ− таким условием будет при-
надлежность (α, β) ∈ ∆ \∆′ , в случае ρ+ добавляется ограничение 3(α + β) < 2 .
При этом ρ+ < 1 , а равенство ρ− = 1 приводит к α = 1 . Положительность D
при β ≥ 0 получается из представления D = (α + β)[(α + β)(1 + β)2 + 16β(1− α)] .
Характер ζ = ±ρ± при D > 0 , ρ± > 0 и ρ− < 1 выясняется на основе равенства

{fα,β , ρ±eiθ} =
2

(1− ρ2±)2
± 2ρ2

±
√

D

(1 + βρ2±)(1− αρ2±)(1− ρ2±)
, (10)



38 А.В. КАЗАНЦЕВ

где ei2θ = 1 и, как обычно, {f, ζ} – шварциан функции f . Отсюда немедленно
следует, что {fα,β ,±ρ+} > 2/(1 − ρ+

2)2 ; согласно классификации Хиги [7, 18]
это означает, что ζ = ±ρ+ – гиперболические седла поверхности h = hfα,β

(ζ) .
Определение характера точек ζ = ±ρ− основано на дополнительных вычисле-
ниях, которые не приводим ввиду их громоздкости. Отметим только два момента.
Во-первых, проверяется, что случай β(α− β) = 0 в уравнении (9), которому отве-
чает корень σ = σ− , обеспечивается соответствующим равенством (10). Во-вторых,
для заключения об эллиптичности точек ζ = ±ρ− требуется неравенство
|{fα,β ,±ρ−}| < 2/(1 − ρ−2)2 , в то время как (10) позволяет получить его только
без модуля. Недостающая оценка {fα,β ,±ρ−} > −2/(1 − ρ−2)2 устанавливается
отдельно.

Исключенные выше ситуации D = 0 , ρ± = 0 и ρ− = 1 соответствуют усло-
виям (α, β) ∈ A , 3(α + β) = 2 и α = 1 . Для их исследования наряду с прямыми
вычислениями будем использовать формулу М.И. Киндера [13, 19]

m+
f −m−

f = 1, (11)

связывающую величины m±
f = #{a ∈ Mf : γf (a) = ±1} в предположениях kf < ∞

и f ∈ H0

⋂ B0 , где B0 = {f ∈ H : lim
ζ→∂D

hf (ζ) = 0} – малый класс Блоха.

Пусть (α, β) ∈ A .
Имеем Mfα,β

= {0,±ρ} , где ρ = ρ+ = ρ− > 0 . Удаленность A от прямой α = 1
обеспечивает выполнение условия fα,β ∈ B0 , что вместе с kfα,β

= 3 позволяет при-
менить формулу (11). Кроме того, из свойств функций (8) следует, что поверхность
h = hfα,β

(ζ) имеет одинаковое строение над критическими точками ζ = ±ρ .
Итак, множество Mfα,β

при (α, β) ∈ A исчерпывается локальным максимумом
в ζ = 0 ({fα,β , 0} = 3(α + β) < 2) и двумя точками ζ = ±ρ одинакового индекса.
Если этот индекс равен +1 , то m+

fα,β
−m−

fα,β
= 3 − 0 = 3 , а если он равен −1 ,

то m+
fα,β

−m−
fα,β

= 1− 2 = −1 . В обоих случаях – противоречие с (11), значит,
γfα,β

= 0 , то есть ζ = ±ρ – полуседла.

Пусть 3(α + β) = 2 .
Сначала используем для ζ = 0 упоминавшуюся выше классификацию Хиги.

Как уже отмечалось, {fα,β , 0} = 3(α + β) > 0 . Поэтому для всех значений
(α, β) ∈ ∆ , лежащих ниже прямой 3(α + β) = 2 , максимум при ζ = 0 будет
эллиптическим, а для всех (α, β) ∈ ∆ выше указанной прямой точка ζ = 0 бу-
дет гиперболическим седлом. При 3(α+β) = 2 и −1 < α ≤ 13/15 имеем fα,β ∈ G̃1 ,
значит, ζ = 0 – параболический максимум функции (3). Остается выяснить ха-
рактер корня ζ = 0 , когда параметр (α, β) пробегает полуотрезок 3(α + β) = 2 ,
13/15 < α ≤ 1 .

Если исключить концевую точку (α, β) = (1,−1/3) данного полуотрезка, то,
кроме ζ = 0 , корнями уравнения (1) будут точки ζ = ±ρ− индекса +1 . Так как
α < 1 , то fα,β ∈ B0 , значит, применима формула (11): 2 − m−

fα,β
= 1 . Ясно,

что m−
fα,β

= 1 , следовательно, ζ = 0 – параболическое седло поверхности h =
= hfα,β

(ζ) .
В случае (α, β) = (1,−1/3) имеет место тот же результат. Действительно, так

как f1,−1/3 /∈ B0 , то формула (11) здесь не применима, однако можно использовать
ее локализацию из [20]: индекс критической точки ζ = 0 при α = 1 , β = −1/3 равен
алгебраической сумме индексов критических точек в некоторой окрестности нуля
при α = 1 и β < −1/3 , близких к −1/3 . Данная сумма определяется вкладом
двух седел ζ = ±ρ+ , а также одного эллиптического максимума ζ = 0 ({f1,β , 0} =
= 3(1 + β) < 2 при β < −1/3), и, таким образом, равна 1− 2 = −1 .
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Пусть α = 1 (ср. с [16]).
Имеем ρ− = 1 при β ∈ (−1, 1] и ρ+

2 = (1 + 3β)/(β(1 − β)) . С ростом β седла
ζ = ±ρ+ сближаются, а при β = −1/3 сливаются с нулем, который из локального
максимума становится седлом и сохраняет это свойство вплоть до β = 1 . Таким
образом, f1,β /∈ G при β ∈ (−1,−1/3) и f1,β ∈ G̃s при β ∈ [−1/3, 1] .

2. «Классы уровня» и «линии уровня» на треугольнике Яновского

Пусть t ∈ R+ = [0,+∞) и ∆t = {(α, β) ∈ R2 : α + β > 0, α ≤ 1/t, β ≤ 1/t} .
Для t ∈ R+ и (α, β) ∈ ∆t рассмотрим класс S̃∗[αt, βt] , который будет классом
Яновского, так как отображение ∆t → ∆ : (α, β) 7→ (αt, βt) является взаимно-од-
нозначным. Введем t-аналоги множеств (6):

∆0
t = {(α, β) ∈ ∆ : 3(α + β) ≤ 2/t}, ∆1

t = {(α, β) ∈ ∆0
t : 2β − 3α ≥ −3/t},

∆2
t = {(α, β) ∈ ∆0

t \∆1
t : α < αt(β)},

где αt(β) = α(βt)/t , а α = α(β) – функция (7). Простыми рассуждениями из пред-
ложения 1 получается следующее

Предложение 4. Пусть t ∈ R+ . Множество ∆′
t = ∆1

t

⋃
∆2

t является макси-
мальной областью единственности для семейства классов S̃∗[αt, βt] , (α, β) ∈ ∆t .

Если, наоборот, фиксировать (α, β) и «двигать» t , то можно предложить более
содержательную постановку, связанную с «классами уровня» S̃∗[αt, βt] , 0 ≤ t ≤ 1 ,
класса Яновского S̃∗[α, β] при (α, β) ∈ ∆ . А именно, вычислим величину

R(S̃∗[α, β]) = sup{ξ ∈ [0, 1] : f ∈ S̃∗[αt, βt], t ∈ [0, ξ] ⇒ kf = 1} =

= sup{ξ ∈ [0, 1] : t ∈ [0, ξ] ⇒ S̃∗[αt, βt] ⊂ G̃1}. (12)

Величины такого рода, возникающие в проблеме единственности корня уравнения
Гахова, изучались в работах [15, 19, 21, 22], и они имеют однолистные прототипы
в [23, 24]. Очевидно, если (α, β) ∈ ∆′ , то R(S̃∗[α, β]) = 1 . Основным результатом
настоящей статьи является следующая

Теорема 1. Пусть (α, β) ∈ ∆ \∆′ . Тогда

R(S̃∗[α, β]) =





2
3(α + β)

, если 3α + 13β ≥ 0,

α + 17β

β[7α− β + 4
√

(α− β)(3α + β)]
, если 3α + 13β < 0.

(13)

Доказательство. Согласно предложению 1 соотношение (12) можно перепи-
сать в форме

R(S̃∗[α, β]) = sup{ξ ∈ [0, 1] : t ∈ [0, ξ] ⇒ (αt, βt) ∈ ∆′},
а так как множество ∆′ выпукло, то последнее равенство приобретает вид

R(S̃∗[α, β]) = sup{t ∈ [0, 1] : tω ∈ ∆′} = 1/ inf{s ≥ 1 : ω ∈ s∆′} (14)

(ср. c [25, с. 147]), где ω = (α, β) . Очевидно, выражение, стоящее в знаменателе (14),
можно интерпретировать как функционал Минковского p∆′(ω) множества ∆′

в силу того, что ограничение s ≥ 1 , вытекающее из определения R(S̃∗[α, β]) ,
заведомо выполняется для ω ∈ ∆ \∆′ .
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Для работы с функционалами Минковского воспользуемся материалом § 1
главы V из [26]. Чтобы формально удовлетворить определению 7 и условиям
леммы 8 из [26] (с. 445), необходимо, чтобы нуль пространства R2 был C -внут-
ренней точкой множества, опорной функцией которого будет функционал Мин-
ковского, совпадающий с p∆′(ω) на ∆ \ ∆′ . Таким множеством может служить
симметризация области ∆′ в соответствии с конструкцией в начале предыдущего
раздела: Q′ = ∆′⋃ L

⋃
(−∆′) . Тогда из (14) получается равенство

R(S̃∗[α, β]) = 1/pQ′(ω), (15)

где pQ′(ω) – функционал Минковского множества Q′ .
Для ω ∈ ∆ \ ∆′ через ω̄ обозначим ближайшую к ω точку границы ∂Q′ , ле-

жащую на прямой tω . Из определения ∆′ и Q′ следует, что ω̄ ∈ ∂∆′ \ (L
⋃

l) ,
где l = {(α, β) ∈ ∂∆′ : −1 < α < −1/3} . Очевидно, найдется единственное значе-
ние t̄ ∈ [0, 1] такое, что t̄ω = ω̄ . Далее, так как ω̄ ∈ ∂Q′ , то ω̄ – C -граничная точка
множества Q′ [26] (с. 447). В результате из пп. c), f) леммы 8 [26, с. 445] выводится
цепочка равенств

t̄pQ′(ω) = pQ′(t̄ω) = pQ′(ω̄) = 1. (16)

Обозначая теперь t̄ = Rα,β и преобразуя (15) c помощью (16), окончательно имеем

R(S̃∗[α, β]) = Rα,β . (17)

Из вышеизложенного получаем и способ вычисления t̄ = Rα,β : если для
ω ∈ ∆ \ ∆′ точка t̄ω попадает на участок границы ∂∆′ \ (L

⋃
l) , задаваемый

уравнением F (ω̄) = 0 , то t = t̄ находится среди корней уравнения F (tω) = 0 .
Часть ∂∆′ \ (L

⋃
l) границы ∂∆′ состоит из двух вещественно аналитических

дуг, сцепленных в точке (α, β) = (13/15,−1/5) и определяемых уравнениями
3(α + β) = 2 и α = α(β) (функция (7)) при 3α + 13β ≥ 0 и 3α + 13β < 0 со-
ответственно. Таким образом, t̄ = Rα,β определяется из условий 3(α +β)t̄ = 2 при
3α + 13β ≥ 0 и αt̄ = α(βt̄) при 3α + 13β < 0 . С учетом (17) вычисления дают
формулу (13), и теорема 1 доказана.

Из теоремы 1 вытекает условие единственности нулевого корня уравнения Га-
хова. Представим его в двух видах. Классическая формулировка такова.

Следствие 1. Пусть (α, β) ∈ ∆\∆′ . Равенство kf = 1 выполняется для всех
функций f ∈ S̃∗[αt, βt] с любым t из неулучшаемого промежутка 0 ≤ t ≤ t̄ =
= Rα,β , исключая семейство Λαt̄,βt̄ при 3α + 13β < 0 .

Чтобы сформулировать версию данного условия в терминах максимальной об-
ласти единственности, введем множества Ω = ∆× [0, 1] , Ω′ = ∆′ × [0, 1] , а также

Ω+ = {(α, β, t) ∈ Ω \ Ω′ : 3α + 13β ≥ 0, 0 ≤ t ≤ Rα,β},
Ω− = {(α, β, t) ∈ Ω \ Ω′ : 3α + 13β < 0, 0 ≤ t < Rα,β}.

Следствие 2. Максимальной областью единственности для семейства
S̃∗[αt, βt] , (α, β, t) ∈ Ω , является множество Ωmax = Ω′

⋃
Ω+

⋃
Ω− .

Отметим, что следствие 2 не охватывает включения S̃∗[αt̄, βt̄] \ Λαt̄,βt̄ ⊂ G̃1

с t̄ = Rα,β при (α, β) ∈ ∆ \∆′ и 3α + 13β < 0 , которое содержится в следствии 1
(ср. предложения 1 и 2).

Проекциями на ∆ сечений области Ωmax плоскостями t = const являются мно-
жества Tt = ∆′

t

⋂
∆ , 0 ≤ t ≤ 1 , образующие убывающее семейство с T0 = ∆ ,

T1 = ∆′ . Исследование динамики Tt дает такую детализацию предложения 4:
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Следствие 3. Если 0 ≤ t ≤ 1/3 , то Tt = ∆ . Если 1/3 < t ≤ 13/15 , то множе-
ство Tt замкнуто в ∆ и представляет собой трапецию с верхним основанием
вдоль прямой 3(α + β)t = 2 . При 13/15 < t ≤ 1 трапеция Tt криволинейна; ее
верхнее основание состоит из двух участков, разделяемых прямой 3α + 13β = 0 :
принадлежащего Tt отрезка прямой 3(α+β)t = 2 и лежащей вне Tt дуги кривой
α = αt(β) .

Приведем еще одну конструкцию семейства подклассов, связанную с классами
Яновского и основанную на «линиях уровня» fr(ζ) = f(rζ)/r , 0 ≤ r ≤ 1 , функций
f ∈ H . Для r ∈ [0, 1] и (α, β) ∈ ∆ рассмотрим класс S̃∗r [α, β] = {fr : f ∈ S̃∗[α, β]} .
При фиксированном (α, β) ∈ ∆ семейство S̃∗r [α, β] , 0 ≤ r ≤ 1 , является возраста-
ющим с S̃∗0 [α, β] = {f(ζ) = ζ} и S̃∗1 [α, β] = S̃∗[α, β] . Связь между классами S̃∗r [α, β]
и S̃∗[αt, βt] устанавливает следующее

Предложение 5. Включение S̃∗r [α, β] ⊂ S̃∗[αr2, βr2] справедливо при любом
r ∈ [0, 1] ; противоположное включение неверно.

Следует добавить только, что построение функции h ∈ S̃∗[αr2, βr2] \ S̃∗r [α, β]
осуществляется с помощью известной конструкции из [27], с. 145.

Аналогично (12) определим величину

ρ(S̃∗[α, β]) = sup{ξ ∈ [0, 1] : r ∈ [0, ξ] ⇒ S̃∗r [α, β] ⊂ G̃1}. (18)

В отличие от (12), величина (18) допускает «потраекторное» описание. А именно,
пусть r̄f = sup{ξ ∈ [0, 1] : r ∈ [0, ξ] ⇒ kfr = 1} – функционал первого выхода
из множества G̃1 вдоль «линий уровня» функции f ∈ H0 [15, 16, 19, 21, 22]. Тогда

ρ(S̃∗[α, β]) = inf{r̄f : f ∈ S̃∗[α, β]}. (19)

Напомним, что, кроме вычисления величины (19), соответствующая постановка
из [16] предполагает эффективное описание множества

E(S̃∗[α, β]) = {f ∈ S̃∗[α, β] : r̄f = ρ(S̃∗[α, β])}.
Теорема 2. Пусть (α, β) ∈ ∆ \∆′ . Тогда

ρ(S̃∗[α, β]) =
√

R(S̃∗[α, β]) и E(S̃∗[α, β]) = Λα,β .

Доказательство. Справедливость утверждения вытекает из теоремы 1, пред-
ложения 5 и соотношения (fα,β)r = fαr2,βr2 для экстремального семейства (8).

В частном случае (при α = 1) теорема 2 доказана в [16].

В заключение отметим, что для семейств S̃∗r [α, β] , 0 ≤ r ≤ 1 , (α, β) ∈ ∆ ,
справедливы аналоги следствий 1–3.

Summary
A.V. Kazantsev. On the Gakhov Equation in the Janowski Classes with Additional

Parameter.
The Janowski class is characterized by a suitable disk in the right half-plane containing

values of the functional ζf ′/f for all functions of this class. The set of such classes-disks forms
a two-dimensional family ”filling” ∆ triangle. In our previous works, the maximum domain
∆′ ⊂ ∆ of the parameters ensuring the uniqueness property of the (zero) root of the Gakhov
equation for each function of the corresponding class was determined. In the present paper,
such a domain is found for the families of the Janowski classes over ∆× [0, 1] .

Keywords: Gakhov equation, Gakhov set, Janowski classes, hyperbolic derivative,
conformal (inner mapping) radius.
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