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Аннотация

Рассмотрена геометрически нелинейная задача о продольно-поперечном изгибе по ци-
линдрической форме трехслойной пластины с трансверсально-мягким заполнителем, под-
крепленной в торцевых сечениях абсолютно твердыми телами, предназначенными для
обеспечения передачи нагрузки на несущие слои при взаимодействии с другими элемен-
тами конструкций. Использованы полученные ранее уравнения уточненной геометриче-
ски нелинейной теории, позволяющие описать процесс их докритического деформирова-
ния и выявить все возможные формы потери устойчивости несущих слоев (синфазные,
антифазные, смешанные изгибные и смешанные изгибно-сдвиговые, а также произволь-
ные, включающие в себя все выше перечисленные). Получение указанных уравнений
проведено путем введения в рассмотрение в качестве неизвестных контактных усилий
взаимодействия внешних слоев с заполнителем, а также внешних слоев и заполнителя
с подкрепляющими телами во всех точках поверхностей их сопряжения. Разработан чис-
ленный метод решения сформулированной задачи. Построение метода проведено путем
предварительного сведения задачи к системе интегро-алгебраических уравнений, при ре-
шении которой использован метод конечных сумм. Предложена методика изучения до-
критического геометрически нелинейного поведения пластины при ее торцевом сжатии
через подкрепляющее тело. Приведены результаты численных экспериментов. Проведен
анализ результатов экспериментов.

Ключевые слова: трехслойная пластина, трансверсально-мягкий заполнитель, кон-
турное подкрепляющее тело, средний изгиб пластины, уточненная модель заполнителя,
контактные напряжения, интегро-алгебраические уравнения, метод конечных сумм, гео-
метрически нелинейное деформирование, докритическое поведение

Введение

Трехслойные пластины и оболочки с внешними (несущими) слоями из жестких
материалов и заполнителем, относящимся к классу трансверсально-мягких (напри-
мер, сотовой или складчатой структуры, армированный пенопласт и др.), являются
одним из наиболее распространенных элементов конструкций того или иного на-
значения в строительстве и машиностроении [1–5], судостроении [6–9], авиационной
и ракетно-космической промышленности [10–14]. Внешние слои таких элементов
на контуре всегда имеют подкрепляющие стержни, обеспечивающие передачу на-
грузки на несущие слои при взаимодействии с другими элементами конструкций
(рис. 1).
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Рис. 1. Трехслойная пластина: схемы нагружения (a) и крепления (б)
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Рис. 2. Трехслойная пластина с контурными подкрепляющими стержнями

Задачам механики деформирования трехслойных конструкций без учета взаи-
модействия с контурными подкрепляющими стержнями посвящено большое коли-
чество работ [15–21]. Особо выделим статьи [22–25], в которых для трехслойных
пластин и оболочек с трансверсально-мягким заполнителем при малых деформа-
циях и средних перемещениях была построена уточненная геометрически нели-
нейная теория, позволяющая описать процесс докритического деформирования
трехслойных пластин и выявить все возможные формы потери устойчивости
(ФПУ) несущих слоев (синфазные, антифазные, смешанные изгибные и смешан-
ные изгибно-сдвиговые, а также произвольные, включающие в себя все вышепе-
речисленные). Физически нелинейные задачи изучались в [26–29]. При обобщении
результатов этих работ на трехслойные пластины и оболочки с контурными под-
крепляющими стержнями в работах [30–32], как и в [19–21], в качестве неизвестных
введены в рассмотрение контактные усилия взаимодействия внешних слоев с за-
полнителем, а также внешних слоев и заполнителя с подкрепляющими стержнями
во всех точках поверхностей их сопряжения.

В настоящей работе изучается геометрически нелинейная задача о продольно-
поперечном изгибе по цилиндрической форме трехслойной пластины с трансвер-
сально-мягким заполнителем, подкрепленной в торцевых сечениях абсолютно твер-
дыми телами (рис. 2). При выводе уравнений в качестве дополнительных неизвест-
ных рассматриваются контактные усилия взаимодействия внешних слоев с запол-
нителем, а также внешних слоев и заполнителя с подкрепляющими телами во всех
точках поверхностей их сопряжения. Вводятся соответствующие условия сопряже-
ния. Затем сформулированная задача сводится к интегро-алгебраической системе
с уравнениями типа Вольтерра второго рода и дополнительными соотношениями
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для определения неизвестных констант интегрирования. Проводится аппроксима-
ция интегральных уравнений методом коллокаций по гауссовским узлам. Для ре-
шения полученной таким образом проекционной схемы предлагается двухслойный
итерационный процесс с опусканием нелинейности на нижний слой c предобуслав-
ливателем, являющимся линейной частью оператора задачи. После решения ко-
нечномерной задачи решение исходной краевой задачи можно восстановить пу-
тем численного интегрирования с использованием построенных интегрирующих
матриц. В среде MatLab с целью численной реализации предложенных прибли-
женных методов разработан комплекс программ. С его помощью для модельной
задачи проведены численные эксперименты. Дан анализ полученных численных
результатов.

1. Постановка задачи

Для вывода основных уравнений равновесия, статических граничных условий
для оболочки и подкрепляющих стержней, а также условий кинематического со-
пряжения внешних слоев с заполнителем, внешних слоев и заполнителя с подкреп-
ляющими стержнями, как и в [31], в работе [30] использовался предложенный ранее
обобщенный вариационный принцип Лагранжа [33]. Применительно к рассматри-
ваемой в настоящей статье трехслойной пластине, испытывающей цилиндрический
изгиб, выведенные в [30] указанным способом уравнения равновесия будут иметь
вид (здесь и далее k = 1, 2 – номер внешнего несущего слоя, δ(1) = 1 , δ(2) = −1)
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H(k) = h(k) + h , 2h – толщина заполнителя, имеющего модуль упругости E3 в по-
перечном направлении и модуль поперечного сдвига G13 ; M
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в k -м несущем слое без учета касательных напряжений в заполнителе.
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Если ввести в рассмотрение неизвестные контактные усилия взаимодействия
внешних слоев и заполнителя с подкрепляющими стержнями, то решения уравне-
ний (1)–(3) при x1 = x±1 должны удовлетворять граничным условиям

M
(k)
11 = L

(k)
11 ,

dM
(k)
11

dx
+T

(k)
11 ω(k) +H(k)q1 = Q

(k)
13 +hτ1, T

(k)
11 = Q

(k)
11 , q1 = τ1, (5)

где Q
(k)
11 , Q

(k)
13 и L

(k)
11 – неизвестные погонные контактные усилия и изгибающие

моменты, τ1 – поверхностные контактные напряжения, формирующиеся в точках
сопряжения подкрепляющего стержня с заполнителем.

Предположим, что при нагружении пластины в ней формируется напряженно-
деформированное состояние, являющееся симметричным относительно сечения
x1 = 0 . Тогда в этом сечении требуется удовлетворить условиям симметрии ре-
шений уравнений (1)–(4) следующих видов

ω(k) = 0, N
(k)
1 = 0, u

(k)
1 = 0, q1 = 0. (6)

При цилиндрическом изгибе трехслойной пластины стержни, подкрепляющие
её в торцевых сечениях x1 = x−1 , x1 = x+

1 , трансформируются в абсолютно твердые
тела. Поэтому уравнения равновесия такого подкрепляющего стержня в сечении
x1 = x+

1 будут иметь следующий вид:
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где T+
ζ , T+

z – компоненты внешней погонной нагрузки T+ = T+
ζ n + T+

z m , прило-
женной в точке линии rA = ζAn + zAm (рис. 2), m+

s = T+
ζ zA − T+

z ζA – погонный
изгибающий момент.

Формирующиеся в подкрепляющих стержнях перемещения U , W и угол по-
ворота ϕ должны удовлетворять кинематическим условиям сопряжения стержней
с несущими слоями
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к которым необходимо добавить кинематическое условие
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2h2

3E3

dq1
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− 2
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W + B

(+)
2 ϕ

)
= 0, (13)

имеющее место при δτ1 6= 0 . Заметим, что в (10)–(13) неизвестные U , W и ϕ
представляют собой смещения точки O+

2 (рис. 2) и угол поворота поперечного
сечения подкрепляющего тела.

При Q
(k)
11 = Q

(k)
13 = L

(k)
11 = τ1 = 0 (при отсутствии в сечениях x1 = x±1

подкрепляющих стержней, см. рис. 1, б) для решения краевой задачи (1)–(5)
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относительно вектор-функции неизвестных X1 = (w(1), w(2), u
(1)
1 , u

(2)
1 , q1) в [22]

был предложен численный метод, основанный на предварительной конечно-раз-
ностной аппроксимации задачи с помощью метода сумматорных тождеств [34, 35].
В рассматриваемом же случае для краевой задачи в виде пяти дифференци-
альных уравнений (1)–(3) с граничными условиями (5), (6) и десяти алгебра-
ических уравнений (7)–(13) требуется определить вектор-функцию неизвестных
X2 = (w(1), w(2), u
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(2)
11 , τ1, U,W,ϕ) .

2. Сведение краевой задачи к интегро-алгебраическому виду

Сформулированную краевую задачу (1)–(13) об определении функции X2(x)
сведем к интегро-алгебраической системе с уравнениями типа Вольтерра второго
рода с дополнительными соотношениями для определения неизвестных констант
интегрирования. Заметим, что в исходную дифференциальную задачу входят про-
изводные порядка 2n от искомой функции, в то время как интегральные уравнения
будут содержать лишь n -е производные. Такое сведение проводится путем инте-
грирования уравнений (1)–(3), удовлетворения условиям (5), (6) и использования
следующих соотношений
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которую необходимо дополнить алгебраическими уравнениями равновесия стер-
жня (7)–(9).

Если у точки приложения силы T+
ζ перемещение WA в направлении оси z

равно нулю, а перемещение в направлении оси ζ равно UA , то в силу равенств
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x=a

=

a∫

0

du
(k)
1

dx
dx, W = ζAϕ, U = UA − zAϕ

условия сопряжения (10)–(13) принимают вид

a∫

0

du
(k)
1

dx
dx− UA +

(
zA + δ(k)H(k)

)
ϕ = 0, (19)

w(k)
a −

(
ζA + B

(+)
2

)
ϕ = 0, (20)

a∫

0

d2w(k)

dx
dx + ϕ = 0. (21)

Таким образом, для определения введенных в рассмотрение шестнадцати неиз-
вестных из X ∈ H×5 × R×11 составлена разрешающая система шестнадцати
интегро-алгебраический уравнений (14)–(21) и уравнений равновесия стержня
(7)–(9), где H = L2(0, a) , a – полудлина пластины.

3. Аппроксимация интегральных уравнений
методом коллокаций по гауссовским узлам

Для аппроксимации полученных интегральных уравнений типа Вольтерра бу-
дем использовать предложенный в [36, 37] метод коллокаций по гауссовским узлам
и способ построения интегрирующих матриц. Введем в рассмотрение интегральные
операторы по формулам

J (f) =

x∫

0

f(ξ) dξ, J ∗(f) =

a∫

x

f(ξ) dξ, J3(f) =

a∫

0

f(ξ) dξ,

которые аппроксимируем конечномерными аналогами в виде интегрирующих мат-
риц J1 , J2 , J3 соответственно.

С этой целью на отрезке [0, a] введем сетку ω = {xi, i = 1, 2, . . . , N} , соответ-
ствующую квадратурной формуле Гаусса

J3(f) =
N∑

i=1

dif(xi),

где {di} , {xi} – соответственно веса и узлы коллокаций, связанные с корнями
полинома Лежандра степени N .

Обозначим через fi значение f в узле xi : fi = f(xi) и приблизим f на от-

резке [0, a] посредством интерполирующей функции f(x) ≈
N∑

i=1

fili(x) . В качестве
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интерполирующей функции выбраны базисные функции Лагранжа {li} по узлам
{xi} . Таким образом, раскладывая функции li по полиномам Лежандра, строятся
интегрирующие матрицы J1 , J2 .

Введем в рассмотрение конечномерные операторы

I1 = (I(1)
1w, I(2)

1wI(1)
1u , I(2)

1u , I(1)
1q ) : H×5

h ×R×11 → H×5
h

I2 = (I(1)
2w, I(2)

2wI(1)
2u , I(2)

2u ,Θ×N ) : H×5
h ×R×11 → H×5

h

Γ = (Γτ , Γ(1)
wa, Γ(2)

wa) : H×5
h ×R×11 → R×3,

Q = (Q(1)
11 ,Q(2)

11 ,Q(1)
13 ,Q(2)

13 ,L(1)
11 ,L(2)

11 ) : H×5
h ×R×11 → R×6,

Tζ = (Ms, Tζ) : H×5
h ×R×11 → R×2

по формулам

I(k)
1wX(x) = L

(k)
11 +D

(k)
11 w

(k)
,11+H(k)J2J1q1,1+δ(k)J2J1

E3

2h

[
w(2)

a − w(1)
a − J2J1

(
w

(2)
,11 − w

(1)
,11

)]
;

I(k)
2wX(x) = J2T

(k)
11 J1w

(k)
,11 ;

I(k)
1u X(x) = Q

(k)
11 −B

(k)
11 u

(k)
1,1 + δ(k)J2J1q1,1;

I(k)
2u X(x) = −B

(k)
11

2

(
J1w

(k)
,11

)2

;

I 1qX(x) =
(

2h3

3E3
+

2h

G13
J2J1

)
q1,1 + J2J1

(
u

(1)
1,1 − u

(2)
1,1 −H(1)w

(1)
,11 −H(2)w

(2)
,11

)
;

ΓτX(x) = J3q1,1 − τ1;

Γ(k)
waX(x) =

δ(k)

2h
J3

{
E3

[
w(2)

a − w(1)
a − J2J1

(
w

(2)
,11 − w

(1)
,11

)]}
+ Q

(k)
13 + hτ1;

Q(k)
11 X(x) = J3u

(k)
1,1 − UA +

(
zA + δ(k)H(k)

)
ϕ;

Q(k)
13 X(x) = w(k)

a −
(
ζA + B

(+)
2

)
ϕ;

L(k)
11 X(x) = J3w

(k)
,11 + ϕ;

MsX(x) =
[
L

(1)
11 + L

(2)
11 −Q

(1)
11 H(1) + Q

(2)
11 H(2) + B

(+)
2

(
Q

(1)
13 + Q

(2)
13 + 2hτ1

)]
;

TζX(x) = Q
(1)
11 + Q

(2)
11 .

Тогда сформулированная геометрически нелинейная конечномерная задача может
быть представлена в виде

A1X + A2(X) = F, (22)

где A1 = (I1, Γ,Q, T ) : H×5
h × R×11 → H×5

h × R×11 – линейный оператор, A2 =
= (I2, Θ×11) : H×5

h × R×11 → H×5
h × R×11 – нелинейный оператор; в общем

случае правая часть F (T+
ζ , T+

z ,m+
s , X

(k)
3 ) принадлежит H×5 × R×11 . Для задачи

о продольно-поперечном изгибе пластины компоненту внешней погонной нагрузки
T+

z и погонного момента m+
s , приложенных к стержню, и поперечную распреде-

ленную нагрузку на пластину X
(k)
3 положим равными нулю: T+

z = m+
s = X

(k)
3 = 0 .

При этом F = (Θ×(5N+10), T+
ζ ) .

Таким образом, для функций, входящих в систему дифференциальных уравне-
ний (1)–(3) со старшей производной порядка 2n , построена конечномерная схема
(22) относительно n -й производной решения краевой задачи. После решения ко-
нечномерной задачи (22) решение исходной краевой задачи восстанавливается чис-
ленным интегрированием при помощи полученных ранее интегрирующих матриц.
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Рис. 3. Прогибы срединных поверхностей несущих слоев w(k), см

4. Итерационный метод и численные эксперименты

Для решения задачи (22) будем использовать следующий двухслойный ите-
рационный процесс с опусканием нелинейности на нижний слой [22, 25, 38–41] c
предобуславливателем, являющимся линейной частью оператора задачи (22)

A1
X(n+1) −X(n)

τ
+ (A1 + A2) X(n) = F, (23)

где X(0) – заданное начальное приближение, τ > 0 – итерационный параметр.
Для численной реализации итерационного метода (23) задачи (22) о продольно-

поперечном изгибе пластины разработан комплекс программ. Численные расчеты
проводились при следующих значениях геометрических и жесткостных парамет-
ров трехслойной пластины: 2a = 20 см, 2h(1) = 2h(2) = 0.1 см, h = 1 см, G13 =
= 25 МПа, E3 = 50 МПа, E(k) = 133 · 103 МПа, ν

(k)
12 = ν

(k)
21 = 0.3 , k = 1, 2 . При

проведении расчетов для геометрического параметра стержня принято равенство
zA = ζA = B

(+)
2 = h + h1 (см. рис. 2), число точек сетки N = 512 . Вычисления со-

гласно (23) проводились до тех пор, пока норма невязки
∥∥ F − (A1 + A2)X(n)

∥∥
оставалась больше заданной точности ε = 5 · 10−8 . В качестве нормы век-
тора g = (g1, g2, . . . , gm) выбиралась величина ‖g‖ = max{|g1|, |g2|, . . . , |gm|} .
Итерационный параметр подбирался эмпирически. На рис. 3–8 приведены ре-
зультаты численных экспериментов, направленных на определение параметров
напряженно-деформированного состояния пластины при заданном значении по-
гонной нагрузки T+

ζ = −100 кН/м. При действии такой нагрузки в торцевом сече-
нии пластины и подкрепляющем стержне формируются параметры напряженно-
деформированного состояния, имеющие значения Q

(1)
11 = 0.062019 кН/м, Q

(2)
11 =

= −100.062 кН/м, Q
(1)
13 = 0.11091 кН/м, Q

(2)
13 = −0.23413 кН/м, L

(1)
11 = 0.63506 Н,

L
(2)
11 = 0.066734 Н,τ1 = 0.006161 МПа, UA = −0.0069075 см, ϕ = −0.0032962 .
На рис. 3 показаны зависимости функций прогибов точек срединных поверхно-

стей несущих слоев пластины от длины. Видно, что они практически совпадают
в силу малости деформаций поперечного обжатия заполнителя в докритическом
состоянии пластины. На рис. 4 изображены функции осевых перемещений точек
срединных поверхностей несущих слоев. Заметим, что у нижнего слоя они практи-
чески равны нулю, а у верхнего слоя изменяются по длине пластины практически
по линейному закону.

Из рис. 5 следует, что пластина находится в моментном состоянии ввиду дей-
ствия на неё сжимающей нагрузки с эксцентриситетом, причем формирующееся
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Рис. 4. Осевые перемещения срединных поверхностей несущих слоев u
(k)
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Рис. 5. Мембранные усилия несущих слоев T
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Рис. 6. Поперечные касательные напряжения в заполнителе q1, МПа

в первом слое тангенциальное усилие является фактически нулевым, а усилие T
(2)
11

по длине пластины существенно не изменяется.
На рис. 6 показано изменение касательных напряжений в заполнителе по длине

пластины. Видно, что в силу действия на стержень сжимающего усилия с экс-
центриситетом они не равны нулю по всей длине пластины (в точках соединения
заполнителя с подкрепляющим стержнем они должны принимать нулевое значе-
ние в случае отсутствия адгезионного слоя) и достигают максимального значения
в окрестности торцевого сечения.

На рис. 7 и 8 показаны функции обобщенных перерезывающих сил и перере-
зывающих сил в несущих слоях. По характеру приведенных кривых можно судить
о включении в работу заполнителя и его вкладе в восприятии поперечных каса-
тельных напряжений.
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Рис. 7. Обобщенные перерезывающие силы несущих слоев N
(k)
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Рис. 8. Перерезывающие силы несущих слоев Q
(k)
1 , кН/м

Следует отметить, что описанные выше результаты численных решений сфор-
мулированной краевой задачи и задачи, рассмотренной в работах [22–25] для пла-
стины без контурного подкрепляющего стержня, согласуются между собой. По-
следняя описывается лишь системой пяти дифференциальных уравнений (1)–(3)
с постановкой на краях несущих слоев пластины условий шарнирного опирания
на абсолютно жесткие в поперечном направлении диафрагмы. Сжатию одного из
несущих слоев при этом соответствуют неоднородные граничные условия для тан-
генциальных усилий, а присутствию на кромках заполнителя диафрагм – одно-
родные граничные условия для касательных напряжений в заполнителе второго
рода

T
(1)
11 = T+

ζ = −100
кН
м

, T
(2)
11 = w(k) =

d2w(k)

dx2
= 0,

dq1

dx
= 0 при x1 = x±1 . (24)

Введем в рассмотрение вектор-функции перемещений точек срединных поверх-
ностей пластины U = (w(1), w(2), u

(1)
1 , u

(2)
1 ) , Ũ = (w(1), w(2), u

(1)
1 , u

(2)
1 ) по формуле

U(k) = u
(k)
1 e1 + w(k)m , где U – решение задачи с подкрепляющим стержнем (22),

а Ũ – решение задачи без подкрепляющего стержня (1)–(3), (24). Для этих двух
задач при заданной нагрузке T+

ζ были получены следующие оценки для прибли-

женных решений: Ψ =
1
2

∥∥∥U/‖U‖h − Ũ/‖Ũ‖h

∥∥∥
h

= 0.0052, где в качестве нормы
вектора y = (y1, y2, . . . , ym) выбиралась величина ‖y‖h = max {|y1| , |y2| , . . . , |ym|} .
Заметим, что для касательных напряжений в заполнителе такие хорошие оценки
решений не получаются. Это обусловлено тем, что при постановке первой задачи
для пластины с подкрепляющим стержнем решение последнего уравнения системы
(1)–(3) подчиняется граничному условию (13), а при постановке второй задачи для
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Рис. 9. Поперечные касательные напряжения в заполнителе q1, МПа, для двух задач

пластины, имеющей на кромке жесткую и соединенную с заполнителем диафрагму,
удовлетворяет последнему граничному условию в (24). На рис. 9 показаны каса-
тельные напряжения в заполнителе при постановке двух описанных выше краевых
задач: для пластин с подкрепляющим стержнем (пунктирная линия) и без подкреп-
ляющего стержня (сплошная линия). Видно, что у реальных трехслойных пластин
наличие подкрепляющего стержня приводит к снижению уровня касательных на-
пряжений в зоне их максимального значения.
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Abstract

A geometrically nonlinear problem of longitudinal and transverse bending on the cylind-
rical shape of a sandwich plate with transversally soft core reinforced in the front sections
by absolutely rigid bodies intended to ensure the transfer of load to the carrier layers when
they interact with other structural elements has been considered. The equations of the refined
geometrically nonlinear theory, which allow one to describe the process of their precritical de-
formation and to reveal all possible buckling forms of the carrier layers (in-phase, antiphase,
mixed bending and mixed bending-shear, and also arbitrary, including all of the above) have
been used. These equations have been derived by introducing the contact forces of the inter-
action of the outer layers with the filler, as well as those of the outer layers and the filler with
the reinforcing bodies at all points of the surfaces of their conjugation, as unknown parameters.
A numerical method for solving the formulated problem has been developed. The method has
been constructed by preliminary reduction of the problem to a system of integro-algebraic
equations solved with the help of the finite-sum method. A method has been developed for
studying the precritical geometrically nonlinear behavior of the plate as a result of its front
compression through a reinforcing body. The results of the numerical experiments have been
presented and analyzed.
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Figure Captions

Fig. 1. Sandwich plate: loading (a) and fixing (b) schemes.

Fig. 2. Sandwich plate with contour reinforcing beams.

Fig. 3. Deflections of the middle surfaces of the carrier layers w(k) , cm.

Fig. 4. Axial displacements of the middle surfaces of the carrier layers u
(k)
1 , cm.

Fig. 5. Membrane forces of the carrier layers T
(k)
11 , kN/m.

Fig. 6. Transverse tangential stresses in the core q1 , MPa.

Fig. 7. Generalized shear forces of the carrier layers N
(k)
1 , kN/m.

Fig. 8. Shear forces of the carrier layers Q
(k)
1 , kN/m.

Fig. 9. Transverse tangential stresses in the core q1 , MPa, for two problems.
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