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Аннотация

Представлено новое точное решение, позволяющее прогнозировать свойства поля ско-
рости, давления и распределения примеси при установившихся сдвиговых течениях вяз-
ких несжимаемых жидкостей в протяженном горизонтальном слое. Для описания концен-
трационной конвекции построена математическая модель на основе уравнений Обербека –
Буссинеска с линейной зависимостью плотности от концентрации. Полагается, что одна
из границ слоя (нижняя) является непроницаемой для растворенного в жидкости веще-
ства (примеси) и на ней полагается справедливым эффект прилипания жидкости. Течение
индуцируется неоднородным распределением примеси и давления на верхней границе рас-
сматриваемого слоя. На верхней границе задается однородное распределение скоростей.
Построенное решение принадлежит семействам Остроумова –Бириха и Линя –Сидорова –
Аристова. Поле скоростей описывается двумерным профилем Куэтта, то есть обе ком-
поненты скорости зависят от вертикальной поперечной координаты. Концентрация и
давление описываются линейными формами относительно горизонтальных (продольных)
координат с коэффициентами, зависящими от третьей координаты. Структура точного
решения выбрана таким образом, чтобы тождественно удовлетворялось уравнение несжи-
маемости. Это позволило разрешить переопределенную квадратично нелинейную систему
в частных производных. Неизвестные функции, определяющие гидродинамические поля,
после подстановки в стационарную систему уравнений Обербека –Буссинеска, дополнен-
ную уравнениями диффузии и несжимаемости, найдены посредством интегрирования си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений. Эта система имеет тринадцатый
порядок и допускает точное полиномиальное решение. Показано, что данное решение
способно описывать возникновение нескольких зон противотечений и немонотонный ха-
рактер удельной кинетической энергии, имеющей до двух нулей. Полученные точные
решения способны иллюстрировать множественную стратификацию поля касательных
напряжений, поля давления и концентрационного поля. Таким образом, гидродинамиче-
ские поля имеют сложную топологию, определяемую зависимостью скоростей, давления
и концентрации от поперечной координаты.

Ключевые слова: концентрационная конвекция, точное решение, течение Куэтта –
Пуазейля

Введение

Исследование концентрационной конвекции в настоящее время ведется чрез-
вычайно интенсивно экспериментальными методами [1–8]. В то же время теорети-
ческое изучение уравнений Обербека –Буссинеска при учете изменения плотности
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от функции концентрации по линейному закону осуществляется недостаточно [9,
10]. Действительно, уравнения тепловой и диффузионной конвекции совпадают с
точностью значений диссипативных коэффициентов, но физические особенности
течения определяются прежде всего граничными условиями [11–14]. Запас точных
решений для уравнений естественной конвекции к настоящему времени достаточно
широкий [15–40], что позволяет исследовать краевые задачи для различной гео-
метрии потоков жидкости (однонаправленные, сдвиговые, трехмерные течения).
Нахождение новых точных решений уравнений Обербека –Буссинеска необходимо
для дальнейшего изучения гидродинамической устойчивости диффузионных те-
чений, поскольку важным является не только класс возмущений, но и стартовое
точное решение. В статье [9] была поставлена и решена задача о сдвиговом течении
жидкости типа Куэтта для концентрационной конвекции. В этом случае движение
индуцировалось неоднородным распределением примеси (например, морская вода)
и заданием скоростей на верхней границе бесконечного горизонтального слоя [9].
Известно, что сдвиговые течения используются очень часто при моделировании
и описании задач геофизической гидродинамики, при изучении тонких слоев в
различных технических и технологических устройствах, в которых происходит пе-
репад давления в одном или двух направлениях [21, 31, 33, 35, 41–47]. Такие вари-
ации давления называют горизонтальными градиентами давления, а их наличие
приводит к конвективному перемешиванию жидкости, поскольку они вызывают
изменение градиентов концентрации и генерацию движения [16, 22, 33, 35, 44, 45,
48–50]. Таким образом, актуальной задачей является изучение концентрационной
конвекции, индуцируемой горизонтальными градиентами давления. В этом случае
возникают вторичные градиентные потоки, которые объясняют перепад солено-
сти между водами Черного и Средиземного морей [50–52]. В настоящей работе
решена модельная задача о конвективном концентрационном течении жидкости,
индуцированном градиентами давления и концентрации при заданной скорости на
верхней границе бесконечного горизонтального слоя жидкости.

1. Постановка задачи. Система уравнений

Система уравнений Обербек –Буссинеска, диффузии и несжимаемости, описы-
вающих слоистые установившиеся течения вязкой бинарной несжимаемой жидко-
сти, записывается следующим образом:

(V · ∇)V = −∇P + ν4V + gβCk, (V · ∇)C = d4C, ∇ ·V = 0. (1)

Здесь V = (Vx, Vy, 0) – вектор скорости; P (x, y, z) – деленное на постоянную сред-
нюю плотность ρ отклонение давления от гидростатического; C (x, y, z) – откло-
нение концентрации (солености) от среднего значения; ν, d, β – коэффициенты
кинематической вязкости, диффузии, концентрационного расширения жидкости
соответственно.

Исследование решений такой задачи позволяет ответить на вопрос о том, каким
образом в изотермической жидкости концентрация примеси влияет на свойства
течения. Будем искать решение системы уравнений (1) в следующем виде [9, 34]:

Vx = U (z) , Vy = V (z) , P = P0 (z) + P1 (z)x + P2 (z) y,

C = C0 (z) + C1 (z)x + C2 (z) y. (2)

В результате подстановки вида (2) в систему (1) придем к системе

C ′′1 = 0, C ′′2 = 0, P ′1 = gβC1, P ′2 = gβC2,
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νU ′′ = P1, νV ′′ = P2, dC ′′0 = UC1 + V C2, P ′0 = gβC0. (3)

Уравнения выписаны в том порядке, в каком будет произведено последовательное
интегрирование системы (3). Решение системы (3) представляет собой набор по-
линомиальных функций различного порядка. Полиномом наибольшей (четырна-
дцатой) степени описывается фоновое давление P0 . Соответственно, необходимо
определить значения пятнадцати постоянных интегрирования, а для этого следует
сформулировать соответствующее число краевых условий.

2. Постановка задачи. Краевые условия

Установившееся течение бинарной жидкости происходит в бесконечном гори-
зонтальном тонком слое, ограниченном твердой непроницаемой плоскостью z = 0 ,
по которой жидкость движется без проскальзывания [9]:

Vx|z=0 = Vy|z=0 = 0,
∂C

∂n

∣∣∣∣
z=0

= 0.

Здесь n – вектор нормали к поверхности рассматриваемого слоя жидкости. Ис-
пользование приближения крупномасштабности позволяет пренебречь искривле-
нием свободной верхней границы тонкого слоя. Таким образом, верхняя граница
жидкости описывается уравнением плоскости z = h . На верхней границе заданы
скорость движения границы и распределение давления и концентрации примеси
на ней [9, 31, 34, 41–43]:

Vx|z=h = W cosφ, Vy|z=h = W sin φ, P |z=h = S0 + S1x + S2y, C|z=h = ax + by.

С учетом структуры класса решений (2) перечисленные выше краевые условия
принимают вид

U (0) = V (0) = 0, U (h) = W cosφ, V (h) = W sin φ,

P0 (h) = S0, P1 (h) = S1, P2 (h) = S2,

dC0

dz
(0) =

dC1

dz
(0) =

dC2

dz
(0) = 0, C0 (h) = 0, C1 (h) = a, C2 (h) = b. (4)

Решение краевой задачи (3), (4) с учетом замены принимает вид

U = Z [W cos ϕ + ψ1 (−1 + Z) + ψ2 (−1 + Z) (−2 + Z)] ;

V = Z [W sin ϕ + γ1 (−1 + Z) + γ2 (−1 + Z) (−2 + Z)] ;

C1 = a; C2 = b;

C0 = (−1 + Z)×
× [

λ1

(−1− Z − Z2 + Z3
)

+ λ2

(
8 + 8Z + 8Z2 − 12Z3 + 3Z4

)
+ λ3

(
1 + Z + Z2

)]
;

P1 = S1 + ξ1 (−1 + Z) ;

P2 = S2 + ξ2 (−1 + Z) ;

P0 = S0 + ξ3(−1 + Z)2
(−7− 4Z − Z2 + 2Z3

)
+

+ξ4(−1 + Z)2
(
11 + 6Z + Z2 − 4Z3 + Z4

)
+ ξ5(−1 + Z)2

(
3 + 2Z + Z2

)
. (5)

В точном решении (5) для упрощения записи введены следующие обозначения:

ψ1 =
h2S1

2ν
, ψ2 =

agβh3

6ν
, γ1 =

h2S2

2ν
, γ2 =

bgβh3

6ν
,
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λ1 =
(aS1 + bS2)h4

24dν
, λ2 =

(
a2 + b2

)
gh5β

360dν
, λ3 =

h2W (a cosφ + b sin φ)
6d

,

ξ1 = agβh, ξ2 = bgβh, ξ3 =
(aS1 + bS2) gh5β

240dν
,

ξ4 =

(
a2 + b2

)
g2h6β2

720dν
, ξ5 =

(a cosφ + b sinφ) gh3Wβ

24d
.

Точное решение (5) описывает неодномерное концентрационное течение Куэт-
та –Пуазейля в классе решений Линя –Сидорова –Аристова [53–55]. Отличитель-
ной особенностью полученного решения (5) является учет ветрового воздействия
и неоднородного распределения давления и концентрации на верхней границе рас-
сматриваемого бесконечного слоя вязкой бинарной жидкости.

Заметим, что если положить значения S1, S2 обоих продольных градиентов
давления на верхней границе слоя равными нулю, то коэффициенты ψ1, γ1, λ1,
ξ3 в точном решении (5) окажутся нулевыми. Получившиеся при этих значениях
констант выражения (5) были подробно исследованы в [9].

Отметим также, что коэффициенты λ1, ξ3 могут вырождаться не только при
S1 = S2 = 0 . Это означает, что при анализе такой краевой задачи необходимо
сочетать выводы, приведенные в [9] (в части анализа свойств фонового давления и
поля концентрации), с результатами, полученными ниже (в части анализа свойств
поля скорости и градиентов поля давления).

3. Анализ поля скорости

Для удобства и краткости перепишем выражения (5) для скоростей U и V
следующим образом:

U = Z [W cosϕ + ψ1 (Z − 1) + ψ2 (Z − 1) (Z − 2)] =

= Z
[
ψ2Z

2 − Z (3ψ2 − ψ1) + W cosϕ− ψ1 + 2ψ2

]
= Zf1 (z) .

Аналогично,

V = Z
[
γ2Z

2 − Z (3γ2 − γ1) + W sin ϕ− γ1 + 2γ2

]
= Zf2 (z) .

Заметим, что полиномы f1 и f2 с точностью до одновременной замены ψi на γi ,
i = 1, 2 , и sin φ на cosφ оказываются идентичны. Это говорит о том, что если
найдется такое ненулевое k , что ψi = kγi , i = 1, 2 , и sinφ = k cosφ , то скорости
U и V будут связаны соотношением U = kV , значит, путем некоторого поворота
системы горизонтальных осей течение сводится к однонаправленному.

Проанализируем свойства компонент вектора скорости (5). Скорость принимает
одно нулевое значение внутри слоя жидкости при выполнении неравенства:

W cosϕ (W cos ϕ− ψ1 + 2ψ2) < 0.

При выполнении неравенства

W cos ϕ (W cosϕ− ψ1 + 2ψ2) > 0

у скорости U регистрируются две точки, в которых она равняется нулю (см. рис. 1,
сплошная линия).

Аналогичные оценки справедливы и для скорости V : имеется одна нулевая
точка, если

W sin ϕ (W sin ϕ− γ1 + 2γ2) < 0;
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Рис. 1. Профили компонент U , V , м/с, вектора скорости
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Рис. 2. Профиль удельной кинетической энергии Ek , кг/(м ·c2 ), с максимальным числом
нулевых точек

и если выполняется условие W sin ϕ (W sin ϕ− γ1 + 2γ2) > 0 , то скорость V два-
жды принимает нулевое значение внутри рассматриваемого слоя (см. рис. 1, пунк-
тирная линия).

Таким образом, удельная кинетическая энергия Ek = ρ
(
U2 + V 2

)
/2 имеет не

более двух нулевых точек внутри слоя (не считая нижней границы слоя, где по
условию реализуется прилипание жидкости к твердой стенке); причем это воз-
можно только в случае, когда скорости U и V обращаются в нуль одновременно
(рис. 2).

Точки экстремума кинетической энергии Ek связаны со скоростями U и V
следующим соотношением:

dEk

dZ
= ρ (UU ′ + V V ′) = 0.

Отметим, что в силу соотношений

τxz = η

(
∂Vx

∂z
+

∂Vz

∂x

)
= ηU ′, τyz = η

(
∂Vy

∂z
+

∂Vz

∂y

)
= ηV ′

нули производных U ′ и V ′ соответствуют точкам, в которых обращаются в нуль
соответствующие касательные напряжения (здесь η – динамическая вязкость жид-
кости). Следовательно, имеем соотношение

dEk

dZ
= Uτxz + V τyz = 0. (6)
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Рис. 3. Профили касательных напряжений τxz, τyz , кг/(м ·c2 )

Очевидно, что точки, где обе скорости одновременно обращаются в нуль, яв-
ляются точками экстремума кинетической энергии Ek . Это объясняется (помимо
прямой подстановки значений U = V = 0 в равенство (6)) тем, что кинетиче-
ская энергия является неотрицательной функцией и при остановке потока (одно-
временном достижении скоростями нулевого значения) происходит разгон потока,
а значит, и рост кинетической энергии Ek .

Критическими точками кинетической энергии Ek также являются точки, в ко-
торых одновременно вырождаются оба касательных напряжения (рис. 2). Справед-
ливость этого утверждения доказывается непосредственной подстановкой значений
τxz = τyz = 0 в соотношение (6).

Отметим, что если течение сводимо к однонаправленному, то U = kV и U ′ =
= kV ′ , а значит, соотношение (6) принимает вид

(
1 + k2

)
Uτxz = 0.

Это равенство говорит о том, что иных экстремальных точек у кинетической энер-
гии Ek (помимо указанных выше) нет.

Предположим, что течение несводимо к однонаправленному, то есть что U 6=
6= kV . Тогда, помимо указанных выше точек, где одновременно вырождаются обе
скорости и/или оба касательных напряжения, кинетическая энергия может об-
ращаться в нуль и в некоторых других случаях, отвечающих соотношению (6).
Например, когда U = τyz = 0 или V = τxz = 0 .

Согласно выражениям (5), значения напряжений τxz , τyz можно рассчитать по
следующим формулам:

τxz = η
(
3ψ2Z

2 − 2 (3ψ2 − ψ1)Z + W cosϕ− ψ1 + 2ψ2

)
,

τyz = η
(
3γ2Z

2 − 2 (3γ2 − γ1) Z + W sin ϕ− γ1 + 2γ2

)
.

Очевидно, каждая из этих функций обратится в нуль не более двух раз (рис. 3),
оценки на параметры задачи для этого случая строятся аналогично тому, как это
было проделано для скоростей.

4. Анализ поля концентрации

Отличительной особенностью точного решения (5) является постоянство гори-
зонтальных градиентов поля концентрации. Поэтому нелинейность распределения
этого поля основывается на свойствах поля фоновой концентрации C0 . Рассмот-
рим его отдельно. Отметим, что, если положить λ1 = 0 , получим решение, которое
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Рис. 4. Профили фоновой концентрации C0 , м−3

было подробно исследовано в [9]. Поэтому всюду далее можно считать, что λ1 6= 0 ,
и решение (5) для фоновой концентрации представить в следующем виде:

C0 = λ1 (−1 + Z)×
× [−1− Z − Z2 + Z3 + ζ2

(
8 + 8Z + 8Z2 − 12Z3 + 3Z4

)
+ ζ3

(
1 + Z + Z2

)]
=

= λ1 (−1 + Z) q (Z) .

Очевидно, что наибольшее число нулевых точек фоновой концентрации C0 (то
есть точек, в которых значение концентрации примеси (солености) совпадает со
средним ее значением) равняется четырем. Этот случай реализуется, если значения
полинома q (Z) на границах рассматриваемого слоя имеют одинаковые знаки, а его
производная имеет три нуля внутри этого слоя. Первое условие реализуется, если

(−1 + 8ζ2 + ζ3) (−2 + 15ζ2 + 3ζ3) > 0.

Второе условие равносильно тому, что дискриминант соответствующего кубиче-
ского уравнения положителен:

(−1 + 8ζ2 + ζ3)×
× (−12 + 280ζ2 − 1900ζ2

2 + 4000ζ3
2 + 3ζ3 + 100ζ2ζ3 − 1700ζ2

2ζ3 − 32ζ2ζ
2
3

)
> 0.

Совокупность этих двух неравенств является необходимым условием того, что
фоновая концентрация имеет четыре нуля внутри исследуемого слоя. В каче-
стве примера на рис. 4 приведен профиль фоновой концентрации C0 при ζ2 =
= 0.09605558961782143 , ζ3 = 0.23216840384222323 .

При добавлении вторичных полей (C1x = ax и C2y = by ) форма профиля ито-
гового поля концентрации C = C0 +C1x+C2y в конкретном сечении не изменится,
поскольку слагаемые ax , by определяют только его сдвиг.

5. Анализ поля давления

Продольные градиенты давления P1 , P2 могут менять знак только в одной
точке – точке Z = 1−Si/ξi , i = 1, 2 , – и то при условии, что эта точка принадлежит
рассматриваемому слою, а коэффициент ξi , i = 1, 2 , отличен от нуля. В противном
случае, оба градиента сохраняют знак.

Более сложным поведением отличается фоновое давление P0 . Характер про-
филя фонового давления определяется сочетанием четырех параметров – S0 , ξj ,
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Рис. 5. Профиль фонового давления P0 , м2 /с2

j = 3, 4, 5 . При этом функция P0 является полиномом шестой степени, а значит,
не может иметь более шести нулей на всей области определения, следовательно,
фоновое давление P0 имеет не более шести нулевых точек в рассматриваемом слое.

Отметим также, что параметр S0 является константой и входит в выражение
для давления P0 аддитивным образом. Поэтому, если удастся определить число
нулей вспомогательной функции r (Z) = P0 (Z) − S0 , легко будет сделать выводы
относительно фонового давления P0 .

Всюду далее будем полагать, что ξ3 6= 0 , поскольку случай ξ3 = 0 был рассмот-
рен авторами ранее [9]. Это предположение позволяет представить вспомогатель-
ную функцию r (Z) в следующем виде:

r = ξ3(−1 + Z)2×
× [−7− 4Z − Z2 + 2Z3 + ς4

(
11 + 6Z + Z2 − 4Z3 + Z4

)
+ ς5

(
3 + 2Z + Z2

)]
,

где

ς4 =
ξ4

ξ3
=

(
a2 + b2

)
ghβ

3 (aS1 + bS2)
, ς5 =

ξ5

ξ3
=

10ν (a cos φ + b sin φ) W

(aS1 + bS2)h2
.

Такое преобразование позволяет сразу же уменьшить число корней исследуе-
мого полинома, попадающих внутрь рассматриваемого слоя. Теперь можно с пол-
ной уверенностью утверждать, что число нулевых точек функции r , принадле-
жащих слою жидкости, не превосходит четырех. При этом может быть равно че-
тырем, только если ς4 6= 0 , что равносильно условию

(
a2 + b2

) 6= 0 . На рис. 5
в качестве примера приведен профиль фонового давления P0 при S0 = −0.001 ,
ς4 = 0.5479567552865968 , ς5 = 0.3326770472110828 .

Характер изолиний итогового поля давления P , в отличие от изолиний поля
концентрации C , зависит от отношения (в абсолютном выражении) коэффици-
ентов, входящих в состав фонового давления P0 , и продольных градиентов P1 ,
P2 давления. При одних сочетаниях будут превалировать постоянные и линейные
слагаемые (рис. 6, а), а при других – нелинейные слагаемые (рис. 6, б).

Заключение

В работе построено точное решение для установившейся сдвиговой концентра-
ционной конвекции в протяженном горизонтальном слое с учетом возможных пе-
репадов давления. Проведено исследование всех полей, определяющих свойства
течения вязкой жидкости с примесью. Показана возможность краевого управле-
ния положением границ зон противотечений.
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Рис. 6. Распределение изолиний давления в сечении y = 0 при S0 = −0.001 , ς4 =
= 0.5479567552865968 , ς5 = 0.3326770472110828 , ξ1 = 0.005 : (а) S1 = −0.15 , (б) S1 =
= −0.015
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Abstract

This article presents a new exact solution for predicting the properties of the velocity field,
pressure, and impurity distribution in steady shear flows of viscous incompressible fluids in
an extended horizontal layer. The solutal convection was described using a mathematical
model based on the Oberbeck–Boussinesq equations with a linear dependence of density on
concentration. It was assumed that the layer at one of its boundaries (the lower one) is im-
permeable to the substance (impurity) dissolved in the fluid so that the fluid-sticking effect
applies to it. It was demonstrated that the flow is induced by an inhomogeneous distribution of
impurities and pressure at the upper boundary of the layer. A uniform distribution of velocities
is set at the upper boundary. The obtained solution belongs to the Ostroumov–Birikh and
Lin–Sidorov–Aristov classes. The velocity field was described by the two-dimensional Couette
profile, i.e., both velocity components depend on the vertical transverse coordinate. The con-
centration and pressure were described by linear forms relative to horizontal (longitudinal)
coordinates, with coefficients depending on the third coordinate. The structure of the exact
solution is such that the incompressibility equation is identically satisfied. Thus, an overdeter-
mined, quadratically nonlinear partial differential system was resolved. After the substitution
in the stationary system of the Oberbeck–Boussinesq equations supplemented by the equations
of diffusion and incompressibility, the unknown functions that determine the hydrodynamic
fields were found by integrating the system of ordinary differential equations. This system is
of the 13th order and admits an exact polynomial solution that can be used to describe the
occurrence of several counterflow zones and the nonmonotonic nature of the specific kinetic
energy with up to two zeros. The obtained exact solutions illustrate the multiple stratifica-
tions of the shear stress, pressure, and concentration fields. Therefore, hydrodynamic fields
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have a complex topology defined by the dependence of velocities, pressure, and concentration
on the transverse coordinate.

Keywords: solutal convection, exact solution, Couette–Poiseuille flow

Figure Captions

Fig. 1. Profiles of the components U , V , m/s of the velocity vector.

Fig. 2. Profile of the specific kinetic energy Ek , kg/(m ·s2 ) with the maximum number of
zeros.

Fig. 3. Profiles of the shear stresses τxz, τyz , kg/(m ·s2) .

Fig. 4. Profiles of the background concentration C0 , m−3 .

Fig. 5. Profile of the background pressure P0 , m2 /s2 .

Fig. 6. Distribution of the pressure isolines in the cross section y = 0 at S0 = −0.001,
ς4 = 0.5479567552865968, ς5 = 0.3326770472110828, ξ1 = 0.005: (a) S1 = −0.15, (b) S1 =
= −0.015.
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