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ÓÄÊ 514.764.227+514.765+517.984.56+511.ÑÏÅÊÒ� ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ËÀÏËÀÑÀÑÂßÇÍÛÕ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ Ï�ÎÑÒÛÕ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀÂ.Ì. ÑâèðêèíÀííîòàöèÿÈçëàãàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèàíà äëÿ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñ-íûõ �óíêöèé íà ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ïðîñòîé ãðóïïå Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîéìåòðèêîé. Óêàçàííûé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèàíàäëÿ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà îäèí è äâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Ëàïëàñà, ñïåêòð, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè, ñòàðøèéâåñ, �îðìà Êèëëèíãà. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1℄ èçó÷àåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ�óíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ íîðìàëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ êîìïàêòíûõîäíîñâÿçíûõ (ñâÿçíûõ) ïðîñòûõ ãðóïï Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé (òî åñòü èíâàðèàíò-íîé îòíîñèòåëüíî ëåâûõ è ïðàâûõ ñäâèãîâ) ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν . Â ïîñëåäíåìñëó÷àå íà îñíîâå òåîðåì 4.4 è 5.2 èç [1℄, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ îïèðàåòñÿ íà ðå-çóëüòàòû òåîðèè ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, ïðåäëàãàåòñÿñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèàíà, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â � 7 â [1℄ äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèàíà íà ãðóïïå Ëè (SU(2), ν), èçîìåòðè÷íîé åäèíè÷íîéåâêëèäîâîé òðåõìåðíîé ñ�åðå S3 .Â ðàáîòå [2℄ ïðèâîäèòñÿ óïðîùåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.4 èç [1℄, à òàêæåâ ñëåäñòâèè 1.4 �îðìóëèðóåòñÿ óëó÷øåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíàíà îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè G ñ ìåòðèêîé ν . Ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà èëëþ-ñòðèðóåòñÿ â �� 2�4 ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïï Ëè G ðàíãà äâà.Óëó÷øåíèå àëãîðèòìà â îñíîâíîì çàêëþ÷àëîñü â ïåðåõîäå ê êîìïëåêñíîìó ñëó÷àþïðè ïîäñ÷åòå êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà.Â � 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû àëãîðèòì ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíà èç [2℄ îáîáùàåò-ñÿ íà íåîäíîñâÿçíûé ñëó÷àé, òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé êîì-ïàêòíîé ñâÿçíîé ïðîñòîé ãðóïïû Ëè G . Ñíà÷àëà â ïðåäëîæåíèè 1 äîêàçûâàåòñÿñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ ëàïëàñèàíà â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì ñëó÷àÿõ äëÿ ëþ-áîãî êîìïàêòíîãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà C∞ . Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåìïðåäëîæåíèÿ 1 è ðàññóæäåíèé � 1 [2℄ �îðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû 1 è 2, ÿâëÿþùèåñÿñîîòâåòñòâåííî àíàëîãàìè òåîðåì 4.4 è 5.2 èç [1℄ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Èç òåî-ðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè G ñâîäèòñÿê ïîèñêó ìíîæåñòâà ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(G) âñåõ åå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõïðåäñòàâëåíèé.Ïîèñê ìíîæåñòâà ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(G) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåòêè Λ(G) âñåõâåñîâ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè G , êîòîðàÿ íàçûâà-åòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðåøåòêîé ãðóïïû Ëè G . Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ðåøåòêàïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â [3℄ è â äîáàâëåíèè À.Ë. Îíèùèêà â êíèãå [4℄. Â ïðåä-ëîæåíèè 4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà Λ+(G) è Λ(G) çàäàþòñÿ öåëî÷èñëåííîé



220 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍðåøåòêîé I ãðóïïû Ëè G , îïðåäåëåííîé îäíîçíà÷íî äëÿ ãðóïïû Ëè G ñ òî÷íîñòüþäî âíóòðåííåãî àâòîìîð�èçìà. Äàëåå �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîé ðåøåòêè Λ(G) , ãëàâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: õàðàêòå-ðèñòè÷åñêàÿ ðåøåòêà Λ(G) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãðóïïó Ëè G ñ òî÷íîñòüþ äîèçîìîð�èçìà è ñîîòíîøåíèå (7) îïðåäåëÿåò âñå âîçìîæíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèåðåøåòêè Λ(G) äëÿ çàäàííîé àëãåáðû Ëè. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè-÷åñêîé ðåøåòêè â êà÷åñòâå èòîãà ðàññóæäåíèé â � 1 ïîçâîëèëî ñ�îðìóëèðîâàòüâ ñëåäñòâèè 5 àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ ëàïëàñèàíîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïàêò-íûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ñ �èêñèðîâàííîé ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè g è áèèíâàðèàíòíîéðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν .Íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 5 â � 2 âû÷èñëÿþòñÿ ñïåêòðû ëàïëàñèàíîâ âñåõ ñâÿçíûõêîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà îäèí: SU(2) è SO(3) , à â �� 3�5 ñ ó÷åòîìðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé èç ñòàòüè [2℄ çàäàþòñÿ ñïåêòðû ëàïëàñèàíîâ âñåõ ñâÿçíûõêîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà äâà: SU(3) è SU(3)/C(SU(3)) , G2 , Spin(5)è SO(5) . 1. Ïëàí ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíàñâÿçíîé êîìïàêòíîé ïðîñòîé ãðóïïû Ëè�àññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïàêòíóþ ïðîñòóþ ãðóïïó Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé ðè-ìàíîâîé ìåòðèêîé ν . Ìíîæåñòâî Spec (G, ν) âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòî-ðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè ∆ íà ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ �óíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà
(G, ν), ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî åñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà Ëàïëà-ñà. Íåêîòîðûå îáùèå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè, åãî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è ñîáñòâåííûì âåùåñòâåííûì �óíêöèÿìíà êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ êëàññà C∞ , óêàçàíû â [1℄. Ëàïëàñèàíåñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè. �àññìîòðèìêîìïëåêñíûé ñëó÷àé ïîäðîáíåé.Ïóñòü (N, ν) � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå êëàññà C∞ ñ ìåòðè÷åñêèìòåíçîðîì ν , f � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ íà (N, ν) , âåùåñòâåííàÿ fR := Re fè ìíèìàÿ fI := Im f ÷àñòè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè �óíêöèÿìè êëàññà
C2 . Ëàïëàñèàí êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè f ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí êîìïëåêñíî-çíà÷íîé �óíêöèè

∆f := ∆fR + i∆fI . (1)Ïóñòü E C

λ è E R

λ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâàìè êîìïëåêñíûõ è âå-ùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ . Èç �îðìó-ëû (1) ñëåäóåò, ÷òî âåùåñòâåííûå �óíêöèè g, h ∈ E R

λ çàäàþò êîìïëåêñíîçíà÷íóþ�óíêöèþ f = g+ih ∈ E C

λ , è, íàîáîðîò, âñëåäñòâèå îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ êîì-ïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè f íà âåùåñòâåííóþ g = Re f è ìíèìóþ h = Im f ÷àñòè�óíêöèÿ f ∈ E C

λ îòâå÷àåò äâóì âåùåñòâåííûì �óíêöèÿì g, h ∈ E R

λ . Òàêèì îáðà-çîì, ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëàïëàñèàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåùåñòâåííûõè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé ñîâïàäàþò è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ E C

λ = E R

λ +
+ iE R

λ è dim C E
C

λ = dim R E
R

λ . Ïîëó÷àåìÏðåäëîæåíèå 1. Ñïåêòðû ëàïëàñèàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ êîìïëåêñíûõ è âå-ùåñòâåííûõ �óíêöèé íà êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè êëàññà C∞ ñîâïà-äàþò.Âû÷èñëåíèå êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò, è ñàìîãî ñïåêòðà, ëà-ïëàñèàíà ïðîùå âåñòè â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, ÷åì â âåùåñòâåííîì. Ïîýòîìó ïðèñîñòàâëåíèè ïëàíà ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíà äëÿ ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ïðîñòîéãðóïïû Ëè G áóäåì ñëåäîâàòü õîäó ðàññóæäåíèé � 1 â [2℄, îïèðàþùåìóñÿ íà ïðè-âîäèìûå íèæå àíàëîãè òåîðåì èç [1℄, ñ�îðìóëèðîâàííûå â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå.



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 221Äàëåå lg (ñîîòâåòñòâåííî rg ) îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå lg : h ∈ G→ gh ∈ G (ñî-îòâåòñòâåííî rg : h ∈ G→ hg ∈ G); dg � (èíâàðèàíòíàÿ) âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Õààðàíà G , ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìåðå îáúåìà µν , îïðåäåëÿåìîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν.Ìåðà Õààðà dg èíäóöèðóåò èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âåùåñòâåí-íîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L2(G, dg) , êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿäî èíâàðèàíòíîãî ýðìèòîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîìïðîñòðàíñòâå L2
C
(G, dg) := L2(G, dg)+iL2(G, dg) . Èç �îðìóëû (10) òåîðåìû 30 â [5℄ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Mc íåïðèâîäèìîãîêîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ c ðàâíà dc2 , ãäå dc � ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ c .Ïîâòîðÿÿ õîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.4 â [1℄ è çàìåíÿÿ íåïðèâîäèìûå âåùåñòâåí-íûå ïðåäñòàâëåíèÿ r íà íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ c , ïîëó÷àåìàíàëîã óêàçàííîé òåîðåìû â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå.Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîéðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν, c � íåêîòîðîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû G ðàçìåðíîñòè dc. Ïîíèìàÿ c êàê íåêîòîðûé ãîìîìîð�èçì c : G→ U(dc)ãðóïï Ëè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå �óíêöèè cij : G → c(g)ij ; i, j = 1, . . . , dc,ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä C ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà Ëà-ïëàñà ∆ íà (G, ν) ñ îäíèì è òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λc. Ëèíåéíàÿ îáî-ëî÷êà Mc ýòèõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé dc íåïðèâîäèìûõ ïðîñòðàíñòâïðåäñòàâëåíèÿ θ : g ∈ G→ θ(g) ãðóïïû G (ãäå θ(g) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âåùå-ñòâåííîé �óíêöèè f íà G �óíêöèþ θ(g)(f) := f ◦ lg−1 ), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íàêàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî c. Âûáèðàÿ äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ c êàæäî-ãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Gíåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-äåíèÿ 〈·, ·〉 íà L2

C
(G, dg) áàçèñ èç dc2 êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé â Mc, ïîëó÷èìïîëíóþ â L2

C
(G, dg) îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó (èç ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïå-ðàòîðà ∆).Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäñòâèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ 1.1 èç [2℄.Ñëåäñòâèå 1. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî êðàòíîñòü ñîáñòâåí-íîãî çíà÷åíèÿ λ ðàâíà ∑

c:λc=λ

dc
2,ãäå c ïðîáåãàåò âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåä-ñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè G , îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ .Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò ñïîñîá âû÷èñ-ëåíèÿ λc è dc ÷åðåç ñòàðøèé âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ c , àíàëîã òåîðåìû 5.2 [1℄ äëÿêîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ, èçëîæèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ è ðàññóæ-äåíèÿ èç � 5 [1℄.Íà îñíîâàíèè ï. 11 � 3 ãë. III è ï. 1 � 6 ãë. III êíèãè [6℄ ïðèâåäåì ðàñïðîñòðàíå-íèå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è ïðåäøåñòâóþùèõ åìó ðàññóæäåíèé èç [1℄ íà êîìïëåêñíûéñëó÷àé.Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ âñÿêîé ãðóïïû Ëè G ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèåìåæäó íåïðèâîäèìûìè ëèíåéíûìè êîìïëåêñíûìè (âåùåñòâåííûìè) ïðåäñòàâ-ëåíèÿìè r ãðóïïû Ëè G è íåïðèâîäèìûìè ëèíåéíûìè êîìïëåêñíûìè (âåùå-ñòâåííûìè) ïðåäñòàâëåíèÿìè ρ åå êàñàòåëüíîé àëãåáðû Ëè g , çàäàííîå �îðìóëîé

ρ = dr(e) . Åñëè ãðóïïà Ëè G îäíîñâÿçíà, òî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿâçàèìíîîäíîçíà÷íûì.



222 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍÈç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ðàññìîòðåíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèéãðóïïû Ëè G ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé åå àëãåáðû Ëè g.Îïðåäåëåíèå 1. Áèëèíåéíàÿ (ñèììåòðè÷íàÿ) �îðìà kρ íà àëãåáðå Ëè g , çà-äàííàÿ �îðìóëîé:
kρ(u, v) = trace(ρ(u)ρ(v)), u, v ∈ g,íàçûâàåòñÿ �îðìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ïðåäñòàâëåíèåì ρ . Ôîðìà kad , ãäå

ad(u)(v) := [u, v] � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g, íàçûâàåòñÿ �îð-ìîé Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè g.Çàìå÷àíèå 1. Ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà àëãåáðà Ëè g ïðîñòà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåïðèâîäèìîñòè ïðèñîåäèíåííîãîïðåäñòàâëåíèÿ ad . Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî íåíóëåâîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ρ àëãåáðû Ëè g, �îðìà kρ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è ïðîïîðöèîíàëüíà ñêà-ëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ν .Îïóñêàÿ äåòàëè, ñêàæåì, ÷òî àëãåáðà Ëè g îïðåäåëÿåò ñèñòåìó êîðíåé Γ êàêíåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà t(R)∗ ê âåùåñòâåííîé �îðìå t(R)ïîäàëãåáðû Êàðòàíà t êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè k àëãåáðû Ëè g . Îïðåäåëÿþòñÿ ïîä-ñèñòåìû Γ+ ⊂ Γ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé è Π = {α1, . . . , αl} ⊂ Γ+ ïîëîæèòåëüíûõ(ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ) ïðîñòûõ êîðíåé. Ïàðà (t(R), (·, ·)) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûìåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ãäå (·, ·) := := kad∣∣
t(R)

� îãðàíè÷åíèå �îðìû Êèë-ëèíãà kad àëãåáðû Ëè g íà ïîäïðîñòðàíñòâî t(R) . Ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå,�îðìó (·, ·) ìîæíî ïåðåíåñòè íà äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî t(R)∗ . Áîëåå ïîäðîáíàÿèí�îðìàöèÿ î ñèñòåìå êîðíåé è âåñîâ àëãåáðû Ëè ñîäåðæèòñÿ â � 5 [1℄ èëè � 1 [2℄,à òàêæå â êíèãå [7℄.Îïðåäåëèì �óíêöèþ {·, ·} ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{β, α} :=

2 (α, β)

(α, α)äëÿ α 6= 0, β ∈ t(R)∗ . Èçâåñòíî, ÷òî åñëè α è β ∈ Γ , òî {β, α} ∈ Z . Ôóíäàìåí-òàëüíûå âåñà ̟1, . . . , ̟l àëãåáðû Ëè g îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñëåäóþùèìèñîîòíîøåíèÿìè:
{̟i, αj} = δij , ãäå δij − ñèìâîë Êðîíåêåðà, 1 ≤ i, j ≤ l. (2)Çíà÷åíèå ñòàðøåãî âåñà äëÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé âèäíî èç ñëåäóþùèõðåçóëüòàòîâ Ý. Êàðòàíà (ñì. [8℄)Ïðåäëîæåíèå 3. Ìíîæåñòâà âåñîâ Λ(g) è ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(g) âñåõ íåïðè-âîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè k ïðîñòîé àëãåáðûËè g ñ �óíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè ̟1, . . . , ̟l çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ(g) =
{

Λ ∈ t(R)∗
∣∣∣ Λ =

l∑

i=1

Λi̟i, ãäå Λi ∈ Z

}
, (3)

Λ+(g) =
{
Λ ∈ t(R)∗

∣∣∣ Λ =

l∑

i=1

Λi̟i, ãäå Λi ∈ Z è Λi ≥ 0
}
.Ïðè ýòîì íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè k ñ òî÷íîñòüþäî ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñòàðøèì âåñîì Λ ∈ Λ+(g) .



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 223Âñëåäñòâèå �îðìóëû (2) ìíîæåñòâà Λ(g) è Λ+(g) ìîæíî çàäàòü ïîñðåäñòâîìîòîáðàæåíèÿ {·, ·} :
Λ(g) = {Λ ∈ t(R)∗ | {Λ, αi} ∈ Z, ãäå 1 ≤ i ≤ l},

Λ+(g) = {Λ ∈ t(R)∗ | {Λ, αi} ∈ Z è {Λ, αi} ≥ 0, ãäå 1 ≤ i ≤ l}.Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèé 2 è 3 è ïðåäëîæåíèÿ 1.3 èç [2℄Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G è G1 � ñâÿçíûå êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè ñ ïðîñòîéàëãåáðîé Ëè g , ïðè ýòîì ãðóïïà Ëè G1 ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé. Ïóñòü, äàëåå,
Λ(g) , Λ(G) è Λ(G1) (Λ+(g) , Λ+(G) è Λ+(G1)) � ìíîæåñòâà (ñòàðøèõ) âåñîâ âñåõíåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè g ,ãðóïï Ëè G è G1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Λ(G1) = Λ(g) è Λ(G) ⊆ Λ(g),

Λ+(G1) = Λ+(g) è Λ+(G) ⊆ Λ+(g).Ïåðå�îðìóëèðóåì òåîðåìó 5.2 èç [1℄ äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ, èñõîäÿ èç ïðåä-ëîæåíèé 1, 2 è ïðåäëîæåíèÿ 1.4 èç [2℄, à òàêæå èç ðàâåíñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéëàïëàñèàíà, îòâå÷àþùèõ íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíîìó è âåùåñòâåííîìó ïðåäñòàâ-ëåíèÿì ãðóïïû Ëè ñ îäíèì è òåì æå ñòàðøèì âåñîì.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ν íàñâÿçíîé êîìïàêòíîé ïðîñòîé ãðóïïå Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè g è ìíîæåñòâîì ñòàð-øèõ âåñîâ Λ+(G) îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ν(e) = −kad (ìèíóñ�îðìîé Êèëëèíãà) íà g . Ïóñòü ñòàðøåìó âåñó Λ ∈ Λ+(G) îòâå÷àåò íåïðèâî-äèìîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå c : G → GL(d(Λ + β),C) ãðóïïû Ëè
G ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ(Λ) ëàïëàñèàíà ∆ íà (G, ν) . Òîãäà èìåþò ìåñòîðàâåíñòâà

λ(Λ) = −[(Λ + β,Λ + β) − (β, β)], (4)
d(Λ + β) = dimC c =

∏

α∈Γ+

(Λ + β, α)

(β, α)
, (5)ãäå

β =
1

2

∑

α∈Γ+

α.Åñëè ν(e) = −γkad , òî âñå ÷èñëà â �îðìóëå (4) íóæíî óìíîæèòü íà 1/γ ,à âñå îñòàëüíîå îñòàâèòü áåç èçìåíåíèé.Èç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2 êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
λ ëàïëàñèàíà ∆ íà (G, ν) ðàâíà

σ(λ) =
∑

Λ: λ(Λ)=λ

∏

α∈Γ+

(
(Λ + β, α)

(β, α)

)2

, (6)ãäå Λ ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Λ+(G) , îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó÷èñëó λ .Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ñâÿçíîé êîìïàêò-íîé ãðóïïû Ëè G ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìíîæåñòâà ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(G) âñåõ åå



224 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍíåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 â îäíîñâÿç-íîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Λ+(G) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Λ+(g) , êîòîðîå îïðåäåëÿ-åòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé ãðóïïû Ëè G ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíûå âåñà; â ïðîèçâîëü-íîì ñëó÷àå Λ+(G) ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Λ+(g) ,ïðè÷åì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìíîæåñòâî Λ+(G) ñîâïàäàåò ñ Λ+(g) òîëüêîâ îäíîñâÿçíîì ñëó÷àå è îïðåäåëÿåò ãðóïïó G ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.Ïóñòü k � êîìïëåêñíàÿ îáîëî÷êà àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G . Òîãäà äëÿ ïðèñî-åäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ad : k → gl(k) ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó âåñîâûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ (ñì. � 1 [2℄) èìååò âèä: k = V0

⊕
α∈Γ

Vα. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà
V0 ñëåäóåò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé, â ÷àñòíîñòè, íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé àë-ãåáðû Ëè k , ñîâïàäàþùåé ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, V0 ÿâëÿåòñÿïîäàëãåáðîé Êàðòàíà. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü V0 ÷åðåç t . Ïîäàëãåáðà tÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé àáåëåâîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Ëè k , òî åñòü òàêîé, êîòî-ðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé áîëüøåé àáåëåâîé ïîäàëãåáðå. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òîñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Ëè ÿâëÿåòñÿ òîðîì (ï. 2.20 [4℄), âåùåñòâåííàÿ�îðìà t(R) ïîäàëãåáðû Êàðòàíà t , êàê ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäàëãåáðà àëãåáðûËè g , ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè exp ãðóïïû Ëè G ïåðåõîäèò â ìàêñè-ìàëüíûé òîð T ãðóïïû Ëè G , òî åñòü òàêîé òîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéãðóïïû Ëè G è íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé åå áîëüøåé ïîäãðóïïå, ÿâëÿþùåéñÿòîðîì. Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè òîðà T íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî t(R) =
= L(T ) , ãäå L(T ) � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî òîðà â åäèíèöå. Ìàêñèìàëüíûå òîðûïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ãëàâå 4 [4℄. Â ÷àñòíîñòè, â ï. 4.23 [4℄ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîëþáûå äâà ìàêñèìàëüíûõ òîðà T è T1 ñîïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî âíóò-ðåííåãî àâòîìîð�èçìà, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ G , ÷òî T1 = xTx−1 .Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.Çàìå÷àíèå 2. Ëþáàÿ êîíñòðóêöèÿ, êàæóùàÿñÿ çàâèñèìîé îò âûáîðà ìàêñè-ìàëüíîãî òîðà (ïîäàëãåáðû Êàðòàíà), íà ñàìîì äåëå ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííåãîàâòîìîð�èçìà ãðóïïû Ëè G (àëãåáðû Ëè g) íå çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ïîäàëãåáðå Êàðòàíà t ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûéòîð T ãðóïïû Ëè G ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì L(T ) = t(R) â åäèíèöå.Òîãäà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé I â ïðîñòðàíñòâå L(T ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
exp

∣∣−1

L(T )
(e) , ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû, exp

∣∣
L(T )

: L(T ) → T � ñóæåíèå ýêñïîíåí-öèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ exp íà ïðîñòðàíñòâî L(T ) .Èç çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà I îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íîäëÿ ãðóïïû Ëè G ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííåãî àâòîìîð�èçìà.Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ exp ãðóïïû Ëè G , ïîëó-÷àåì ðàâåíñòâî exp(L(T )) = T , èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå exp
∣∣
L(T )

ýêñ-ïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî L(T ) ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèìîòîáðàæåíèåì p òîðà T . Èç ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ p âûòåêàåò, ÷òî â ïðîñòðàí-ñòâå L(T ) ðàçìåðíîñòè l ìîæíî ââåñòè áàçèñ v1, . . . , vl , ïðè êîòîðîì L(T ) ∼= Rl ,
T ∼= T

l = R
l/Zl , è âåêòîð x ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xl) â ââåäåííîì áàçèñå, ãäå

xi ∈ R , 1 ≤ i ≤ l , ïðè îòîáðàæåíèè p ïåðåõîäèò â ýëåìåíò p(x) òîðà Tl , ãäå
p(x) = (x1 mod 1, . . . , xl mod 1) . Òàêèì îáðàçîì, öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà I â áàçè-ñå v1, . . . , vl ñîâïàäàåò ñ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé Zl ïðîñòðàíñòâà Rl . Êàê ñëåä-ñòâèå, öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà I ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ áàçèñîì v1, . . . , vl , òî åñòüñâîáîäíîé àáåëåâîé (àääèòèâíîé) ïîäãðóïïîé â ïðîñòðàíñòâå L(T ) , ïîðîæäåííîéâåêòîðàìè v1, . . . , vl . Èç ï. 6.33 [4℄ è ï. 10 [3, ñ. 13℄ ïîëó÷àåìÏðåäëîæåíèå 4. Öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà I , îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîìó ìàê-ñèìàëüíîìó òîðó ãðóïïû Ëè G , ñ áàçèñîì v1, . . . , vl è ïîäìíîæåñòâî I+ ⊂ I âñåõ
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i=1

nivi , ãäå ni ∈ Z è ni ≥ 0 ïðè i = 1, . . . , l , çàäàþòìíîæåñòâà âåñîâ Λ(G) è ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(G) ãðóïïû Ëè G ñîîòâåòñòâåííîñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè
Λ(G) = {ω ∈ t(R)∗ | ω(v) ∈ Z , äëÿ âñåõ v ∈ I} ,

Λ+(G) =
{
ω ∈ t(R)∗ | ω(v) ∈ Z è ω(v) ≥ 0 , äëÿ âñåõ v ∈ I+

}
.Êîððåêòíîñòü äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ çàìå÷àíèåì 2, �îð-ìóëîé (8) èç [2℄ è èíâàðèàíòíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) îòíîñèòåëüíîâíóòðåííèõ àâòîìîð�èçìîâ ãðóïïû.Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Λ(G) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé è ÷òî ïîèñêìíîæåñòâà Λ+(G) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåòêè Λ(G) . Ìíîæåñòâî âåñîâ Λ(G) íàçû-âàåòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðåøåòêîé ãðóïïû Ëè G . Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿðåøåòêà ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â [3℄ è â äîáàâëåíèè À.Ë. Îíèùèêà â êíèãå [4℄.Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðåøåòêå Λ(G) (ñì. [4℄).Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàðÿäó ñî ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì (·, ·) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â E �óíêöèþ {·, ·} , ëèíåéíóþ ëèøü ïîïåðâîìó àðãóìåíòó è çàäàííóþ �îðìóëîé

{β, α} =
2 (β, α)

(α, α)
, ãäå β, α ∈ E.Ñèñòåìîé êîðíåé â E íàçûâàåòñÿ ïàðà (Γ, E) (êðàòêî Γ), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþ-ùèìè ñâîéñòâàìè:1) Γ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì E è 0 /∈ Γ ;2) åñëè α ∈ Γ , òî −α ∈ Γ , íî cα /∈ Γ äëÿ ëþáûõ c ∈ R , c 6= ±1 ;3) åñëè α ∈ Γ è Pα = {β ∈ E | (β, α) = 0} , òî îòðàæåíèå ϕα â ãèïåðïëîñêîñòè

Pα ïåðåâîäèò Γ â ñåáÿ;4) {β, α} ∈ Z äëÿ ëþáûõ β, α ∈ Γ .Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ âûøå ñèñòåìà êîðíåé (Γ , t(R)∗ ) ãðóïïû Ëè Gñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) = kt(R)∗ , èíäóöèðîâàííûì �îðìîé Êèëëèíãà.Ïóñòü (Γ, E) � ñèñòåìà êîðíåé è α1, . . . , αl � åå ïðîñòûå êîðíè, òîãäà ñèñòåìà
(Γ, E) çàäàåò äâå çàìêíóòûå ïîäãðóïïû Λ0(Γ) è Λ1(Γ) ãðóïïû E îòíîñèòåëüíîîïåðàöèè ñëîæåíèÿ: Λ0(Γ) � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé Γ , òî åñòü

Λ0(Γ) =
{
β ∈ E

∣∣∣ β =

l∑

j=1

njαj , ãäå nj ∈ Z

}
,

Λ1(Γ) � ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ äóàëüíîé ê ñèñòåìå Γ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè
{·, ·} :

Λ1(Γ) = {β ∈ E | {β, αj} ∈ Z, ãäå j = 1, . . . , l} .Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4) îïðåäåëåíèÿ 3 âåðíî âêëþ÷åíèå Λ0(Γ) ⊆ Λ1(Γ) . Èç îïðå-äåëåíèÿ ïîäãðóïïû Λ0(Γ) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî Λ0(Γ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîéñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ïðîñòûõ êîðíåé. Ïðîñòûå êîðíè êîìïàêòíîé ïîëóïðîñòîéãðóïïû Ëè G ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå t(R)∗ (ñì. ï. 12 [3, ñ. 15℄). Ïî-ýòîìó â ñëó÷àå ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè G èç �îðìóëû (3)ïîëó÷àåì, ÷òî Λ1(Γ) = Λ(g) è Λ1(Γ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèìèç �óíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ ̟1, . . . , ̟l .�åøåòêè Λ0(Γ) , Λ(G) è ïîäãðóïïà Λ1(Γ) îáëàäàþò âàæíûìè ñâîéñòâàìè (ñì.[4, . 134℄), ïðåäñòàâëåííûìè â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.



226 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍÏðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. Òîãäà ðåøåòêà
Λ(G) ñâÿçàíà ñ ðåøåòêîé Λ0(Γ) è ïîäãðóïïîé Λ1(Γ) ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-íèÿìè:

Λ0(Γ) ⊆ Λ(G) ⊆ Λ1(Γ), (7)ïðè÷åì â ýòîé öåïî÷êå àääèòèâíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû t(R)∗ êàæäàÿ ïðåäûäóùàÿÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñëåäóþùåé, ïðè ýòîì
Λ1(Γ)/Λ(G) ∼= π1(G), Λ(G)/Λ0(Γ) ∼= C(G),ãäå π1(G) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, à C(G) � öåíòð ãðóïïû Ëè GÓòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ðåøåòêà Λ(G) ëþáîé ñâÿçíîé êîì-ïàêòíîé ãðóïïû Ëè G ñ ñèñòåìîé êîðíåé Γ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (7), ìîæíîîáðàòèòü. Äëÿ áîëåå òî÷íîé �îðìóëèðîâêè îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì ïîíÿòèåèçîìîð�èçìà ñèñòåìû êîðíåé.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü (Γ1 , E1 ) è (Γ2 , E2 ) � äâå ñèñòåìû êîðíåé.Èçîìîð�èçìîì ñèñòåì (Γ1 , E1 ) è (Γ2 , E2 ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé èçîìîð�èçì

ϕ : E1 → E2 , îòîáðàæàþùèé Γ1 â Γ2 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ {ϕ(α), ϕ(β)} =
= {α, β} , ãäå α, β ∈ Γ1.Îñíîâíàÿ òåîðåìà êëàññè�èêàöèè ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè �îðìóëèðó-åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 3 [4, òåîðåìà 1 ñ. 134℄. Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå êîìïàêòíûåãðóïïû Ëè, T1 è T2 � èõ ìàêñèìàëüíûå òîðû, E1 = L(T1)

∗ , E2 = L(T2)
∗ . Äëÿâñÿêîãî èçîìîð�èçìà ϕ : E1 → E2 ñèñòåì êîðíåé (Γ1, E1) è (Γ2, E2) , óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óñëîâèþ: ϕ (Λ(G1)) = Λ (G2) , ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîð�èçì Φ : G1 →

→ G2 ãðóïï Ëè G1 è G2 , ïåðåâîäÿùèé T1 â T2 , ÷òî Φ′|L(T ) = ϕ∗−1 .Äàëåå, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîðíåé (Γ, E) è ëþáîé ðåøåòêè Λ ìàêñèìàëüíîãîðàíãà â E , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Λ0(Γ) ⊆ Λ ⊆ Λ1(Γ) , ñóùåñòâóþò ñâÿçíàÿêîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G , ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ G è èçîìîð�èçì ϕ : E →
→ L(T )∗ ñèñòåì êîðíåé Γ è Γ(G) , äëÿ êîòîðîãî ϕ (Λ) = Λ (G) .�àññìîòðèì ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè ñ àëãåáðîéËè g . Âñëåäñòâèå òåîðåìû 3 ýòî ñåìåéñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà ãðóïïËè ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåòîê ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, óäî-âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (7). Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíóþ ðîëü â êëàññè�èêàöèèïîëóïðîñòûõ ãðóïï ñ çàäàííîé àëãåáðîé Ëè èãðàåò ìàêñèìàëüíàÿ �óíäàìåíòàëü-íàÿ ãðóïïà Λ1(Γ)/Λ0(Γ) . Ïðèâåäåì èç äîáàâëåíèÿ À.Ë. Îíèùèêà â êíèãå [4℄ âñåìàêñèìàëüíûå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû äëÿ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ àëãåáð Ëè:Òèï Γ Al Bl, Cl, E7 D2s D2s+1 E6 E8, F4, G2

Λ1(Γ)/Λ0(Γ) Zl Z2 Z2 ⊕ Z2 Z4 Z3 0Èç òåîðåìû 3 è ïðåäëîæåíèÿ 5 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 4. Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà Λ1(Γ)/Λ0(Γ)àëãåáðû Ëè g èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê. Òîãäà ñåìåéñòâî íåèçîìîð�íûõ ñâÿçíûõêîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïï: îäíîñâÿçíîé ãðóï-ïû Ëè G1 ñ öåíòðîì Λ1(Γ)/Λ0(Γ) è ðåøåòêîé âåñîâ Λ1(Γ) , ñîâïàäàþùåé ñ ðå-øåòêîé âåñîâ àëãåáðû Ëè Λ(g) , è ãðóïïû Ëè G0 áåç öåíòðà ñ �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïîé Λ1(Γ)/Λ0(Γ) è ðåøåòêîé âåñîâ Λ0(Γ) .



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 227Çàìå÷àíèå 3. Èç òàáëèöû ìàêñèìàëüíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ïðèâåäåí-íîé âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäñòâèå 4 ïðèìåíèìî ê àëãåáðàì Ëè ñî ñëåäóþùèìèòèïàìè ñèñòåì êîðíåé: ñåðèÿì Bl è Cl , Ap , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, è êî âñåìèñêëþ÷èòåëüíûì àëãåáðàì Ëè.Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîðíè àëãåáðû Ëè ÿâëÿþòñÿ âåñàìè ïðèñîåäèíåííîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ è ñòàðøèíñòâî âåñà îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì, îïèñàííûì, íàïðèìåð, âï. 12 [3, ñ. 15℄, ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàðøèì âåñîì ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ adêîìïëåêñíîé îáîëî÷êè ïðîñòîé àëãåáðû Ëè g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî âûñîòå(ñóììå êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå êîðíè) êîðåíü, îáîçíà÷àåìûé â êíèãå [7℄êàê α̃ . Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé è òåîðåì 2, 3, à òàêæå ñëåä-ñòâèÿ 3 è ïðåäëîæåíèÿ 5 ñ�îðìóëèðóåì ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ ëàïëàñèàíîââñåõ ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè G ñ �èêñèðîâàííîé àëãåáðîé Ëè g ,ïðåäïîëàãàÿ èñïîëüçîâàíèå òàáë. I�IX [7℄ (â êîòîðûõ ρ îáîçíà÷àåò âåêòîð β ).Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ ëàïëàñèàíîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïàêò-íûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ñ ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè g è áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîéìåòðèêîé ν ñ óñëîâèåì ν(e) = −γkad íóæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1) âû÷èñëèòü âûðàæåíèå b := 〈α̃+ β, α̃+ β〉−〈β, β〉 , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòíîñè-òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈·, ·〉 (íà t(R)) âåêòîðû εi èç ñîîòâåòñòâóþùåéòàáëèöû êíèãè [7℄ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è åäèíè÷íû, ãäå α̃ � ñòàðøèé (ìàêñè-ìàëüíûé) êîðåíü;
2) âçÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) =

1

b
〈·, ·〉 ;

3) íàéòè �óíäàìåíòàëüíûå âåñà ̟1, . . . , ̟l àëãåáðû Ëè g (åñëè g èìååòðàíã l ) ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå èç [7℄;
4) äëÿ êàæäîãî ñòàðøåãî âåñà Λ ∈ Λ+(g) , òî åñòü äëÿ êàæäîãî Λ =

l∑
j=1

Λj̟j ,ãäå Λj ∈ Z è Λj ≥ 0 ïðè j = 1, . . . , l , íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) îïåðàòîðàËàïëàñà, îòâå÷àþùåå ñòàðøåìó âåñó Λ , ïî �îðìóëå (4), äåëåííîé íà γ , è ðàçìåð-íîñòü d(Λ+β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîé îáîëî÷êèàëãåáðû Ëè g ñî ñòàðøèì âåñîì Λ , ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (5);
5) äëÿ êàæäîé ðåøåòêè Λ(G) , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ Λ0(Γ) ⊆

⊆ Λ(G) ⊆ Λ1(Γ) , ãäå Λ0(Γ) è Λ1(Γ) � ðåøåòêè, ïîðîæäåííûå ïðîñòûìè êîð-íÿìè è �óíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè, íàéäåííûå â ï. 1) è ï. 3) ñîîòâåòñòâåííî,
G � ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g , ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðåøåòêå
Λ(G) , âûïîëíèòü ñëåäóþùèå òðè ïóíêòà;

6) íàéòè ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ Λ+(G) = Λ(G) ∩ Λ+(g) , çàäàâ åãî ÷åðåç�óíäàìåíòàëüíûå âåñà ̟1, . . . , ̟l ;
7) äëÿ êàæäîãî ñòàðøåãî âåñà Λ ∈ Λ+(G) íàéòè èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî

λ(Λ) è ðàçìåðíîñòü d(Λ + β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå-÷àþùèõ âåñó Λ ;
8) íàéòè êðàòíîñòü êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ , ïðèìåíÿÿ �îðìóëó(6), ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì ñïåêòð Spec (G(Λ), ν) ãðóïïû Ëè G , îòâå÷àþùåéõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðåøåòêå Λ(G) .Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âñå ñïåêòðû Spec (G, ν) ãðóïï Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè

g è ìåòðèêîé ν .Çàìå÷àíèå 4. Â �îðìóëàõ (5) è (6), ïðèìåíÿåìûõ â ï. 4) è ï. 8) ñëåäñòâèÿ 5,âìåñòî (·, ·) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå ïðîïîðöèîíàëüíîå åìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå, â ÷àñòíîñòè 〈·, ·〉 èç ï. 1) ñëåäñòâèÿ 5.Íèæå, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 5, íàéäåì ñïåêòðû ëàïëàñèàíà âñåõ ñâÿçíûõ êîì-ïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà îäèí: SU(2) , SO(3) è ðàíãà äâà: SU(3) , G2 ,
Spin(5) , SU(3)/C(SU(3)) , SO(5) . Â ñëó÷àå ðàíãà äâà áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðåçóëü-òàòû âû÷èñëåíèé èç ñòàòüè [2℄ äëÿ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï Ëè.



228 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍ2. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïï SU(2) è SO(3)�ðóïïàì Ëè SU(2) è SO(3) ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè su(2) ñ ñèñòåìîé êîð-íåé A1 . Ïðèìåíÿåì òàáë. I èç êíèãè [7℄. Åäèíñòâåííûì ïðîñòûì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ�îðìà α1 = ε1 − ε2, ïðè ýòîì ε1 + ε2 = 0 . Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì
α1 = α̃ = 2ε1 è β =

1

2
α1 = ε1 .1) b = 〈α̃+ β, α̃+ β〉 − 〈β, β〉 = 8 〈β, β〉 = 8 .2) (·, ·) =

1

8
〈·, ·〉 .3) Åäèíñòâåííûì �óíäàìåíòàëüíûì âåñîì ÿâëÿåòñÿ �îðìà ̟1 =

1

2
(ε1 − ε2) =

= ε1 .4) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 ∈ Λ+(su(2)) , ãäå Λ1 ∈ Z è Λ1 ≥ 0 ; òîãäà Λ + β = (Λ1 +
+1)̟1 = ν̟1, ãäå ν = Λ1+1 è ν ∈ N . Íàéäåì ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) , îòâå÷àþùååñòàðøåìó âåñó Λ , ðàçäåëèâ íà γ ïðàâóþ ÷àñòü �îðìóëû (4):
λ(Λ) = −

1

γ
[(Λ + β,Λ + β) − (β, β)] = −

1

γ
[(ν̟1, ν̟1) − (̟1, ̟1)] = −

1

8γ
(ν2 − 1).Òåïåðü âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòü d(Λ+β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâ-ëåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ñòàðøåìó âåñó Λ , ïî �îðìóëå (5):

d(Λ + β) =
(ν̟1, 2̟1 )

(̟1, 2̟1)
= ν.5) Óêàçàííûå âûøå ïðîñòîé êîðåíü α1 è �óíäàìåíòàëüíûé âåñ ̟1 àëãåáðû Ëè

su(2) çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ðåøåòêè Λ0(A1) è Λ1(A1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Λ0(A1) = {Ψ1α1 | Ψ1 ∈ Z} = {2Ψ1̟1 | Ψ1 ∈ Z}, (8)

Λ1(A1) = {Λ1̟1 | Λ1 ∈ Z}. (9)Ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà àëãåáðûËè su(2) ðàâíà
Λ1(A1)/Λ0(A1) ∼= Z2 , òî åñòü èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê, ïîýòîìó ðåøåòîê Λ(G) , óäî-âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (7), ñóùåñòâóåò âñåãî äâå: Λ0(A1) è Λ1(A1) . Íà îñíî-âàíèè ïðåäëîæåíèÿ 5 ðåøåòêå Λ1(A1) ñîîòâåòñòâóåò îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àë-ãåáðîé Ëè su(2) , òî åñòü ãðóïïà Ëè SU(2) , à ðåøåòêå Λ0(A1) � íåîäíîñâÿçíàÿãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè su(2) , òî åñòü ãðóïïà Ëè SO(3) .à) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè SU(2) .6à) Èç �îðìóëû (9) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè SU(2)

Λ+(SU(2)) = {Λ1̟1 | Λ1 ∈ Z è Λ1 ≥ 0}.7à) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 ∈ Λ+(SU(2)) , òîãäà èç ï. 4) ïîëó÷àåì:
λ(Λ) = −

1

8γ
(ν2 − 1), (10)

d(Λ + β) = ν, (11)ãäå ν = Λ1 + 1 , ν ∈ N .8à) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :
σ(λ) =

∑

ν2=1−8γλ;
ν∈N

ν2 = 1 − 8γλ.



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 229Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî
−

3

8γ
è ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè

SU(2) ñî ñòàðøèì âåñîì ̟1 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 2 . Êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −
3

8γ
ðàâíà 1 +

24γ

8γ
= 4.á) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè SO(3) .6á) Èç �îðìóëû (8) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè SO(3)

Λ+(SO(3)) = {2Ψ1̟1 | Ψ1 ∈ Z è Ψ1 ≥ 0}.7á) Ïóñòü Λ = 2Ψ1̟1 ∈ Λ+(SU(2)) , òîãäà èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) èðàçìåðíîñòü d(Λ + β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
ν = 2Ψ1 + 1 , ν ∈ N è ν ≡ 1(mod 2) .8á) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :

σ(λ) =
∑

ν2=1−8γλ;
ν∈N, ν≡1(mod 2)

ν2 = 1 − 8γλ.Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî
−

1

γ
è ñîîòâåòñòâóåò ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè SO(3) ñî ñòàð-øèì âåñîì 2̟1 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 3 . Êðàòíîñòü ñîáñòâåí-íîãî çíà÷åíèÿ −

1

γ
ðàâíà 1 +

8γ

γ
= 9.3. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïï SU(3) è SU(3)/C(SU(3))�ðóïïàì Ëè SU(3) è SU(3)/C(SU(3)) ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè su(3) ñ ñè-ñòåìîé êîðíåé A2 . Ïðèìåíÿåì òàáë. I èç êíèãè [7℄. Ïðîñòûìè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ�îðìû {α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3} , ïðè ýòîì ε1 + ε2 + ε3 = 0 .Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïóíêòàõ, âçÿòûå èç � 2 [2℄.1) b = 6 .2) (·, ·) =

1

6
〈·, ·〉 .3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà èìåþò âèä: {̟1 =

1

3
(2ε1 − ε2 − ε3), ̟2 =

1

3
(ε1 + ε2 −

− 2ε3)} .4) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 ∈ Λ+(su(3)) , ãäå Λ1, Λ2 ∈ Z è Λ1, Λ2 ≥ 0 , òîãäà
Λ + β = ν1̟1 + ν2̟2, ãäå ν1 = Λ1 + 1, ν2 = Λ2 + 1 è ν1, ν2 ∈ N . Ñîáñòâåííîå ÷èñëî
λ(Λ) , îòâå÷àþùåå ñòàðøåìó âåñó Λ , ðàâíî

λ(Λ) = −
1

9γ

[
(ν2

1 + ν1ν2 + ν2
2 ) − 3

]
. (12)�àçìåðíîñòü d(Λ + β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷à-þùåãî ñòàðøåìó âåñó Λ , ðàâíà

d(Λ + β) =
1

2!
ν1ν2(ν1 + ν2). (13)5) Óêàçàííûå âûøå ïðîñòûå êîðíè è �óíäàìåíòàëüíûå âåñà àëãåáðû Ëè su(3)çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ðåøåòêè Λ0(A2) è Λ1(A2), îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

Λ0(A2) = {Ψ1α1 + Ψ2α2 | Ψ1,Ψ2 ∈ Z},
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Λ1(A2) = {Λ1̟1 + Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z}. (14)Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ {Ψ1 = 2Ω1 +Ω2, Ψ2 = Ω1 +Ω2} è âûðàæåíèÿ êîðíåé÷åðåç �óíäàìåíòàëüíûå âåñà {α1 = 2̟1 − ̟2, α2 = 2̟2 − ̟1} ðåøåòêà Λ0(A2)ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

Λ0(A2) = {3Ω1̟1 + Ω2(̟1 +̟2) | Ω1,Ω2 ∈ Z}. (15)Îïðåäåëèì ðåøåòêó Λ1(A2) â áàçèñå {̟1, ̟1 +̟2} ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåí-íûõ {Λ1 = Ω1 + Ω2, Λ2 = Ω2} :
Λ1(A2) = {Ω1̟1 + Ω2(̟1 +̟2) | Ω1,Ω2 ∈ Z}. (16)Èç �îðìóë (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïààëãåáðû Ëè su(3) ðàâíà Λ1(A2)/Λ0(A2) ∼= Z3 , òî åñòü èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê, ïî-ýòîìó ðåøåòîê Λ(G) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (7), ñóùåñòâóåò âñåãî äâå:

Λ0(A2) è Λ1(A2) . Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 5 ðåøåòêå Λ1(A2) ñîîòâåòñòâóåò îä-íîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè su(3) , òî åñòü ãðóïïà Ëè SU(3) , à ðåøåòêå
Λ0(A1) � ãðóïïà Ëè ñ íóëåâûì öåíòðîì è àëãåáðîé Ëè su(3) , òî åñòü ãðóïïà Ëè
SU(3)/C(SU(3)) .à) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè SU(3) .6à) Èç �îðìóëû (14) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè SU(3)

Λ+(SU(3)) = {Λ1̟1 + Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1 ≥ 0,Λ2 ≥ 0}.7à) Ïóñòü Λ = Λ1̟1+Λ2̟2 ∈ Λ+(SU(3)) , òîãäà èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ)è ðàçìåðíîñòü d(Λ + β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (12) è (13) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
ν1 = Λ1 + 1, ν2 = Λ2 + 1 , ν1, ν2 ∈ N .8à) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :

σ(λ) =
∑

ν2+νη+η2=3−9γλ;
ν,η∈N

1

(2!)2
[
νη(ν + η)

]2
.Â � 2 ñòàòüè [2℄ ïðè ïîäñ÷åòå íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ íåíóëåâîãî ñîáñòâåííî-ãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà áûëà äîïóùåíà îøèáêà, îíî ðàâíî −

4

9γ
è ñîîòâåòñòâóåòíåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû Ëè SU(3) ñî ñòàðøèìè âåñà-ìè ̟1 è ̟2 . �àçìåðíîñòè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíû 3 . Ñëåäîâàòåëüíî, êðàòíîñòüñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −

4

9γ
ðàâíà 32 + 32 = 18.á) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè

SU(3)/C(SU(3)) .6á) Èç �îðìóëû (15) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ðàññìàòðèâàåìîéãðóïïû Ëè
Λ+(SU(3)/C(SU(3))) = {(3Ω1 + Ω2)̟1 + Ω2̟2 | Ω1,Ω2 ∈ Z è Ω1 ≥ 0,Ω2 ≥ 0}.7á) Ïóñòü Λ = (3Ω1 + Ω2)̟1 + Ω2̟2 ∈ Λ+(SU(3)/C(SU(3))) , òîãäà èç ï. 4)ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) è ðàçìåðíîñòü d(Λ + β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (12)è (13) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ν1 = 3Ω1 + Ω2 + 1, ν2 = Ω2 + 1 , ν1, ν2 ∈ N , ν1 ≥ ν2 è

ν1 − ν2 ≡ 0(mod 3) .



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 2318á) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :
σ(λ) =

∑

ν2+νη+η2=3−9γλ;
ν,η∈N, ν≥η, ν−η≡0(mod 3)

1

(2!)2
[
νη(ν + η)

]2
. (17)Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ {ν = ξ + 2ψ, η = ξ − ψ} , ïîëó÷àåì:

σ(λ) =
∑

ξ2+ξψ+ψ2=1−3γλ;
ξ∈N, ψ∈N∪{0}, ξ>ψ

1

(2!)2
[
(ξ + 2ψ)(ξ − ψ)(2ξ + ψ)

]2
. (18)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû çàìåíû ïåðå-ìåííûõ ν, η íà ïåðåìåííûå ξ, ψ ðàâåí −3 , óñëîâèÿ íà ν, η â �îðìóëå (17) ðàâíî-ñèëüíû óñëîâèÿì íà ξ, ψ â �îðìóëå (18).Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî

−
1

γ
è ñîîòâåòñòâóåò ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè SU(3)/C(SU(3))ñî ñòàðøèì âåñîì ̟1 + ̟2 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 8 . Ñëåäîâà-òåëüíî, êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −

1

γ
ðàâíà 82 = 64.4. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïïû G2�ðóïïå Ëè G2 ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè g2 ñ ñèñòåìîé êîðíåé G2 . Ïðèìåíÿåìòàáë. IX èç êíèãè [7℄. Ïðîñòûìè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ �îðìû {α1 = ε1 − ε2, α2 = −

−2ε1 + ε2 + ε3} , ïðè ýòîì ε1 + ε2 + ε3 = 0 .Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïóíêòàõ, âçÿòûå èç � 4 [2℄.1) b = 24 .2) (·, ·) =
1

24
〈·, ·〉 .3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà èìåþò âèä: {̟1 = −ε2 + ε3, ̟2 = −ε1 − ε2 + 2ε3}.4) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 ∈ Λ+(g2) , ãäå Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1,Λ2 ≥ 0 . Âìåñòî ̟2áóäåì èñïîëüçîâàòü ω = ̟2 −̟1 , òîãäà Λ + β = ν1̟1 + ν2ω, ãäå ν1 = Λ1 + Λ2 + 2,

ν2 = Λ2 + 1 , ν1, ν2 ∈ N , ν1 > ν2 . Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) , îòâå÷àþùåå ñòàðøåìóâåñó Λ , ðàâíî
λ(Λ) = −

1

12γ

[
(ν2

1 + ν1ν2 + ν2
2 ) − 7

]
. (19)�àçìåðíîñòü d(Λ + β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷à-þùåãî ñòàðøåìó âåñó Λ , ðàâíà

d(Λ + β) =
1

5!
ν1ν2(ν1 + ν2)(ν1 − ν2)(ν1 + 2ν2)(2ν1 + ν2). (20)5) Óêàçàííûå âûøå ïðîñòûå êîðíè è �óíäàìåíòàëüíûå âåñà àëãåáðû Ëè g2çàäàþò ðåøåòêè Λ0(G2) è Λ1(G2) ñîîòâåòñòâåííî, âûðàçèâ êîðíè ÷åðåç �óíäà-ìåíòàëüíûå âåñà {α1 = 2̟1 −̟2, α2 = 2̟2 − 3̟1} , ïîëó÷èì

Λ0(G2) = { (2Ψ1 − Ψ2)̟1 + (2Ψ2 − 3Ψ1)̟2 | Ψ1,Ψ2 ∈ Z},

Λ1(G2) = {Λ1̟1 + Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z}. (21)Ïóñòü θ � ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå θ : R2 → R2 , çàäàííîå ñëåäóþùèìîáðàçîì: (Ψ1,Ψ2) → (2Ψ1−Ψ2, 2Ψ2−3Ψ1) . Òîãäà âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî θ çàäàåòñÿ



232 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍöåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, θ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîìðåøåòêè Z2 íà ñåáÿ. Ïîýòîìó Λ0(G) = Λ1(G2) , ðåøåòêà Λ(G), óäîâëåòâîðÿþùàÿñîîòíîøåíèþ (7), åäèíñòâåííà è ñîâïàäàåò ñ Λ1(G2) . Èç ïðåäëîæåíèÿ 5 ñëåäóåò,÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè G = G2 ñ àëãåáðîé Ëè g2 , ïðè÷åì îíàîäíîñâÿçíà.Òàêèì îáðàçîì, íóæíî âû÷èñëèòü ñïåêòð òîëüêî äëÿ ãðóïïû G2 ñ õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîé ðåøåòêîé Λ1(G2) .6) Èç �îðìóëû (21) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè G2

Λ+(G2) = {Λ1̟1 + Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1 ≥ 0,Λ2 ≥ 0 }.7) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 ∈ Λ+(G2) , òîãäà èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) èðàçìåðíîñòü d(Λ + β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (19) è (20) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
ν1 = Λ1 + Λ2 + 2, ν2 = Λ2 + 1 , ν1, ν2 ∈ N , ν1 > ν2 .8) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :

σ(λ) =
1

(5!)2

∑

ν2+νη+η2=7−12γλ;
ν,η∈N,η>ν

[
νη(ν + η)(η − ν)(ν + 2η)(2ν + η)

]2
.Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî

−
1

2γ
è ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè G2ñî ñòàðøèì âåñîì ̟1 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 7 . Ñëåäîâàòåëüíî,êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −

1

2γ
ðàâíà 72 = 49.5. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ãðóïï Spin(5) è SO(5)�ðóïïàì Ëè Spin(5) è SO(5) ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè so(5) ñ ñèñòåìîé êîð-íåé B2 . Ïðèìåíÿåì òàáë. II èç êíèãè [7℄. Ïðîñòûìè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ �îðìû

{α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2} .Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïóíêòàõ, âçÿòûå èç � 3 [2℄.1) b = 6 .2) (·, ·) =
1

6
〈·, ·〉 .3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà èìåþò âèä: {̟1 = ε1, ̟2 =

1

2
(ε1 + ε2)} .4) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 ∈ Λ+(so(5)) , ãäå Λ1, Λ2 ∈ Z è Λ1, Λ2 ≥ 0 . Âìåñòî

̟1 áóäåì èñïîëüçîâàòü ω = ̟1 − ̟2 , òîãäà Λ + β = ν1ω + ν2̟2, ãäå ν1 = Λ1 +
+ 1, ν2 = Λ1 + Λ2 + 2 , ν1, ν2 ∈ N , ν2 > ν1 . Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) , îòâå÷àþùååñòàðøåìó âåñó Λ , ðàâíî

λ(Λ) = −
1

12γ
(ν2

1 + ν2
2 − 5). (22)�àçìåðíîñòü d(Λ + β) íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷à-þùåãî ñòàðøåìó âåñó Λ , ðàâíà

d(Λ + β) =
1

3!
ν1ν2(ν2 − ν1)(ν1 + ν2). (23)5) Óêàçàííûå âûøå ïðîñòûå êîðíè è �óíäàìåíòàëüíûå âåñà àëãåáðû Ëè so(5)çàäàþò ðåøåòêè Λ0(B2) è Λ1(B2) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ0(B2) = {Ψ1α1+Ψ2α2 | Ψ1,Ψ2 ∈ Z}, Λ1(B2) = {Λ1̟1+Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z}. (24)



ÑÏÅÊÒ� ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Ï�ÎÑÒÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ �ÀÍ�À ÎÄÈÍ È ÄÂÀ 233Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ {Ψ1 = Ω1 +Ω2, Ψ2 = Ω1 +2Ω2} è âûðàæåíèÿ êîðíåé÷åðåç �óíäàìåíòàëüíûå âåñà {α1 = 2̟1 − 2̟2, α2 = 2̟2 − ̟1} ðåøåòêà Λ0(B2)ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
Λ0(B2) = {Ω1̟1 + 2Ω2̟2 | Ω1,Ω2 ∈ Z}. (25)Èç �îðìóë (24) è (25) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïààëãåáðû Ëè so(5) ðàâíà Λ1(B2)/Λ0(B2) ∼= Z2 , òî åñòü èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê, ïî-ýòîìó ðåøåòîê Λ(G) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (7), ñóùåñòâóåò âñåãî äâå:

Λ0(B2) è Λ1(B2) . Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 5 ðåøåòêå Λ1(B2) ñîîòâåòñòâóåò îä-íîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè so(5) , òî åñòü ãðóïïà Ëè Spin(5) , à ðåøåòêå
Λ0(B2) � íåîäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè so(5) , òî åñòü ãðóïïà Ëè SO(5) .à) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè Spin(5) .6à) Èç �îðìóëû (24) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè Spin(5)

Λ+(Spin(5)) = {Λ1̟1 + Λ2̟2 | Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1 ≥ 0,Λ2 ≥ 0}.7à) Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 ∈ Λ+(Spin(5)) , òîãäà èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî
λ(Λ) è ðàçìåðíîñòü d(Λ+β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî,ãäå ν1 = Λ1 + 1, ν2 = Λ1 + Λ2 + 2 , ν1, ν2 ∈ N è ν2 > ν1 .8à) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :

σ(λ) =
1

(3!)2

∑

ξ2+η2=5−12γλ;
ξ,η∈N, ξ>η

[
ξη(ξ − η)(ξ + η)

]2
.Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî

−
5

12γ
è ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè

Spin(5) ñî ñòàðøèì âåñîì ̟2 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíû 4 . Ñëåäî-âàòåëüíî, êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −
5

12γ
ðàâíà 42 = 16.á) Ïðèâåäåì �îðìóëû, çàäàþùèå ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðóïïû Ëè SO(5) .6á) Èç �îðìóëû (25) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû Ëè SO(5)

Λ+(SO(5)) = {Ω1̟1 + 2Ω2̟2 | Ω1,Ω2 ∈ Z è Ω1 ≥ 0,Ω2 ≥ 0}.7á) Ïóñòü Λ = Ω1̟1 + 2Ω2̟2 ∈ Λ+(SO(5)) , òîãäà èç ï. 4) ñîáñòâåííîå ÷èñëî
λ(Λ) è ðàçìåðíîñòü d(Λ+β) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî,ãäå ν1 = Ω1 + 1, ν2 = Ω1 + 2Ω2 + 2 , ν1, ν2 ∈ N , ν2 > ν1 è ν2 − ν1 ≡ 1(mod 2) .8á) Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (6) è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì êðàò-íîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ :

σ(λ) =
1

(3!)2

∑

ξ2+η2=5−12γλ;
ξ,η∈N, ξ>η, ξ−η≡1(mod 2)

[
ξη(ξ − η)(ξ + η)

]2
. (26)Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî

−
2

3γ
è ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè

SO(5) ñî ñòàðøèì âåñîì ̟1 . �àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 5 . Ñëåäîâà-òåëüíî, êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −
2

3γ
ðàâíà 52 = 25.



234 Â.Ì. ÑÂÈ�ÊÈÍÇàìå÷àíèå 5. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çàäàíèå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà ïîñðåä-ñòâîì ñëåäñòâèÿ 5 ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó î ïîèñêå ñïåêòðà ëàïëàñèàíà, ÷òîèìåëî ìåñòî, íàïðèìåð, â � 2 â ñëó÷àå ãðóïï Ëè SU(2) è SO(3) . Áîëåå ãëóáî-êèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî íå òàê (ïîäðîáíåå ñì. � 6 [2℄).Íåêîòîðûå âîïðîñû, òàêèå, êàê ÿâëÿåòñÿ ëè óêàçàííîå ÷èñëî ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-åì ëàïëàñèàíà è ñêîëüêî ñòàðøèõ âåñîâ îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ ëàïëàñèàíà, óäàëîñü ðåøèòü äëÿ îäíîñâÿçíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãàäâà â ñòàòüå [2℄ ñ ïîìîùüþ òåîðèè áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì ñ öåëûìè êîý�-�èöèåíòàìè (è íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè) è òåîðèè ÷èñåë. Òåì æå ñïîñîáîì ýòîìîæíî ñäåëàòü â ñëó÷àå íåîäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè SU(3)/C(SU(3)) , ïîëüçóÿñü�îðìóëîé (18). Â ñëó÷àå íåîäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè SO(5) îòâåòû íà ýòè âîïðîñûïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî ñëîæíåå èç-çà äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà àðãóìåíòûêàíîíè÷åñêîé áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ξ2 + η2 â �îðìóëå (26), èìåþùåãîâèä íåòðèâèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ξ − η ≡ 1(mod 2) .Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, ïðî�åññîðó ÂàëåðèþÍèêîëàåâè÷ó Áåðåñòîâñêîìó çà âíèìàíèå è öåííûå çàìå÷àíèÿ ïðè íàïèñàíèè íà-ñòîÿùåé ñòàòüè. SummaryV.M. Svirkin. The Laplae Operator Spetrum on Conneted Compat Simple Rank Oneand Two Lie Groups.In the paper we suggest an algorithm for alulation of the Laplae operator spetrum forreal-valued and omplex-valued funtions de�ned on a onneted ompat simple Lie groupwith a bi-invariant Riemannian metri. By means of the algorithm an expliit alulation ofthe spetrum is given for all onneted ompat simple Lie groups of rank one and two.Key words: Laplae operator, spetrum, Lie group representation, highest weight, Killingform. Ëèòåðàòóðà1. Áåðåñòîâñêèé Â.Í., Ñâèðêèí Â.Ì. Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà îäíîðîäíûõ íîðìàëüíûõðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ // Ìàòåì. òðóäû. � 2009. � Ò. 12, � 2. � Ñ. 3�40.2. Áåðåñòîâñêèé Â.Í., Ñâèðêèí Â.Ì. Ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà êîìïàêòíûõ îäíî-ñâÿçíûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ Ëè ðàíãà äâà // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì.íàóêè. � 2009. � Ò. 151, � 4. � Ñ. 15�35.3. Äûíêèí Å.Á., Îíèùèê À.Ë. Êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè â öåëîì // Óñï. ìàòåì. íàóê. �1955. � Ò. 10, � 4(66) � Ñ. 3�74.4. Àäàìñ Äæ. Ëåêöèè ïî ãðóïïàì Ëè. � Ì.: Íàóêà, 1979. � 144 ñ.5. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Íåïðåðûâíûå ãðóïïû. � Ì.: Íàóêà, 1973. � 520 ñ.6. Áóðáàêè Í. �ðóïïû è àëãåáðû Ëè. �ëàâû I�III. � Ì.: Ìèð, 1976. � 496 ñ.7. Áóðáàêè Í. �ðóïïû è àëãåáðû Ëè. �ëàâû IV�VI. � Ì.: Ìèð, 1972. � 334 ñ.8. Cartan E. Les groupes projetifs qui ne laissent invariante auune multipliity plane //Bull. So. Math. � 1913. � V. 41 � P. 53�94. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ25.01.10Ñâèðêèí Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ � àñïèðàíò Îìñêîãî �èëèàëà Èíñòèòóòà ìàòåìà-òèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ.E-mail: v_svirkin�mail.ru


