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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДИНАМИКИ ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДЫ
ТИПА ОЛДРОЙДА

Аннотация. Для начально-граничной задачи динамики термовязкоупругой среды типа Ол-
дройда в плоском случае установлена нелокальная теорема существования слабого решения.
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1. Введение

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2. В QT = [0, T ] × Ω рассмат-
ривается начально-граничная задача

∂v/∂t + vi∂v/∂xi − Div[µ1(θ)E(v)] − µ0�v−

− µ2

∫ t

0
Div[E(v)(s, x)]ds + ∇p = f, div v = 0 на QT , (1)

v|t=0 = v0 на Ω, v|∂Ω = 0 на [0, T ], (2)

∂θ/∂t+vi∂θ/∂xi−χ�θ = (µ0+µ1(θ))E(v) : E(v)+µ2

∫ t

0
Div[E(v)(s, x)]ds : E(v)+g на QT , (3)

θ|t=0 = θ0 на Ω; θ|∂Ω = 0 на [0, T ]. (4)
Здесь v = (v1, v2), θ и p — скорость, температура и давление среды соответственно, E(v) =
{Eij}, Eij = 1

2

(
∂vi
∂xj

+ ∂vj

∂xi

)
— тензор скоростей деформаций, E(v) : E(v) = EijEij , µ0 > 0, µ2 ≥ 0,

µ1(s) ∈ C2(−∞,+∞), 0 < m∗
1 < µ1(θ) < m∗∗

1 .
При θ = 0 задача (1)–(2) является моделью Олдройда вязкоупругой среды [1], [2]. До-

бавление в модели Олдройда температуры θ в коэффицент вязкости приводит к появлению
уравнения (4) (уравнение баланса энергии см. в [3], c. 12).
В случае θ = 0 и µ1(s) = const нелокальная сильная разрешимость (v ∈ W 1,2

2 (QT ),
p ∈ W 0,1

2 (QT )) для модели Олдройда (1)–(2) установлена в [4]. Для более общей модели с
нелинейной вязкостью аналогичный результат установлен в [5].
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Для задачи (1)–(4) наличие переменной вязкости из-за недостаточной гладкости θ не поз-
воляет установить ее сильную разрешимость. Нашей целью является доказательство слабой
разрешимости задачи (1)–(4). При этом существенно опираемся на результаты работы [6] о
слабой разрешимости уравнения баланса энергии.
Отметим, что при исследовании слабой разрешимости задачи (1)–(4) в правой части (3)

появляются слагаемые из L1(QT ), что вызывает существенные трудности (см., например,
[7] и имеющуюся там библиографию). Исследованию других моделей термовязкоупругих
сред посвящена обширная литература (см., например, [8], [9], [10] и имеющуюся там биб-
лиографию).
Предполагается суммирование по повторяющимся индексам.

2. Обозначения и определения

Ниже используем пространства Lp(Ω),W l
p(Ω), Lp(QT ),W k,m

p (QT ) для скалярных, вектор-
нозначных или матричнозначных функций (из контекста это всегда ясно), Hβ

p (Ω) — про-
странства бесселевых потенциалов ([11], c. 79). Нормы в L2(Ω), W l

2(Ω), L2(QT ), W k,m
2 (QT )

обозначаются как | · |0, | · |l, ‖ · ‖0, ‖ · ‖k,m соответственно. Через
◦

W m
p (Ω) обозначаем за-

мыкание C∞
0 (Ω) в норме W m

p (Ω) (m > 0), W m
p,0(Ω) = W m

p (Ω) ∩
◦

W 1
p(Ω), m > 1/p. Далее,

W−m
p (Ω) = (

◦
W m

p′ (Ω))′, m > 0, p′ = p/(p − 1), 1 < p < +∞, знак ′ обозначает сопряжение
пространства. Пусть V = {u : u ∈ C∞

0 (Ω, Rn), div u = 0}. Здесь C∞
0 (Ω, Rn) — множество

бесконечно дифференцируемых функций на Ω с компактным носителем. Ниже H и V яв-
ляются замыканием V по норме | · |0 и | · |1 соответственно ([12], с. 20).

3. Формулировка результата

Определение. Слабым решением задачи (1)–(4) называется пара (v, θ), где

v ∈ L2(0, T ;V ) ∩ W 1
2 (0, T ;V ′) ∩ Cw(0, T ;H) ≡ U(0, T ),

θ ∈ W 1
1 (0, T ;W−1

p (Ω)) ∩ Lp(0, T ;W 1
p (Ω)) ∩ Cw(0, T ;W 1−2/p

p (Ω)) ≡ Υ, 1 < p < +∞,

удовлетворяющая соотношениям

d

dt
(v, ϕ) −

(
viv,

∂ϕ

∂xi

)
+ µ0(E(v), E(ϕ)) + µ1(θ)(E(v), E(ϕ))+

+ µ2

(∫ t

0
E(v)(s, x) ds, E(ϕ)

)
= 〈f, ϕ〉 (5)

при всех ϕ ∈ V в смысле распределений на [0, T ] при п. в. t,

d

dt
(θ, φ) −

(
viθ,

∂φ

∂xi

)
+ χ

(
∂θ

∂xi
,

∂φ

∂xi

)
=

= 〈g, φ〉 + (µ̃1(θ)E(v) : E(v), φ) + µ2

(∫ t

0
E(v)(s, x) ds : E(v)(t, x), φ

)
, (6)

где µ̃1(θ) = µ0 + µ1(θ), в смысле распределений на [0, T ] для любых φ ∈ C∞
0 (Ω) при п. в. t,

p′ = p/(p − 1), в смысле распределений и условиям (2) и (4).
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Знак 〈·, ·〉 в (5) и (6) означает двойственность между V ′ и V и между W−1
p (Ω) и W 1

p (Ω)
cоответственно. Здесь и ниже (u,w) =

∫
Ω

u(x)w(x) dx для скалярных, векторнозначных или

матричнозначных функций (из контекста это всегда ясно), Cw(0, T ;E) обозначает простран-
ство слабо непрерывных функций со значениями в банаховом пространстве E.

Теорема 1. Пусть функция µ1(s) ∈ C2(−∞,+∞) монотонно возрастает и 0 < m∗
1 <

µ1(θ) < m∗∗
1 , s ∈ (−∞,+∞), f ∈ L2(0, T ;V ′), v0 ∈ H, g ∈ L1(0, T ;H−2(1−1/p)

p (Ω)), θ0 ∈
W

1−2/p
p (Ω). Тогда при p ∈ (1, 4/3) существует слабое решение задачи (1)–(4).

4. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 проведем в несколько этапов.
Рассмотрим последовательность (vn, θn), n = 0, 1, 2, . . . , определяемую следующим об-

разом. Пусть v0 и θ0 означают начальные значения для v и θ из (2) и (4). Пусть (vn, θn)
известны. Тогда vn+1 находится как слабое решение задачи

∂vn+1/∂t + vn+1
i ∂vn+1/∂xi − µ0�vn+1 − Div[µ1(θn)E(vn+1)]−

− µ2

∫ t

0
Div[E(vn+1)(s, x)]ds + ∇pn+1 = f, div vn+1 = 0 на QT , (7)

vn+1|t=0 = v0, vn+1|∂Ω = 0, (8)
а θn+1 находится как слабое решение задачи

∂θn+1/∂t + vn+1
i ∂θn+1/∂xi − χ� θn+1 = (µ0 + µ1(θn))E(vn+1) : E(vn+1)+

+ µ2

∫ t

0
E(vn+1(s, x)ds : E(vn+1) + g; (9)

θn+1|t=0 = θ0, θn+1|∂Ω = 0. (10)
Слабым решением задачи (7)–(8) называется функция vn+1 ∈ U(0, T ), удовлетворяющая
соотношениям (8) и

d

dt
(vn+1, ϕ) −

(
vn+1
i vn+1,

∂ϕ

∂xi

)
+ µ0(E(vn+1) + (µ1(θn)E(vn+1), E(ϕ))+

+ µ2

(∫ t

0
E(vn+1)(s, x) ds, E(ϕ)

)
= 〈f, ϕ〉 (11)

при всех ϕ ∈ V в смысле распределений на [0,T] при п. в. t.
Слабым решением задачи (9)–(10) является функция θn+1 ∈ Υ, удовлетворяющая (10) и

d(θn+1, φ)/dt − (vn+1
i θn+1, ∂φ/∂xi) + χ(∂θn+1/∂xi, ∂φ/∂xi) =

= 〈g, φ〉 + (µ̃1(θn)E(vn+1) : E(vn+1), φ) + µ2

(∫ t

0
E(vn+1)(s, x) ds : E(vn+1)(t, x), E(φ)

)
(12)

в смысле распределений на [0, T ] для любых φ ∈ C∞
0 (Ω) при п. в. t.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 последовательные приближения (vn, θn), n = 0, 1, 2, . . . ,
определены, и справедливы равномерные по n оценки

‖vn‖U(0,T ) ≤ M1, ‖θn‖Υ ≤ M2, n = 0, 1, 2, . . . . (13)
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Здесь ‖v‖U(0,T ) ≡ ‖∂v/∂t‖0,−1 + ‖v‖0,1, ‖θ‖Υ ≡ ‖∂θ/∂t‖L1(0,T ;W−1
p (Ω)) + ‖θ‖Lp(0,T ;W 1

p (Ω)).
Доказательство. Установим сначала слабую разрешимость задачи

∂v/∂t+vi∂v/∂xi−µ0�v−Div[m(t, x)E(v)]−µ2

∫ t

0
Div[E(v)(s, x)] ds+∇p = f, div v = 0 на QT ,

(14)
v|t=0 = v0, v|∂Ω = 0, (15)

где m(t, x) измерима и 0 < k1 ≤ m(t, x) ≤ k2. При µ2 = 0 разрешимость задачи (14)–(15) и
оценка

‖∂v/∂t‖0,−1 + sup
t

|v(t, ·)|0 + ‖v‖0,1 ≤ M3(‖f‖0,−1 + |v0|0) (16)

установлены в [13]. Обозначим через R(f, v0,m) оператор, ставящий в соответствие (f, v0,m)
решение v задачи (14)–(15) при µ2 = 0 так, что v = R(f, v0,m).
Для доказательства разрешимости задачи (14)–(15) перепишем (14) в виде

∂v/∂t + vi∂v/∂xi − µ0�v − Div[m(t, x) E(v)] + ∇p = w,

w = f + µ2

∫ t

0
Div[E(v)(s, x)] ds. (17)

Используя оператор R, перепишем (17) в виде

w = K(w), K(w) ≡ f + µ2

∫ t

0
Div[E(R(w, v0,m))(s, x)] ds. (18)

Установим разрешимость уравнения (18). С помощью (16) получаем оценки

‖K(w)‖0,−1 ≤ ‖f‖0,−1 + M4T (‖w‖0,−1 + |v0|0) ≤ ‖f‖0,−1 + M5T (R + |v0|0),
‖K(w1) − K(w2)‖0,−1 ≤ M6T‖w1 − w2‖0,−1.

Отсюда вытекает, что при T ≤ T0, T0 достаточно малое, оператор K преобразует в себя
шар S(R) = {w : ‖w‖0,−1 ≤ R} достаточно большого радиуса R и является сжимающим.
Тогда при малом T в силу принципа сжимающих отображений уравнение (18), а следо-

вательно, и (14)–(15) однозначно разрешимы.
В случае произвольного T нужно рассмотреть последовательность задач

∂vk/∂t + vk
i ∂vk/∂xi − µ0�vk − Div vk[m(t, x) E(vk)]−

− µ2

∫ t

0
Div vk[E(vk)(s, x)] ds + ∇pk = f, div vk = 0 на QT , (19)

vk(Tk, x) = wk(x), x ∈ Ω, vk(t, x) = 0, Tk ≤ t ≤ Tk+1, x ∈ ∂Ω, (20)
где Tk = kT0, k = 1, 2, . . . , [T/T0], wk(x) = vk−1(Tk, x), v0(0, x) = v0(x) является решением
задачи (14)–(15) на [0, T0]. Без ограничения общности считаем T/T0 целым.
Решения задач (19)–(20) ищутся в классах U(Tk, Tk+1), определяемых аналогично U(0, T )

с заменой (0, T ) на (Tk, Tk+1). Легко видеть, что оценка (16) решения задачи (14)–(15) на
[0, T ] справедлива и для решений задач (19)–(20) с заменой [0, T ] на [Tk, Tk+1] и v0 на wk.
В частности, из этой оценки следует равномерная ограниченность |wk(t, x)|0. Отсюда сле-

дует, что задачи (19)–(20) однозначно разрешимы на соответствующих отрезках [Tk, Tk+1].
Определим v(t, x) при t ∈ [0, T ] как функцию, равную vk(t, x) на [Tk, Tk+1]. Очевидно,

v(t, x) является решением задачи (14)–(15) на [0, T ] и удовлетворяет оценке (16).
Полагая m(t, x) = µ1(θn(t, x)), имеем разрешимость задачи (7)–(8) и оценку

‖vn+1‖U(0,T ) ≤ M(‖f‖0,−1 + |v0|0).
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Теперь рассмотрим задачу (9)–(10) при фиксированном vn+1 ∈ U(0, T ). Воспользуемся
вытекающим из [6] результатом.

Лемма. Пусть g ∈ L1(0, T ;H−2(1−1/p)
p (Ω)), ĝ ∈ L1(0, T ;L1(Ω)), θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω). Тогда зада-

ча ∂θ/∂t+vi∂θ/∂xi−χ� θ = ĝ+g, θ|t=0 = θ0, θ|∂Ω = 0 имеет слабое решение и справедлива
оценка ‖θ‖Υ ≤ M

(
‖ĝ‖L1(0,T ;L1(Ω)) + ‖g‖

L1(0,T ;H
−2(1−1/p)
p (Ω))

+ ‖v‖2
0,1 + ‖θ0‖

W
1−2/p
p (Ω)

)
.

Для доказательства разрешимости задачи (9)–(10) показывается, что для ĝ, определяе-
мого вторым слагаемым правой части (9), справедлива оценка ‖ĝ‖L1(0,T ;L1(Ω)) ≤ M‖vn+1‖2

0,1.
Отсюда и из условия на g с помощью леммы получаем слабую разрешимость задачи (9)–(10)
и оценку

‖θn+1‖Υ ≤ M
(
‖g‖

L1(0,T ;H
−2(1−/p)
p (Ω))

+ ‖vn+1‖2
0,1 + ‖θ0‖

W
1−2/p
p (Ω)

)
. (21)

Оценки (13) установлены. �
Исследуем вопрос о сходимости последовательности (vn, θn). Рассмотрим сначала θn.
Из второй оценки (13) в силу одного результата из [14] вытекает относительная компакт-

ность θn в Lp(0, T ;Lp(Ω)). Без ограничения общности будем считать, что θn сходится к θ
п. в. в Lp(QT ).
Рассмотрим теперь vn. В силу первой оценки (13) получаем, что последовательность vn

ограничена в U(0, T ), и, следовательно, слабо компактна в L2(0, T ;V ), а последовательность
∂vn/∂t ограничена в L2(0, T ;V ′) и слабо компактна в L2(0, T ;V ′).
Без ограничения общности будем считать, что vn слабо сходится к v в L2(0, T ;V ), а ∂vn/∂t

слабо сходится в L2(0, T ;V ′). Но последовательность vn обладает лучшими свойствами.

Теорема 3. Последовательность vn сильно сходится в к v, а vn(T, x) сильно сходится
в H к v(T, x).

Доказательство. Используется тождество, получаемое умножением (7) на vn+1:

1
2
|vn(T, ·)|20 + µ0‖E(vn)‖2

0 + ‖µ1/2
1 (θn−1)E(vn)‖2

0 +
1
2
µ2

∣∣∣∣
∫ T

0
E(vn)(s, x) ds

∣∣∣∣2
0

=

=
1
2
|v0|20 +

∫ T

0
〈f, vn〉 ds (22)

и аналогичное тождество для v, θ (вместо vn, θn−1). Обозначим через ℵ гильбертово про-
странство H × L2(0, T ;L2(Ω)) × L2(0, T ;V ) × H. Тогда левая часть (22) является нормой
элемента zn ∈ ℵ:

zn =
(

1
4
vn(T, x), µ

1/2
0 E(vn)(t, x), µ1/2

1 (θ(t, x))E(vn)(t, x),
1
4
µ

1/2
2

∫ T

0
E(vn)(s, x) ds

)
.

Из слабой сходимости vn к v в L2(0, T ;V ) вытекает сходимость правой части (22) к 1
2 |v0|20 +

T∫
0

〈f, v〉 ds, а следовательно, и норм ‖zn‖ℵ к ‖z‖ℵ, где

z =
(

1
4
v(T, x), µ

1/2
0 E(v)(t, x), µ1/2

1 (θ(t, x))E(v)(t, x),
1
4
µ

1/2
2

∫ T

0
E(v)(s, x) ds

)
.

Используя слабую сходимость zn к z и сходимость норм ‖zn‖ℵ к ‖z‖ℵ, в силу теоремы 8
([15], c. 179) получаем сильную сходимость zn к z, а следовательно, и vn(T, x) к v(T, x) в H,
vn к v в L2(0, T ;V ). �
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Покажем теперь, что полученное (v, θ) (v ∈ U(0, T ), θ ∈ Υ) является слабым решением
задачи (1)–(4).
Установленные выше сходимости для vn и θn в соответствующих функциональных про-

странствах позволяют сделать предельные переходы в (11) и (12) соответственно и получить
(5) и (6).
Из первой оценки (13) и леммы 1.4 из ([12], с. 211) следует, что v ∈ Cw(0, T ;H). Таким

образом, v ∈ U(0, T ). Кроме того, v|t=0 = vn|t=0 = v0. Cледовательно, v удовлетворяет
требованиям слабого решения задачи (1)–(4) для v. Из второй оценки (13) и леммы 1.4
([12], с. 211) следует, что θ ∈ Cw(0, T ;W 1−2/p

p (Ω)). Таким образом, θ ∈ Υ. Кроме того, θ|t=0 =
θn|t=0 = θ0. Cледовательно, θ удовлетворяет требованиям слабого решения задачи (1)–(4)
для θ.
Мы показали, что (v, θ) является слабым решением задачи (1)–(4). �
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