
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 519.632.4 ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉÏ�È ×ÈÑËÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×Ñ.È. ÌàðòûíåíêîÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû �îðìàëèçàöèè âû÷èñëåíèéïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, áëèç-êîé ê îïòèìàëüíîé. Äàíî îïèñàíèå îñíîâíûõ êîìïîíåíò óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîéòåõíîëîãèè è ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðàåâàÿ çàäà÷à, ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. ÂâåäåíèåÍà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 1980-õ ãîäîâ ãàáàðèòû è ñòîèìîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-íèêè ñòàëè ñòðåìèòåëüíî óìåíüøàòüñÿ, à ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñòàëà ñòðåìèòåëüíîíàðàñòàòü. Ê êîìïüþòåðàì ïîëó÷èëè ìàññîâûé äîñòóï èíæåíåðû, �èçèêè, õèìèêèè äðóãèå ñïåöèàëèñòû, êîòîðûå íå èìåëè äîñòàòî÷íîé ïîäãîòîâêè â îáëàñòè âû-÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, íî ó êîòîðûõ áûëè ñâîè çàäà÷è, çà÷àñòóþ ñâÿçàííûåñ íåîáõîäèìîñòüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ. Ñðàçó âîçíèêëà ïðîáëåìà ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåð-íîé òåõíèêè ïîëüçîâàòåëÿìè, êîòîðûå íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íûìè íàâûêàìè ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ è ïîçíàíèÿìè â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.Âûõîä áûë íàéäåí â ðàçðàáîòêå àâòîíîìíûõ1 ïðîãðàìì, èñïîëüçóÿ êîòîðûåèíæåíåð òîëüêî �îðìóëèðóåò çàäà÷ó, à äåòàëè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà åìóìîãóò áûòü äàæå íåèçâåñòíû. Ïðèìåíèòåëüíî ê òåõíè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì, ðà-áîòó àâòîíîìíûõ ïðîãðàìì óïðîùåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:êîíñòðóêòîð ïðîåêòèðóåò íåêîòîðûé óçåë ïðè ïîìîùè ãðà�è÷åñêîé ïðîãðàììû,íàïðèìåð AutoCAD. Çàòåì ãåîìåòðèÿ óçëà ïåðåíîñèòñÿ â âû÷èñëèòåëüíûé ìî-äóëü, êîíñòðóêòîð çàäàåò ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèòòåïëîâîé, ïðî÷íîñòíîé, ãèäðîäèíàìè÷åñêèé èëè äðóãîé ðàñ÷åò è àíàëèçèðóåò ðå-çóëüòàòû. Êàê ïðàâèëî, ïîñëå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íóæíî âíåñòè èçìå-íåíèÿ â êîíñòðóêöèþ è ïîâòîðèòü ðàñ÷åò. Îáû÷íî êîíñòðóêòîð âûïîëíÿåò íåñêîëü-êî ïîäîáíûõ ¾èòåðàöèé¿, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ, ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ, êîí-ñòðóêöèþ. Åùå á�îëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü âîçìîæíîñòüðàñ÷åòà ìàøèíû â öåëîì, à íå òîëüêî îòäåëüíûõ åå óçëîâ, ïîñêîëüêó ïîýëåìåíòíîåìîäåëèðîâàíèå ÷àñòî ñâÿçàíî ñ ïîãðåøíîñòÿìè ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Îäíàêî øèðîêîìó âíåäðåíèþ ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âìàøèíîñòðîåíèå ïðåïÿòñòâóåò íåñîâåðøåíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðèìåíåíèåòðàäèöèîííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ ìàòåìà-òèêîì õîäà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà è âíåñåíèÿ èçìåíåíèé â íàïèñàííóþ èì æå

1Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, ïîìèìî òåðìèíà autonomous software, èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ òåð-ìèí blak box software, òî åñòü ïðîãðàììû, óñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ¾÷åðíîãî ÿùèêà¿ [1℄.



ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ 77ïðîãðàììó. �àíåå òàêîé ïîäõîä áûë îïðàâäàí, íî ñ ïîÿâëåíèåì ìîùíûõ ïåðñîíàëü-íûõ êîìïüþòåðîâ âîçíèêëà îñòðàÿ ïîòðåáíîñòü â íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäàõ,îáëàäàþùèõ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ý��åêòèâíîñòüþ, âûñîêèì óðîâíåì �îðìà-ëèçàöèè è ïàðàëëåëèçìà áåç êîíòðîëÿ ñî ñòîðîíû ïîëüçîâàòåëÿ. Óæå ñåé÷àñ òà-êèå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû, êàê ANSYS, STAR-CD, FLUENT, CFX, PHOENICSè äð., ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ÍÈÈ è ÎÊÁ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàç-íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Êîíå÷íî, ïîäîáíûå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà åùå äàëåêèîò ñîâåðøåíñòâà è ÷àñòî âûçûâàþò îáîñíîâàííûå ïðåòåíçèè ïîëüçîâàòåëåé, ÷òîîáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì â íèõ òðàäèöèîííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî íààâòîíîìíûå ïðîäóêòû ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ñïðîñ, à çíà÷èò, áóäåò è ïðåäëî-æåíèå. Êîíêóðåíöèÿ íà ðûíêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ íåèçáåæíî ïðèâåäåò êïîâûøåíèþ èõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êà÷åñòâ.Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ àâòîíîì-íûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ. Ïóñòü äàíà èñõîäíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à
L(u) = f(x),ãäå x ∈ Ω , Ω � îáëàñòü N -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, f(x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, L �(íå)ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿó÷òåíû îïåðàòîðîì L è ïðàâîé ÷àñòüþ f(x) . Â îáëàñòè Ω ñòðîèòñÿ ñåòêà è/èëèòðèàíãóëÿöèÿ, íà êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòðîëüíî-îáúåìíàÿ è/èëè êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòèðóþ-ùóþ ÑËÀÓ, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè, êàê

Ax = b .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ M, ïðè ïîìîùè êî-òîðûõ ìîæíî ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ÑËÀÓ. Òîãäà çàäà÷à î ïîñòðîåíèè óíèâåðñàëü-íîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîé ñòðàòåãèè ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííûõìåòîäîâ èç ìíîæåñòâà M ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ Ax = b , êîòîðàÿ ïîçâîëèò äîñòè÷üñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, áëèçêîé ê îïòèìàëüíîé, òî åñòü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðà-åâûõ çàäà÷ íóæíî âûïîëíèòü O
(

N̄ lgk
N̄

) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå N̄ åñòü÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à k = 1, 2 .Ïðè ýòîì íà óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:1. Ìèíèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà. Òåìïû ðàçâèòèÿ ñîâðå-ìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïåðåæàþò ñîâåðøåíñòâîâàíèå àïïàðàòíîé ÷àñòèâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ïîýòîìó â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåñóðñû êîìïüþòåðà ìî-ãóò áûòü çàäåéñòâîâàíû ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ õðàíåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è, à íåïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ìèíèìàëüíûé îáúåì õðàíèìûõ äàííûõ ñîñòàâèò ∼
∼ 2N̄ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî åñòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ìîãóò ðàçìåùàòüñÿ òîëü-êî âåêòîðà x è b ðåçóëüòèðóþùåé ÑËÀÓ. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöó êîý��èöè-åíòîâ A íå èìååò ñìûñëà õðàíèòü, ïîñêîëüêó åå ýëåìåíòû áóäóò ïåðåñ÷èòûâàòüñÿïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè. �àöèîíàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâêîìïüþòåðà ïîçâîëèò ïðèìåíÿòü äîñòàòî÷íî ìåëêèå âû÷èñëèòåëüíûå ñåòêè äëÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â àâòîíîìíûõ ïðîãðàììàõ.2. Âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ñïîñîáà è/èëè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ïðîöåññåðåøåíèÿ çàäà÷è.3. Îòñóòñòâèå ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Â óíèâåðñàëüíîì àëãîðèò-ìå íå äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìïîíåíò, êîòîðûå çàâèñÿò îò ðåøàåìîé çàäà÷èè îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Îäíàêî âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèåïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, âåðõíåé è/èëè íèæíåé ðåëàêñàöèè)ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíàÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ èõ îïòèìàëüíûõçíà÷åíèé áåç êîíòðîëÿ ñî ñòîðîíû ïîëüçîâàòåëÿ.



78 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎ4. Âîçìîæíîñòü ý��åêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé âíå çàâèñèìî-ñòè îò èñïîëüçóåìûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èç ìíîæåñòâà M .Ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâèå ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ êîìïîíåíò â óíèâåðñàëüíîì àë-ãîðèòìå íå ïîçâîëèò äîñòè÷ü îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (k = 0), õîòÿ ýòîò�àêò íå äîêàçàí.Î÷åâèäíà íåâîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òîëüêî îäíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäàâ àâòîíîìíûõ ïðîãðàììàõ, ïîýòîìó íóæíî íàó÷èòüñÿ êîìáèíèðîâàòü ðàçëè÷íûåàëãîðèòìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîé è âûñîêîý��åêòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîéòåõíîëîãèè. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèëàñü ïðèíöèïèàëüíî íîâàÿ èäåÿ, êîòîðóþ ïðåäëî-æèë âûäàþùèéñÿ îòå÷åñòâåííûé ìàòåìàòèê �àäèé Ïåòðîâè÷ Ôåäîðåíêî. Â 1961 è1964 ãã. èì áûëè îïóáëèêîâàíû äâå ðàáîòû, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëàñü âûñîêàÿ ñõî-äèìîñòü íåêîòîðûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê [2, 3℄.Â 1966 ã. Í.Ñ. Áàõâàëîâ äîêàçàë îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ïî ÷èñëó àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè [4℄.Ìíîñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ ÌÊÝ áûëè èçëîæåíû â ìîíîãðà�èÿõ Â.Â. Øàéäóðîâà [5℄è Ì.À. Îëüøàíñêîãî [6℄.Ïåðñïåêòèâà ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è ñ îïòèìàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óñè-ëèÿìè âûãëÿäåëà î÷åíü çàìàí÷èâî, íî ðàçâèòèå ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ïîøëî ïîòðàäèöèîííîìó äëÿ 1980-õ ãîäîâ ïóò àäàïòàöèè îòäåëüíûõ êîìïîíåíò àëãîðèò-ìà ê ðåøàåìîé çàäà÷å. Äîñòàòî÷íî áûñòðî óäàëîñü ðàçðàáîòàòü âûñîêîý��åêòèâ-íûå ìíîãîñåòî÷íûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ðàâíîìåðíûõñåòêàõ, îäíàêî óñëîæíåíèå ðåøàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷ (íåëèíåéíîñòü, àíèçîòðîïèÿ,ðàçðûâíîñòü êîý��èöèåíòîâ è ò. ä.) áûñòðî ïðåâðàòèëè êëàññè÷åñêèå ìíîãîñå-òî÷íûå ìåòîäû (ÊÌÌ) â òðóäíîîáîçðèìîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ïðàêòè÷åñêè íåïîääàþùååñÿ �îðìàëèçàöèè. Èç-çà îòñóòñòâèÿ ÷åòêèõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòèàäàïòàöèè êîìïîíåíò ÊÌÌ ê êîíêðåòíîé çàäà÷å òðóäíî ñóäèòü î äîñòèæèìîñòèîïòèìàëüíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ñðàçó áûëè ïðåäïðèíÿòû ìíîãî÷èñëåííûå ïî-ïûòêè ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé âàðèàíò ÊÌÌ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññàïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò [7,8℄. Õîòÿ äî ñèõ ïîð íå ïðåêðàùàþòñÿ ïîïûòêè ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé âàðèàíòÊÌÌ, ñòàëà î÷åâèäíîé íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà èíîé �îðìû àëãîðèòìèçàöèè îñíî-âîïîëàãàþùåé èäåè �.Ï. Ôåäîðåíêî äëÿ ïîñëåäóþùåé ðåàëèçàöèè â àâòîíîìíûõïðîãðàììàõ. Óíèâåðñàëüíàÿ Ìíîãîñåòî÷íàÿ Òåõíîëîãèÿ (ÓÌÒ) îïðåäåëÿåòñÿ êàêíàèáîëåå ðàöèîíàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ áåçêîíòðîëÿ õîäà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïîëüçîâàòåëåì àâòîíîìíîé ïðîãðàììû.1. Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíîé âçà-èìíàÿ àäàïòàöèÿ èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè, ñïî-ñîáà àïïðîêñèìàöèè, èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ è àðõèòåêòóðû êîì-ïüþòåðà. Ïîýòîìó ÓÌÒ2 ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: àíàëèòè÷åñêîé (àäàïòàöèÿ êðàå-âîé çàäà÷è ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì) è âû÷èñëèòåëüíîé (àïïðîêñèìàöèÿ àäàïòèðîâàí-íîé êðàåâîé çàäà÷è è ðåøåíèå ðåçóëüòèðóþùåé ÑËÀÓ ïðè ïîìîùè îðèãèíàëüíîãîìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà).
2Òåðìèí ¾òåõíîëîãèÿ¿ èñïîëüçóåòñÿ â òðàäèöèîííîì ñìûñëå, à èìåííî êàê ¾ñîâîêóïíîñòü ïðè-åìîâ îáðàáîòêè¿, óêàçûâàÿ íà íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîé è âû÷èñëèòåëüíîé ÷àñòåé.



ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ 791.1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ÷àñòü òåõíîëîãèè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì êðà-åâóþ çàäà÷ó âèäà
d

dx

(

k(x)
du

dx

)

− q(x)u(x) = −f(x), (1)
0 < x < 1, u(0) = u0, u(1) = u1, k(x) > α > 0, q(x) > 0äëÿ èëëþñòðàöèè îñíîâíûõ êîìïîíåíò ÓÌÒ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ÷àñòü ÓÌÒ äëÿ êðàå-âûõ çàäà÷ òèïà (1) ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ u(x) â âèäå ñóììûäâóõ �óíêöèé c(x) è û(x) , òî åñòü

u(x) = c(x) + û(x). (2)Â ïîñëåäóþùèõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèÿõ3 ñåòî÷íûé àíàëîã �óíêöèè û(x) áóäåòñëóæèòü ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, à ñåòî÷íûé àíàëîã�óíêöèè c(x) � ïîïðàâêîé, âû÷èñëÿåìîé íà ãðóáûõ ñåòêàõ. Ïðåäñòàâëåíèå (2),íàçûâàåìîå Σ-ìîäè�èêàöèåé ðåøåíèÿ u(x) , ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç �îðì àäàïòàöèèðåøàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷ ê ÓÌÒ.Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ (2) â (1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé Σ-ìîäè�èöèðî-âàííîé �îðìå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è
d

dx

(

k(x)
dc

dx

)

− q(x) c(x) = r(x), c(0) = u0 − û(0), c(1) = u1 − û(1), (3a)ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü r(x) èìååò âèä
r(x) = −

d

dx

(

k(x)
dû

dx

)

+ q(x) û(x) − f(x). (3b)Â (3) ÷ëåíû ñ ïîïðàâêîé c(x) ïåðåíîñÿòñÿ â ëåâóþ ÷àñòü, à îñòàëüíûå � â ïðàâóþ.
Σ-ìîäè�èêàöèÿ ðåøåíèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ÓÌÒ, ïîõîæà íà ïðåäñòàâëåíèå ðå-øåíèÿ, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ â ÊÌÌ, íî ìåæäó ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò äâà ïðèí-öèïèàëüíûõ îòëè÷èÿ:
• Σ-ìîäè�èêàöèÿ â ÓÌÒ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåä äèñêðåòèçàöèåé èñõîäíîé êðà-åâîé çàäà÷è äëÿ áîëåå òî÷íîé �îðìóëèðîâêè ðàçíîñòíûõ çàäà÷ íà ãðóáûõ ñåòêàõè âîçìîæíîñòè ãèáêîãî èçìåíåíèÿ òèïà è/èëè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè;
• Σ-ìîäè�èêàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì àäàïòàöèè êðàåâûõ çà-äà÷ ê ÓÌÒ. Ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé(òàê íàçûâàåìàÿ Π-ìîäè�èêàöèÿ) ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿðÿäà íåëèíåéíûõ çàäà÷ [9℄.
Σ- è Π-ìîäè�èêàöèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè àääèòèâíîãî è ìóëüòèïëè-êàòèâíîãî âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.1.2. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü òåõíîëîãèè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ÓÌÒ ñâÿ-çàíà ñ êîìïüþòåðíûì ñ÷åòîì è ñîñòîèò èç ïîñòðîåíèÿ ìåëêîé è ãðóáûõ ñåòîê, àï-ïðîêñèìàöèè ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìå-òîäîì è ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè óíè�èöèðîâàííîãîìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà.

3Äàííûå íàçâàíèÿ �óíêöèé û (approximation to the solution) è c (oarse grid orretion) ïðè-øëîñü ïîçàèìñòâîâàòü èç ÊÌÌ äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñòîÿâøåéñÿ òåðìèíîëîãèè.
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�èñ. 1. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê â óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè1.2.1. Ïîñòðîåíèå ñàìîé ìåëêîé ñåòêè. Ïåðâûé ýòàï âû÷èñëèòåëüíîé÷àñòè ÓÌÒ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0
1 â îáëàñòè Ω = [0, 1]äëÿ ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèè ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì. Ñåòêà G0

1 ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæåñòâ òî÷åê Gv(0;1)è Gf(0;1) , êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
Gv(0;1) = {xv

i | xv
i = h(i − 1), i = 1, 2, . . . , H0

x + 1, h = (H0
x)−1},

Gf(0;1) = {xf
i | xf

i = 0.5 (xv
i + xv

i+1), i = 1, 2, . . . , H0
x}.Â îáùåì ñëó÷àå äî ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàå-âîé çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü xv

i è xf
i òî÷êàìè ñåòêè. Â ÊÌÌ ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîêçàâèñèò îò ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè è/èëè ðàñïîëîæåíèÿ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ íàñàìîé ìåëêîé ñåòêå [1℄. Â ÓÌÒ òàêîé çàâèñèìîñòè íåò, ïîýòîìó êîí�èãóðàöèÿ êîí-òðîëüíûõ îáúåìîâ ìîæåò áûòü çàäàíà ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ãðóáûõ ñåòîê, íî ïåðåäàïïðîêñèìàöèåé ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñêîìàÿñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, ìîæåòáûòü îïðåäåëåíà êàê â òî÷êàõ xv

i , òàê è â xf
i , íî íà ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê ýòîíå âëèÿåò.1.2.2. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê â ÓÌÒ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ äâóõ òî÷åê èç ìíîæåñòâ Gv(0;1) è Gf(0;1)ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0

1 , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Âûäåëèì ïåðâóþ òî÷êó xv
1 èçìíîæåñòâà Gv(0;1) , êîòîðàÿ áóäåò ïåðâîé òî÷êîé xv áîëåå ãðóáîé ñåòêè G1

1 . Äàëååïðîïóñòèì äâå òî÷êè xv
2 è xv

3 èç ìíîæåñòâà Gv(0;1) . ×åòâåðòàÿ òî÷êà xv
4 áóäåòâòîðîé òî÷êîé xv áîëåå ãðóáîé ñåòêè G1

1 , ñåäüìàÿ òî÷êà xv
7 � òðåòüåé òî÷êîé xváîëåå ãðóáîé ñåòêè G1

1 è ò. ä. Òî÷êà xf
2 èç ìíîæåñòâà Gf(0;1) , ðàñïîëîæåííàÿïîñåðåäèíå ìåæäó òî÷êàìè xv

1 è xv
4 èç ìíîæåñòâà Gv(0;1) , áóäåò ïåðâîé òî÷êîé

xf áîëåå ãðóáîé ñåòêè G1
1 . Óäàëÿÿ ïî äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà Gf(0;1) , íåòðóäíîïîëó÷èòü îñòàëüíûå òî÷êè xf ãðóáîé ñåòêè G1

1 .Äàëåå àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì åùå îäíó ãðóáóþ ñåòêó G1
2 , íî ïîñòðîåíèå íà÷íåìñ òî÷åê xv

2 è xf
3 ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0

1 , òî åñòü ñî ñäâèãîì íà îäíó òî÷êó (ðèñ. 1).Íàêîíåö, òðåòüÿ ãðóáàÿ ñåòêà G1
3 ñòðîèòñÿ òåì æå ñàìûì îáðàçîì, íî íà÷èíàÿ ñ
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�èñ. 2. Ìíîãîñåòî÷íàÿ ñòðóêòóðàòî÷åê xv
3 è xf

4 ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0
1 . Íåïîñðåäñòâåííî èç ðèñ. 1 ñëåäóþò îñíîâíûåñâîéñòâà ãðóáûõ ñåòîê â ÓÌÒ:1) ãðóáûå ñåòêè G1

1 , G1
2 è G1

3 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, òî åñòü
G1

n ∩ G1
m = ∅, n 6= m;2) ìåëêàÿ ñåòêà G0

1 ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãðóáûõ ñåòîê G1
1 , G1

2 è
G1

3 , òî åñòü
G0

1 =

3
⋃

k=1

G1
k;3) âñå ñåòêè ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíû, îäíàêî øàã ãðóáûõ ñåòîê G1

1 , G1
2 è G1

3 âòðè ðàçà áîëüøå, ÷åì øàã ñåòêè G0
1 ;4) âíå çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ñåòî÷íûõ �óíêöèé íà ñàìîé ìåëêîéñåòêå êàæäûé êîíòðîëüíûé îáúåì íà ñåòêàõ G1

1 , G1
2 è G1

3 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåìòðåõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ íà ñåòêå G0
1 .Ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà G0

1 îáðàçóåò íóëåâîé ñåòî÷íûé óðîâåíü, à òðè ãðóáûå ñåò-êè G1
1 , G1

2 è G1
3 � ïåðâûé ñåòî÷íûé óðîâåíü. Äàëåå ïîñòðîåíèå åùå áîëåå ãðóáûõñåòîê îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì îáðàçîì: êàæäàÿ ñåòêà GL

i , i = 1, . . . , 3L óðîâ-íÿ L ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà äëÿ òðåõ ãðóáûõ ñåòîê GL+1
j , j =

= 1, . . . , 3L+1 ñëåäóþùåãî óðîâíÿ L + 1 . Äåâÿòü åùå áîëåå ãðóáûõ ñåòîê, ïîëó÷åí-íûõ èç òðåõ ñåòîê ïåðâîãî óðîâíÿ, îáðàçóþò âòîðîé ñåòî÷íûé óðîâåíü è òàê äàëåå,êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê çàâåðøàåòñÿ, êîãäà íà ãðóáûõ ñåò-êàõ îñòàíåòñÿ âñåãî íåñêîëüêî òî÷åê xv è xf . Â äàëüíåéøåì ñîâîêóïíîñòü ñàìîéìåëêîé è âñåõ ãðóáûõ ñåòîê áóäåò íàçûâàòüñÿ ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðîé.Íîìåð ñåòî÷íîãî óðîâíÿ ñ ñàìûìè ãðóáûìè ñåòêàìè, îáîçíà÷àåìûé êàê L+ ,âû÷èñëÿåòñÿ ïåðåä ïîñòðîåíèåì ãðóáûõ ñåòîê. Ïîëîæèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ñàìûõãðóáûõ ñåòîê èìåþò òðè òî÷êè xv èëè xf . Òîãäà ÷èñëî òî÷åê ñàìîé ìåëêîé ñåòêè
G0

1 åñòü N̄ èëè ≈ 3L++1 . Îòñþäà L+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
N̄ = H0

x + 1 ≈ 3L++1 ⇒ L+ =

[

lg N̄

lg 3
− 1

]

,ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü.
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k , k = 1, . . . , 3L ñ øàãîì h3L , ãäå

h åñòü øàã ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0
1 . Ñåòêè GL

k ñîñòîÿò èç äâóõ ìíîæåñòâ òî÷åê
Gv(L;k) è Gf(L;k) , êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê óçëàìè, òàê è ãðàíÿìè êîíòðîëüíûõîáúåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðîé îáîçíà÷èì îòîáðàæå-íèå èíäåêñîâ òî÷åê äàííîé ñåòêè GL

k íà èíäåêñû òî÷åê ñàìîé ìåëêîé ñåòêè G0
1êàê xv

{i} è xf
{i} , ãäå {i} è i åñòü èíäåêñû òî÷åê ñàìîé ìåëêîé G0

1 è äàííîé ñåò-êè GL
k ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå òî÷åê èç ìíîæåñòâà Gv(1;1) ñåòêè

G1
1 , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1, åñòü xv

{1} = xv
1 , xv

{2} = xv
4 , xv

{3} = xv
7 , . . . Îòîáðàæåíèåèíäåêñîâ ïîçâîëÿåò �îðìóëèðîâàòü ðàçíîñòíûå êðàåâûå çàäà÷è íà ìíîãîñåòî÷íîéñòðóêòóðå ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è â îäíîñåòî÷íûõ àëãîðèòìàõ.Ïîñêîëüêó N -ìåðíàÿ ñåòêà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ N îäíîìåðíûõñåòîê, òî ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ñåòîê îñóùåñòâëÿåòñÿ íåçàâèñèìî â êàæäîì ïðîñòðàí-ñòâåííîì íàïðàâëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñåòî÷íûé óðîâåíü L ñîñòîèò èç 3NL ñåòîê.Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðóáûõ ñåòîê ÓÌÒ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíûäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.Ñâîéñòâî 1: êàæäûé êîíòðîëüíûé îáúåì íà ñåòêàõ GL

k ïðåäñòàâèì â âèäåîáúåäèíåíèÿ 3L êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå G0
1 . Â ñî÷åòàíèè ñîñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ïîäîáëàñòåé ýòîïîçâîëèò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ êðàåâûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ óíè�èöèðîâàí-íûì îáðàçîì.Ñâîéñòâî 2:êàæäàÿ ñåòêà GL

k (L 6= L+ ) ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõñîîòâåòñòâóþùèõ åé ãðóáûõ ñåòîê, ÷òî ïîçâîëèò èñêëþ÷èòü èíòåðïîëÿöèþ èç ÓÌÒ.Êàê ñëåäñòâèå, ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà G0
1 ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñåòîêîäíîãî óðîâíÿ:

G0
1 =

3L

⋃

k=1

GL
k , L = 0, . . . , L+.Ñâîéñòâî 3: ñåòêè îäíîãî óðîâíÿ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, òî åñòü

GL
n ∩ GL

m = ∅, n 6= m, L = 1, . . . , L+,÷òî ïîçâîëèò ý��åêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàòü âû÷èñëåíèÿ è ýêîíîìíî èñïîëüçîâàòüïàìÿòü êîìïüþòåðà.1.2.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ìîäè�èöèðîâàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ìíî-ãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå. Àïïðîêñèìàöèÿ íà ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ¾îäíîñåòî÷íîé¿ àïïðîêñèìàöèè[10, 11℄.Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöàõ îáëàñòè Ω = [0, 1] çàäàíû óñëîâèÿ Äèðèõëå, òî òî÷-êè ñåòêè xv
{i} áóäóò óçëàìè, xf

{i} � ãðàíÿìè êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ, à ñàì îáúåìîïðåäåëÿåòñÿ êàê
Vi = {x | xf

{i−1} 6 x 6 xf
{i}}.Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3a) ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó Vi ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-ùåìó ñîîòíîøåíèþ

−
w(xf

{i}) − w(xf
{i−1})

h3L
−

1

h3L

xf
{i}

∫

xf
{i−1}

q(x) c(x) dx =
1

h3L

xf
{i}

∫

xf
{i−1}

r(x) dx ,



ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ 83ãäå w = −kc′ . Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòåéøèõ èíòåðïîëÿöèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåéðàçíîñòíîé ñõåìå
〈k〉{i+1}

c{i+1} − c{i}

h232L
− 〈k〉{i}

c{i} − c{i−1}

h232L
− 〈q〉{i} c{i} = 〈r〉{i},ãäå

〈q〉{i} =
1

h3L

xf
{i}

∫

xf
{i−1}

q(x) dxåñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè q(x) íà êîíòðîëüíîì îáúåìå Vi è
1

〈k〉{i}
=

1

h3L

xv
{i}

∫

xv
{i−1}

dx

k(x)
⇒ 〈k〉{i} =







1

h3L

xv
{i}

∫

xv
{i−1}

dx

k(x)







−1

.Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçíîñòíîé Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è
〈r〉{i} =

1

h3L

xf
{i}

∫

xf
{i−1}

r(x) dxÿâëÿåòñÿ ñðåäíåàðè�ìåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì íåâÿçîê, âû÷èñëåííûõ â òåõ óçëàõ ñà-ìîé ìåëêîé ñåòêè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíóòðè äàííîãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà.Ïåðâîå îòëè÷èå àïïðîêñèìàöèè ìîäè�èöèðîâàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ìíîãî-ñåòî÷íîé ñòðóêòóðå îò îäíîñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êîý�-�èöèåíòîâ 〈q〉{i} , 〈k〉{i} è ïðàâîé ÷àñòè 〈r〉{i} . Àëãîðèòì áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿèíòåãðàëîâ íà ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå èçëîæåí â [12℄. Âòîðîå îòëè÷èå ñîñòî-èò â àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðóáûõ ñåòêàõ, ÷üè ãðàíè÷íûå óçëûíå ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè. Àïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèé Äèðèõëå è Íåéìàíàïîäðîáíî èçëîæåíà â [9, 12℄.1.2.4. Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèè. Ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ ÓÌÒ ñõåìàòè÷-íî ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. Â ÓÌÒ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðîñòåéøèé (ïèëîîáðàçíûé)öèêë (sawtooth yle), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì V-öèêëà [1℄. Âû÷èñëå-íèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ óðîâíÿ L+ , ñîñòîÿùåãî èç ñàìûõ ãðóáûõ ñåòîê. Ñíà÷àëà íàêàæäîé ñåòêå óðîâíÿ L+ âû÷èñëÿþò êîý��èöèåíòû 〈q〉{i} , 〈k〉{i} è ïðàâóþ ÷àñòü
〈r〉{i} , à çàòåì âûïîëíÿþò ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ êðèòåðèÿîñòàíîâà. Ïîñêîëüêó ñåòêè óðîâíÿ L+ ñîäåðæàò ëèøü íåñêîëüêî óçëîâ, òî, êàêïðàâèëî, òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêèíà äàííîì óðîâíå. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó óðîâíþ L+ − 1ñ áîëåå ìåëêèìè ñåòêàìè. Äàííûé ïåðåõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåíåíèå îòîáðà-æåíèÿ èíäåêñîâ è íå âíîñèò íèêàêèõ ïîãðåøíîñòåé â ïîïðàâêó, âû÷èñëåííóþ íàñåòêàõ óðîâíÿ L+ . Íà óðîâíå L+ − 1 âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì: ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû 〈q〉{i} , 〈k〉{i} è ïðàâàÿ ÷àñòü 〈r〉{i} ,à çàòåì âûïîëíÿþòñÿ ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñãëàæèâàþùèõèòåðàöèé íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñ÷åò ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ( û := û+c) è îáíóëåíèå ïîïðàâêè (c := 0). Íà ýòîì ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ çàêàí-÷èâàåòñÿ, ïðîâåðÿåòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâà íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå è â ñëó÷àå íåîá-õîäèìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ, íà÷èíàÿ ñ óðîâíÿ
L+ (ðèñ. 3).
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�èñ. 3. Ïèëîîáðàçíûé öèêë è ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿÂ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèÿõ ÓÌÒ îòñóòñòâóåò ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå,÷òîáû èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê îäíîñåòî÷íûì àëãîðèòìàì) ïðî-áëåì ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷.2. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõäâóõ- è òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ïðèâîäÿòñÿ â [9℄. Â äàííîé ñòàòüå áóäåò ïîêà-çàíà ëèøü âîçìîæíîñòü ãèáêîãî èçìåíåíèÿ ñïîñîáà è/èëè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.2.1. Èçìåíåíèÿ ñïîñîáà è/èëè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çà-äà÷. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −f(x, y), u

∣

∣

∣

∂Ω
= 0, (4)ãäå îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êâàäðàòîì.Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì íàèìåíåå ý��åêòèâíûé âàðèàíò ÓÌÒ , â êîòî-ðîì ìíîæåñòâî èñïîëüçóåìûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ M ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãîýëåìåíòà, à èìåííî ìåòîäà Çåéäåëÿ ñ òî÷å÷íûì óïîðÿäî÷èâàíèåì íåèçâåñòíûõ.Êðàåâàÿ çàäà÷à (4) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé �îðìå:

∂2c

∂x2
+

∂2c

∂y2
= r(x, y), c

∣

∣

∣

∂Ω
= −û, (5a)ãäå

r(x, y) = −f(x, y) −
∂2û

∂x2
−

∂2û

∂y2
. (5b)Èíòåãðèðîâàíèå ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è (5) ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó ïðèâîäèòê ñëåäóþùåé ðàçíîñòíîé ñõåìå:

c{i−1j} − 2c{ij} + c{i+1j}

h232L
+

c{ij−1} − 2c{ij} + c{ij+1}

h232L
= 〈r〉{ij} , (6a)ãäå

〈r〉{ij} =
1

h232L

xf
{i}

∫

xf
{i−1}

yf
{j}

∫

yf
{j−1}

(

−f(x, y) −
∂2û

∂x2
−

∂2û

∂y2

)

dy dx. (6b)



ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ 85Â ïåðâîì òåñòå (Òåñò 1à) ïðàâàÿ ÷àñòü Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è (6b) íàñàìîé ìåëêîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå:
〈r〉ij = −fij −

ûi−1j − 2ûij + ûi+1j

h2
−

ûij−1 − 2ûij + ûij+1

h2
+ O(h2).Âî âòîðîì òåñòå (Òåñò 1á) ïðàâàÿ ÷àñòü Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è (6b) íàñàìîé ìåëêîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå:

〈r〉ij = −fij +
h2

12

(

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

)

ij

−
1

6h2

(

ûi−1j+1 + 4ûij+1 + ûi+1j+1+

+ 4ûi−1j − 20ûij + 4ûi+1j + ûi−1j−1 + 4ûij−1 + ûi+1j−1

)

+ O(h4).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå (ue ) ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è (4)èìååò âèä
ue(x, y) = Q(x)Q(y), Q(̺) = 20

(

e̺ + (1 − e)̺ − 1
)

. (7)Ïîäñòàíîâêà òî÷íîãî ðåøåíèÿ (7) â èñõîäíóþ çàäà÷ó (4) îïðåäåëÿåò ïðàâóþ ÷àñòü
f(x, y) .Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÓÌÒ è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåì îöåíèâàòü ïðèïîìîùè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:à) îòíîñèòåëüíîé åâêëèäîâîé íîðìû íåâÿçêè

R(q) =
‖Aû

(q) − b‖

‖b‖
;á) ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

E(q) = max
ij

|ue(x
v
i , yv

j ) − û
(q)
ij |,ãäå q � íîìåð ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè.Âî âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ðàçíîñòíûõ êðà-åâûõ çàäà÷ áóäåì íà÷èíàòü ñ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî åñòü

û
(0)
ij = 0 ⇒ R(0) = 1 è E(0) = max

ij
|ue(x

v
i , yv

j |.×èñëåííîå ðåøåíèå äàííîé ìîäåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü íà øå-ñòèóðîâíåâîé ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå (L+ = 5) ñ ñàìîé ìåëêîé ñåòêîé 501× 501(h = 1/500). Ñãëàæèâàþùàÿ èòåðàöèÿ ñîñòîÿëà èç ÷åòûðåõ èòåðàöèé ìåòîäà Çåéäå-ëÿ ñ ðàçëè÷íûìè òî÷å÷íûìè óïîðÿäî÷èâàíèÿìè íåèçâåñòíûõ. Äâå ñãëàæèâàþùèåèòåðàöèè âûïîëíåíû íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãîýêñïåðèìåíòà ñâåäåíû â òàáë. 1.Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîäåìîíñòðèðîâàë âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ÓÌÒïî ñðàâíåíèþ ñ ÊÌÌ, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè Σ-ìîäè�èêàöèè êðàåâîé çàäà÷è: äëÿïîëó÷åíèÿ âûñîêîòî÷íîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîâûñèòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèèïðàâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è. Äàííûé ïîäõîä ìîæíî ðàçâèòü äàëü-øå, òî åñòü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé çà-äà÷è èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ðàçëè÷íûå ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ÓÌÒìîæíî îáîáùèòü äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.Ïðîèëëþñòðèðóåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äàííîãî îáîáùåíèÿ íà ïðèìåðå ðå-øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êâàäðàòå. Ïîñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ äëÿ àï-ïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è è âñïîìîãà-òåëüíóþ ñòðóêòóðèðîâàííóþ ñåòêó (ÂÑÑ) äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëåâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è (ðèñ. 4).



86 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎ Òàáë. 1Ñõîäèìîñòü òåõíîëîãèè â Òåñòå 1Òåñò 1à Òåñò 1á
q R E q R E0 1 17.95 0 1 17.951 8.653 · 10

−3
1.753 · 10

−1 1 8.656 · 10
−3

1.753 · 10
−12 5.690 · 10

−5
1.126 · 10

−3 2 5.696 · 10
−5

1.122 · 10
−33 4.571 · 10

−7
1.414 · 10

−5 3 4.576 · 10
−7

8.181 · 10
−64 5.671 · 10

−9
6.081 · 10

−6 4 5.677 · 10
−9

9.866 · 10
−85 8.342 · 10

−11
5.985 · 10

−6 5 1.049 · 10
−10

1.388 · 10
−106 3.288 · 10

−12
5.985 · 10

−6 6 1.901 · 10
−11

2.419 · 10
−117 2.468 · 10

−12
5.985 · 10

−6 7 5.798 · 10
−12

3.778 · 10
−11

�èñ. 4. Èñõîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ (ñëåâà) è ÂÑÑ (ñïðàâà)

�èñ. 5. Èíòåðïîëÿöèÿ íåâÿçêè ñ òðèàíãóëÿöèè íà ÂÑÑ (ñëåâà) è èíòåðïîëÿöèÿ ïîïðàâêèñ ÂÑÑ íà òðèàíãóëÿöèþ (ñïðàâà)Òîãäà ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ ÓÌÒ ïðåäñòàâèìà â âèäå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè äåéñòâèé:1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè ïî-ìîùè ÌÊÝ íà èñõîäíîé òðèàíãóëÿöèè.2. Âû÷èñëåíèå íåâÿçêè.3. Èíòåðïîëÿöèÿ íåâÿçêè ñ èñõîäíîé òðèàíãóëÿöèè íà ÂÑÑ (ðèñ. 5).4. Àïïðîêñèìàöèÿ ëåâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè ïî-ìîùè èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà íà ÂÑÑ.5. Âûïîëíåíèå ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè (ðèñ. 3).



ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ 87Òàáë. 2Ñõîäèìîñòü òåõíîëîãèè â Òåñòå 1â
q R E0 1 17.951 1.536 · 10

−2
2.045 · 10

−12 8.566 · 10
−5

1.956 · 10
−33 6.123 · 10

−7
1.841 · 10

−54 7.252 · 10
−9

8.401 · 10
−65 9.663 · 10

−11
6.005 · 10

−66 4.446 · 10
−12

5.985 · 10
−67 3.474 · 10

−12
5.985 · 10

−6

�èñ. 6. Èñõîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ6. Èíòåðïîëÿöèÿ ïîïðàâêè ñ ÂÑÑ íà èñõîäíóþ òðèàíãóëÿöèþ (ðèñ. 5).7. Ïåðåñ÷åò ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ, îáíóëåíèå ïîïðàâêè.8. Ïðîâåðêà êðèòåðèÿ îñòàíîâà, âîçâðàò ê ï. 1 (åñëè íåîáõîäèìî).Òðåòèé òåñò (Òåñò 1â) ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èëëþñòðàöèè ñõîäèìîñòè ÓÌÒ äëÿÌÊÝ è ïî ñâîèì îñíîâíûì óñëîâèÿì ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì òåñòîì (Òåñò 1à). �å-çóëüòàòû äàííîãî òåñòà, ñâåäåííûå â òàáë. 2, ïîêàçûâàþò ÷òî èñïîëüçîâàíèå äâóõñåòîê äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè Σ-ìîäè�èöèðîâàííîé êðàåâîé çà-äà÷è íå îêàçàëî çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÓÌÒ. Â îòëè÷èå îòàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, ðàññìîòðåííûé âàðèàíò ÓÌÒ ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïî-âèäèìîìó, ïðè èñïîëüçîâàíèèíåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü èíòåðïîëÿöèþ èç ìíîãîñåòî÷-íîãî àëãîðèòìà. Íàëè÷èå òàêîãî ïðîáëåìíî-çàâèñèìîãî êîìïîíåíòà, êàê èíòåðïî-ëÿöèÿ, íåèçáåæíî ïðèâåäåò ê ñíèæåíèþ óðîâíÿ �îðìàëèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè. Îòìåòèì, ÷òî â ÓÌÒ èíòåðïîëÿöèÿ èñïîëüçóåòñÿòîëüêî íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå.
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�èñ. 7. Óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ F̂ :

x̂i → xi

�èñ. 8. Ñåòêè â âû÷èñëèòåëüíîé è�èçè÷åñêîé îáëàñòÿõ�àññìîòðèì îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ÂÑÑ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîîáëàñòü âïèñàíà â åäèíè÷íûé N -ìåðíûé êóá. Ïðèìåð äâóõìåðíîé îáëàñòè ïîêà-çàí íà ðèñ. 6. �àçîáüåì îáëàñòü íà òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ñ âåðøèíàìè Υ(xk, yk),
k = 1, 2, . . . , K . Äëÿ îáëàñòè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 6, K = 409 . Ñîñòàâèì óïîðÿäî÷åí-íîå ïî âîçðàñòàíèþ ìíîæåñòâî àáñöèññ âåðøèí, èç êîòîðîãî óäàëåíû ñîâïàäàþùèåýëåìåíòû̃

Υx = {xi | 0 = x1 < x2 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xK̃ = 1}, K̃ 6 K .Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå K̃ = 368 . Äàëåå ïîñòðîèì íà åäèíè÷íîì îòðåçêå ðàâ-íîìåðíóþ ñåòêó
Υ̂x = {x̂i | x̂i =

i − 1

K̃ − 1
, i = 1, 2, . . . , K̃}.Ôóíêöèÿ F̂ : x̂i → xi , îáû÷íî íàçûâàåìàÿ óïðàâëÿþùåé, îòîáðàæàåò ðàâíîìåð-íóþ ñåòêó â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè íà óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî àáñöèññ âåðøèí(ðèñ. 7). Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî óçëîâ ÂÑÑ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì

K̃2 . Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ÷èñëî óçëîâ ÂÂÑ áûëî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ÷èñëó âåð-øèí èñõîäíîé òðèàíãóëÿöèè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì åùå îäíó ðàâíîìåðíóþ ñåòêó
Ῡx = {x̄i | x̄i =

i − 1

K̄ − 1
, i = 1, 2, . . . , K̄},ãäå

K̄ =
[√

K̃
]

+ 1,ïðè÷åì êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå
K̄ = 21 . Äëÿ îòûñêàíèÿ ïîëîæåíèÿ óçëîâ ÂÂÑ â �èçè÷åñêîé îáëàñòè âîñïîëüçó-åìñÿ ñïëàéí-èíòåðïîëÿíòîì óïðàâëÿþùåé �óíêöèè F̂ : x̂i → xi . Íà ðèñ. 8 ïîêàçà-íà ïîëó÷åííàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åéñåòêà â �èçè÷åñêîì îáëàñòè è ñïëàéí-èíòåðïîëÿíò óïðàâëÿþùåé �óíêöèè F̄ . Àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ñåòêà ïî êàæäîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ. Âäàííîì ïðèìåðå ÷èñëî óçëîâ ÂÑÑ ñîñòàâèò K̄2 = 441 , ÷òî íåñêîëüêî áîëüøå ÷èñëàâåðøèí (K = 409). Ïîñòðîåííàÿ ïî äàííîé ìåòîäèêå ÂÑÑ ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.
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�èñ. 9. Èñõîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ è ÂÑÑÓðàâíåíèå âèäà
∂

∂x

(

λx ∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

λy ∂u

∂y

)

+
∂

∂z

(

λz ∂u

∂z

)

= −f(x, y, z)â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè çàïèñûâàåòñÿ êàê
∂

∂x̄

(

λx x̄′
x

ȳ′
y z̄′z

∂u

∂x̄

)

+
∂

∂ȳ

(

λy
ȳ′

y

x̄′
xz̄′z

∂u

∂ȳ

)

+
∂

∂z̄

(

λz z̄′z
x̄′

xȳ′
y

∂u

∂z̄

)

= −
f(x̄, ȳ, z̄)

x̄′
xȳ′

yz̄
′
z

,òî åñòü ñ òî÷íîñòüþ äî âèäà êîý��èöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûìóðàâíåíèåì. Ïðîèçâîäíûå x̄′
x , ȳ′

y è z̄′z ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïóòåì äè��åðåí-öèðîâàíèÿ ñïëàéí-èíòåðïîëÿíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé. Â [9℄ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñãëàæèâàþùèå ïðîöåäóðû íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿìîãóò îêàçàòüñÿ íåý��åêòèâíûìè. Ïîýòîìó íà óðîâíÿõ ñ ãðóáûìè ñåòêàìè ñëåäóåòïðèìåíÿòü áîëåå ñèëüíûå ñãëàæèâàòåëè òèïà ïðåäîáóñëîâëåííûõ ìåòîäîâ ñîïðÿ-æåííûõ ãðàäèåíòîâ. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîìáèíèðîâàííîé ñãëàæèâàþùåé ïðîöå-äóðû ïðèâåäåí â [9℄. SummaryS.I. Martynenko. Formalization of Computations at Numerial Solution of Boundary ValueProblems.The paper represents a new robust multigrid tehnique for solving boundary value problemsin blak box manner. To overome problem of robustness, the tehnique was based oninorporating the adaptation of boundary value problems to numerial methods, ontrol volumedisretisation and a new multigrid solver into a united omputational algorithm. Speialmultiple oarse grid orretion strategy makes it possible to obtain problem-independenttransfer operators. As a result, the most of the modes are approximated on oarse gridsin order to ensure the problem of smoothing on the �nest grid to be the least demanding.Detailed desription of the robust multigrid tehnique and examples of appliation for solvingbenhmark problems are given in the paper.Key words: boundary value problem, multigrid methods, �nite element method, numerialexperiment.
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