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О 
m  

m  

Проектив пространствоны аксиоматик рђвештђ 

билгелђњ 

 

V – n+1 њлчђмле   кыры љcтеннђн бирелгђн векторча 

пространство. \ {0}V V Vў= -
r

-ң 0
r

 гђ тигез булмаган барлык 

векторлары књплеге. 

Билгелђмђ: V векторча пространствосы тудырган n њлчђмле 

проектив пространство P дип буш булмаган P књплеге атала, 

ђгђр тњбђндђге шартларны канђгатьлђндергђн :f V Pў®  

чагылдыруы бирелгђн булса: 

1) f – сюръектив; 

2) ( ) ( ) , 0, , , .f x f y x y x y V Rl l lў= « = № " О О
r r r r r r

 

Бу очракта P-ң элементлары проектив пространствоның 

нокталары дип атала џђм А, В, С дип билгелђнђ. 

Әгђр ( )f x X P= О
r

 булса, бу очракта x V ўО
r

, X  ноктасы x
r

 

векторы белђн тудырылган дип атала. 

Әгђр векторча пространство бер њлчђмле булса, бу очракта  

f чагылдыруы бердђнбер ноктаны тудыра (бу билгеләмәдәге 2 

шарттан килеп чыга). 

 

Проектив пространство модельлђре 

1 нче модель. 

n=1 дип џђм 
2

V  урынына ( )P Oe=  яссылыктагы турылар 

бђйлђме карыйк. 
2

V ў нең моделе итеп шул яссылыкта ятучы О 

ноктасыннан чыккан барлык векторлар књплеген алабыз. 

 

1)  
2

m V" О
r

, ( ) ( )f m m Oe= О
r

, | |m m
r

, m
r

 

векторы m  турысының 

юнђлдерњче векторы. 

2)  ( ) ( ).f m f ml=
r r

 

Барлык шартлар да њтђлђ  ( )Oe -  бер 

њлчђмле проектив 

пространствоның моделе булып тора. Бер њлчђмле проектив 

пространствоны проектив туры дип атыйлар. 

2 нче модель. 



5 

 

Яссылыкта турылар бђйлђме џђм d турысын алыйк ( )O dП . 

2
V - О ноктасыннан чыккан барлык векторлар књплеге. 

( ) , , | | , ( ).f m M d M m d m m m Oe= О = О
r r

I  Коллинеар вектор-ларга 

бер њк нокта туры килђ. Лђкин 

0 0
| | , | |d d a d

r
 булса, ( )f a

r
 

билгелђнмђгђн. Димђк, 

беренче аксиома њтђлми. Бу 

каршылыктан чыгу љчен 

( )f a M Ґ= -
r

 d  турысының 

чиксезлектђге яки 

њзбулмаган ноктасы дип 

аталган нокта кертђбез. 

d d M Ґ= -U  киңђйтелгђн туры яки проектив туры дип атала. 

2
:f V dў® . Бу очракта ике аксиома да њтђлђ. Димђк, киңђйтелгђн 

туры берњлчђмле пространствоның проектив моделе булып яки 

проектив туры булып тора. 

Параллель турыларның њз булмаган нокталары тђңгђл килђ.  

Џђр турыга бердђнбер њз булмаган нокта љстђлђ. 

3 нче модель. 

 

 

 

 

 

 

 

 

d турысы урынына икенче тђртиптђге 

g  кђкресе алып, алдагыча фикер 

йљртик. 

Диаметраль нокталарны тиңдђшлђш-

терсђк, g -  берњлчђмле проектив прос-

транство булып тора. 

Проектив координаталар 

 

1
1

n
V n

+
- +  њлчђмле векторча пространство џђм анда ике 

{ } { }, ;( 0, )
i i

e g i n=
r r

 базис карыйк. 

Билгелђмђ. 
1n

V
+

 векторча пространствосының ике { }
i

e
r

 џђм { }
i

g
r

 

базисы гомотетик дип атала, ђгђр |
i i

e gl l$ ОВ =
r r

, ( 0,i n= ) 

њтђлсђ. 

М 

М 

О m  

 

О a  

m  n  

М N d 

d0 
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Гомотетия мљнђсђбђте векторча пространствоның барлык 

базислары књплегендђ эквивалентлык мљнђсђбђте булып тора, 

чљнки гомотетия њзара коллинеар булган ике векторлар књплеген 

бђйлђп тора. 

1
:

n
f V P

+
®  чагылдыруында 

1n
V

+
 векторча пространствосының 

џђрбер { }
i

a
r

 базисы P(V) проектив прстранствосында 
0 1 1
, , ...,

n
A A A

+
 

( 1)n +  нокта тудыра, ул вакытта њзара гомотетик базалар бер њк 

нокталарны тудыра. Икенче яктан џђрбер базис бары бер генђ 

тђртиплђштерелгђн нокталар системасын тудыра. 

1
( )

n
P V

+
-  проектив пространство булсын. 

{ }1
: \ 0

n
f V P

+
®

r
 

{ }
1

, 0,
i n

e i n V
+

= -
r

 дђге ирекле базис булсын. 

( ) .
i i

f e A P= О
r

 

Лђкин { }
i

A  нокталарын гына проектив репер дип атап булмый, 

чљнки бу нокталардан гына чыгып { }
i

e
r

 базисын гомотетик булу 

тљгђллеге белђн табып булмый. Шуңа књрђ тагын бер нокта 

љстилђр. Гадђттђ анны 
0 1

( ... )nf e e e E+ + + =
r r r

 рђвешендђ алалар. Е 

– реперның берђмлекле ноктасы дип атала, ђ { }
i

A  нокталары 

реперның тњбђлђре дип аталалар. Проектив репер дип 

тђртиплђш-терелгђн 

{ }0 1
, , ..., ,nR A A A E=   ноктларын 

атыйлар. 

Мђсђлђн, ђгђр Аn+1 – аффинча  

пространствода P – n-њлчђмле 

аффинча яссылык булса, проектив 

репер дип тђртиплђштерелгђн n+2 

нокта атала, ђгђр аның телђсђ нинди  

n+1 ноктасы n њлчђмле яссылыкта 

ятмаса. 

Сонгы шартны канђгатьлђндергђн 

нокталар гомуми торышлы нокталар дип атала. 

 

 


a
3

 


a
2

 


a
1

 

А1 

А2 
А3 

О 
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     Димђк, 
i i

OA e=
r

 векторлары Аn+1 дђ базис тудыралар. 

1
,

n
O P O A

+
П О . 

Теорема: Әгђр ,
i

A E  Р(V) проектив пространствосының 

тђртиплђштерелгђн џђм гомуми торышлы n+2 штук нокталары 

булсалар, 

1 2 1

( )

( ... ) ,
n

a A

a a a E

a ap

p
+

м =ппп
н
п + + + =ппо

r

r r r  (1)  

      1, 1.na = +  

шартын канђгатьлђндерђ торган бердђнбер ( )R R aa=
r

  проектив 

реперын табып була. 

Билгелђмђ. Бер њк вакытта нульгђ тигез булмаган 0 1( , , ... )nm x x x
r

 

векторының координаталары ( ) ( )M f m P V= О
r

 ноктасының 

проектив координаталары дип атала. 

Ул вакытта аффинча геометриядђге кебек њк язабыз: 
0 1( , , ..., ).nM x x x  

1n
V

+
 векторча пространствосында { }

i
a
r

 базисы белђн беррђттђн, 

аңа гомотетик булган (
i i

b al=
r r

, \ {0}l ОВ , 0,i n= )  булырлык { }
i

b
r

 

базисын карыйк. 

m
r

 векторын шушы базисларның џђрберсендђ таркатыйк: 

 

;i

i
m x a=
r

 i

i
m y b= Ю
r

 

;( 0, ).

i

i

i i

m y a

x y i n

l

l

= Ю

= =

r r

 

 

Моннан түбәндәге килеп чыга: 

( )M P VО  ноктасының проектив координаталары бердђнбер 

итеп билгелђнмђгђн, алар уртак нульгђ тигез булмаган санга 

тапкырлау тљгђллеге белән билгелђнгђн: 

( ) ( ), 0.i iM x M xl l= №  
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Проектив туры моделе 

 

2
E  дђ d  киңђйтелгђн турысы карыйк. Бу очракта без 

2
V  

векторча пространствосын О ноктасыннан чыккан барлык 

векторлар књплеге белђн тиңдђшлђштерђбез. 

d турысында 
1 2

( , , )R A A E  реперын карыйк. 

Бер О ноктасы алып, 
2

( ),O d VП дђ базис { }
1 2
,e e

r r
 тљзик. Бу 

базис љчен 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1

2 2

1 2

( )

( )

( )

f e A

f e A

f e e E

мп =ппппп =н
ппп + =пппо

r

r

r r

                 (2)  

њтђлергђ тиеш. (2) њтђлсђ { }
1 2
,e e

r r
 

базисы R реперы белђн яраклаш-

тырылган дип атала.  

 

Бу базисны тљзњ љчен (ОЕ)  турысында бер 
0

e
r

 векторы алып, 

(2) шарты үтәлерлек итеп, аны ике векторга таркатабыз
1
: 

210 eee


  

Алда ђйткђнчђ, 1 2( , )M x x  ноктасының координаталары дип бу 

ноктаны тудыручы ( ( ) )f m M=
r

 m
r

 векторының  R реперы белђн 

яраклаштырылган координаталары атала. 1 2

1 2
.m x e x e= +

r r r
 

 

Берничђ мисал карап китик. 

Мисал1: d  киңђйтелгђн турсындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(2, –1 ) ноктасын тљзергђ.  

 

 

 

 

                                                           
1 Алга таба 0e


векторын ie


 ( ni ,1 ) векторларына (1) шартын 

канәгатьләндерерлек итеп таркату ie


 ( ni ,1 ) векторларына таркату дип 

кыскача язылачак. 

2A  

О 

2
e


2
e


 

1
e


 

1A  Е 

0
e

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Чишү: 

 

1) Ирекле бер O dП  ноктасы алыйк џђм 
1 2

( ),( ),( )OA OA OE  

турыларын њткђрик. 

2) (ОЕ) турысында бер 
0

e
r

 векторы алыйк џђм аны ике 
1

e
r

 џђм 
2

e
r

 

векторына (1) шарты њтђлђ торган итеп таркатыйк. 

3) 
1 2

2m e e= -
r r r

векторын тљзик. m
r

 векторы  белђн тудырылган 

туры белђн d  турысының кисешњ ноктасы без эзлђгђн М ноктасы 

була. 

 

  

 

Мисал2: d киңђйтелгђн турсындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  

реперында М(1, –2 ) ноктасын тљзергђ.  

 

Чишү: 

 

1) Ирекле бер  O dП  ноктасы алыйк џђм 
1 2

( ),( ),( )OA OA OE Ґ  

турыларын њткђрик. 

 

 

 

О 

0
e


 1
e


 

2
e


 

2
1


e  

2e


  

m


 

М 1A  Е 2A  

d  
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E  

1A  

 

 

O 

1e  

m
 

M 

d  

2e


 

22e


  

 

0e


 

M 
1A  

O 

1e


 

2e


 

0e


 

12e


 m


 

A  

Е 

d  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) (ОE∞) турысында бер 
0

e
r

 векторы 

алыйк џђм аны ике 
1

e
r

 џђм 
2

e
r

 

векторына (1) шарты њтђлђ торган 

итеп таркатыйк. 

3)  
1 2

2m e e= -
r r r

векторын тљзик. 

4)  m
r

 векторы белђн тудырылган 

туры белђн d  турысының кисешњ 

ноктасы без эзлђгђн М ноктасы була. 

 

 

Мисал3: d  киңђйтелгђн турсындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  

реперында М(2, 1) ноктасын тљзергђ.  

 

Чишү: 

1) Ирекле бер O dП  ноктасы алыйк џђм 
1

( ),( ),( )OA OA OEҐ  

турыларын њткђрик. 

2) (ОЕ) турысында бер 
0

e
r

 векторы алыйк џђм аны ике 
1

e
r

 џђм 
2

e
r

 

векторына таркатыйк. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) 
1 2

2m e e= +
r r r

векторын тљзик. 

 

4) m
r

 векторы белђн тудырылган 

туры белђн d  турысының кисешњ 

ноктасы без эзлђгђн М ноктасы 

була. 

 

 

{ }
1
, ,R A A EҐ=  очрагында аффинча бериш координаталар дип 

аталган координаталар да кертђ алабыз. 

{ }афф
А

1 1.
,R A E= -
uuur

 аффинча репер кертђбез. 
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Рђсемнђн књренгђнчђ, 1 2( , )M x x  булса џђм базис вектор итеп 

1
e A E=

uuurr
 дип алсак:  М=М(x).    (4)  

1 2
A M x e= Ч
uuuur r

 

 

 

 

 

 

 

 

Рәсемнән күренгәнчә, d  

турысын-дагы нокталар икенче 

координа-талары белән генә 

аерылачаклар. Ноктаның 

координаталары нольгә тигез 

булмаган санга тапкырлау 

төгәллеге белән бирелгәнгә: 
2

1

x
x

x
=  

  

Лђкин безнең x саны М ноктасының 
афф

R  реперындагы коорди-

натасы булып тора: M(x). 

Димђк, без бу R џђм 
афф

R  реперларын њзара бђйлђдек. 

Аффинча координаталар системасы киңђйтелгђн турыдагы 

реперның бер тњбђсе њзбулмаган нокта булганда килеп чыга. 

Соңгы мисалны аффинча координаталар системасы кертеп чишик. 

 

 

 

Моның өчен 

1) Аффинча репер кертик 

{ }афф 1 1

1

,R A A E

e A E

=

=

uuur

uuurr
  

 

2) 
2

1

1
.

2

x
x

x
= =  

1
( )

2
M  ноктасын төзњ өчен 

1
A M x e= Ч
uuuur r

 векторын 

төзик. 

3) Бу векторның очы d
v

да ята џђм ул без эзлђгђн М ноктасы була. 

 

Киңђйтелгђн яссылык моделе 

 

3
E тђ P  киңђйтелгђн яссылыгы 

карыйк. Бу очракта без 
3

V векторча 

рострвнствосын О ноктасыннан 

чыккан барлык векторлар књплеге 

белђн тиңдђшлђштерђбез. 

3
V тђ { }

1 2 3
, ,e e e

r r r
 базисы алабыз. 

M 1A  

O 

1e  
2e  

A  

Е d  

2

1

2
e  

A  

1A  

O 

1e


 

2e


 

Е 

d  

М 

2ex


 

211 exe



1A  
3A  

2A  

E  

O 
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Нђкъ алдагыча, ( ) .m Mp =
r

 

 

 

( ) , 1,2, 3.e Aa ap a= =
r

 

 

Әгђр дђфтђр битен киңђйтелгђн яссылык итеп карасак тњбђндђге 

рђсем килеп чыга. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Шушы киңђйтелгђн яссылыкта 

М ноктасын төзњ өчен 

1 2 3 1

2 1 3 2

3 1 2 3

{ , , }

{ , , }

{ , , }

R A A E

R A A E

R A A E

=

=

=

 

реперларының телђсђ 

кайсы икесендђ тиңдђшле 

рђвештђ 
2 3 1 3 1 2

1 2 3
( , ), ( , ), ( , )M x x M x x M x x  

нокталарының координаталарын табып, М ноктасын тњбђндђгечђ 

төзеп була: 

1 1 2 2

2 2 3 3

1 1 3 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

M M A M A

M M A M A

M M A M A

мп =ппппп =н
ппп =пппо

I

I

I

 , ђ 

1 2 3 1

2 1 3 2

3 1 2 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

E A A A E

E A A A E

E A A A E

мп =ппппп =н
ппп =пппо

I

I

I

 

Димђк, М ноктасын төзњ өчен бу ноктаның ике проекциясен 

төзњ җитђ. 

Берничђ мисал карап китик. 

Мисал1. Киңђйтелгђн p  яссылыгында бирелгђн 

1 2 3
{ , , , }R A A A E=  реперында М(3, -2, 1) ноктасын төзергђ. 

1)  
3

E  ноктасын төзибез: 
3 1 2 3

( ) ( )E A A A E= I  

2)  
3 1 2 3
( , , )R A A E  реперында 

3
(3, 2)M -  ноктасын төзибез: 

3)   Аның өчен ирекле 
1 1 2

( )O A AП  алабыз џђм 
1 1

( ),O A  

1 2 1
( ),( )O A O E  турылары  њткђрђбез. 

3
( )OE  турысында бер 

0
e
r

 век-

торы алабыз џђм аны ике 
1

e
r

 џђм 
2

e
r

 векторына таркатабыз. 

1A  

3A  

2A  

Е 

3E  

1 2 3

1 2 3

1 2 3( , , ).

m x e x e x e

M M x x x

= + +

=

r r r r
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1 2
3 2m e e= -

r r r
векторын тљзибез. m

r
 векторы белђн тудырылган 

туры белђн 
1 2

( )A A  турысының кисешњ ноктасы без эзлђгђн 
3

M  

ноктасы була. 

4)  
2

E  ноктасын төзибез: 
2 1 3 2

( ) ( )E A A A E= I  

5)  
2 1 3 2
( , , )R A A E  реперында 

2
(3,1)M  ноктасын аналогик рђвештђ 

төзибез. 

6)  
2 2 3 3

( ) ( )M M A M A= I  табабыз. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Мисал2. Киңђйтелгђн p  

яссылыгында бирелгђн 

 
1 2 3

{ , , , }R A A A EҐ=  

реперында N(2,0,-1) ноктасын 

төзергђ. 

Чишү: 

1) 
2

E  ноктасын төзибез:  

2 1 3 2
( ) ( )E A A A EҐ= I  

2) 
2 1 3 2
( , , )R A A E  реперында  

2
(2, 1)N -  ноктасын төзибез. 

3) 
2

N N=  (чөнки икенче коор-дината нульгђ тигез). 

Мисал3: Киңђйтелгђн p  яссылыгында бирелгђн 

1 2 3
{ , , , }R A A A E

Ґ
=  реперында m(3, -2, -1) турысын төзергђ. 

O2 

13e

О1 

Е3 

Е 

А2 А1 

А3 

22е
2e

m 1e
0e

M3 

E2 

M2 

M 

1A

 

2A  

3A

 

E

 

2E

 

O 0e

 

1e  

2e

 

12e

 

2e

 

m
 

2N N  
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Турының тигезлђмђсеннђн чыгып аның ике M џђм N 

нокталарын табыйк. 

 
1 2 3

1 32

3 2 0
1) ( )

0

(1, 0, 3)

x x x
A A m

x

N

Ґ

м - - =ппп
н
п =ппо

I
 

1 2 3

1 23

3 2 0
( )

0

(2, 3, 0)

x x x
A A m

x

M

Ґ

м - - =ппп
н
п =ппо

I
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 1 3 2
( , , )R A A E

Ґ
=  реперында 

2
2
(1, 3) ,

R
N N=  

3 1 2 3
( , , )R A A E

Ґ
=  реперында 

3
3
(2, 3)

R
M M= . 

2) 
1 3

( )A A
Ґ

 турысы сызабыз џђм анда 

2 1 3 2
( ) ( )E A A A E

Ґ
= I төзибез. 

3)  
2 1 3 2
( , , )R A A E

Ґ
 реперында 

2
(1, 3)N N=  ноктасын төзибез. 

4) 
1 2

( )A A
Ґ

 турысы сызабыз џђм анда 

3 1 2 3
( ) ( )E A A A EҐҐ

= I төзибез. 

5)  
3 1 2 3
( , , )R A A E

Ґ
 реперында 

2
(2, 3)M M=  ноктасын төзибез. 

6)  (MN ) турысы без эзлђгђн m турысы була. 

 

1A   E  

2A  
3A  

2E  

0e  
1e  

2e  

23e  
m  N 

3E  
0e  

1e  

2e  

23e  

12e  

m  
M 

O2 

O1 
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Проектив яссылыкта проектив туры тигезлђмђсе 

 

Проектив П  яссылыгын карыйк. R реперы бирелсен: 

1 2 3
{ , , , }R A A A E=  

Шушы реперда m турысын карыйк. Бу турыны билгелђњ өчен 

аның ике ноктасын билгелђњ җитђ. 
1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2

( , , ) ,

( , , ) .

M x x x m

M x x x m

О

О
 

Бу турыны тудыручы ике вектор табып була. 

1 1 2 2
( ) , ( )f m M f m M= =

r r
 

Проектив R реперы белђн яраклаштырылган { }
1 2 3
, ,e e e

r r r
 

базисында 
1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2

{ , , },

{ , , }

m x x x

m x x x

=

=

r

r  була. 

Хђзер шул m турысында ятучы ирекле М ноктасын карасак 
1 2 3( , , )M x x x mО , аны тудыручы m

r
 векторы бар 
1 2 3{ , , }m x x x=

r
 

1 2
, ,M m m m mО «

r r r
 векторлары њзара компланар була. 

Векторлар компланар була, ђгђр аларның координаталарыннан 

төзелгђн билгелђгеч нульгђ тигез булса. 
1 2 3

1 2 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

0

x x x

x x x

x x x

= .                                     (5)  

Димђк, бу m проектив турысының тигезлђмђсе була. Бу 

билгелђгчне беренче юл элементлары буенча таркатабыз 
1 2 3

1 2 3
0x a x a x a+ + =                                 (6)  

Проектив туры тигезлђмђсе сызыкча бериш тигезлђмђ булып 

тора. Џђм киресенчђ, ђгђр проектив R реперында ниндидер бериш 

тигезлђмђ (6) формасында бирелсђ, бу тигезлђмђне канђгать-

лђндергђн барлык 1 2 3( , , )M x x x  нокталар књплеге ниндидер турыны 

билгели. 

Чынлап та, ђгђр (6) тигезлђмђсе бирелсђ, бу тигезлђмђне 

канђгатьлђндергђн 
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2 1

3 1

( , , 0)

( , 0, )

A a a

B a a

-

-
 нокталары алсак, 

1 2 3

2 1

3 1

0 0.

0

x x x

a a

a a

- =

-

                                      (7)  

Димђк, (6) тигезлђмђсе (АВ) турысын билгели. (АВ) турысы 

тигезлђмђсен (7) тигезлђмђсе билгели. (6) тигезлђмђсенең 
1 2 3
, ,a a a  

тђртиплђштерелгђн коэффициентлары 
1 2 3

{ , , }m a a a=  турысының 

координаталары дип атала. 

 

Мисал 1: 
1 2

( )A A  турысы тигезлђмђсен табыйк. 
1 2
(1, 0, 0), (0,1, 0)A A  

1 2 3

31 0 0 0

0 1 0

x x x

x= =  

Димђк, 
1 2

( )A A  турысы тигезлђмђсе 3 0x = . 

 

Мисал 2: М(2, -1, 3), N(4, 0, -2) нокталары аша узучы туры 

тигезлђмђсен табарга. 
1 2 3

1 2 3 2 1 2 32 1 3 2 12 4 4 2 16 4 0.

4 0 2

x x x

x x x x x x x- = + + + = + + =

-

 

Димђк, (МN ) турысы тигезлђмђсе 1 2 38 2 0.x x x+ + =  

 

Мисал 3: m(2, -1, 1) џђм n(1, 3, -2) турыларының кисешњ 

ноктасын табарга. 

Чишњ: 

Тњбђндђге системаны чишђргђ кирђк: 
1 2 3

1 2 3

2 0

3 2 0

x x x

x x x

м + + =ппп
н
п + - =ппо

 

Системаны чишеп (-1, 5, 7) чишелешен табабыз. Моннан 

књренгђнчђ, кисешњ ноктасы Т(-1, 5, 7). 
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Яссылыктагы џђм турыдагы нокта координаталарын 

њзгђртњ 

 

П  проектив яссылыгында ике проектив репер карыйк: 

1 2 3
{ , , , }R A A A E= , 

1 2 3
{ , , , }R A A A Eў ў ў ў ў= . 

R ў реперы тњбђлђренең һәм берәмлек ноктасының R 

реперындагы координаталары бирелгђн: 

1 11 21 31

2 12 22 32

3 13 23 33

10 20 30

( , , );

( , , );

( , , );

( , , ).

A a a a

A a a a

A a a a

E a a a

ў

ў

ў

ў

 

Бу нокталарның координаталарыннан матрица төзибез: 

11 12 13 10

21 22 23 20

31 32 33 30

a a a a

C a a a a

a a a a

ж цчз чз чз чз ч= з чз ччз чз чз чзи шч

 

С матрицасы R реперыннан R ў реперына књчњ матрицасы 

дип атала. 

R ў реперын тудыручы базис { }01 2 3
, , ,e e e eў ў ў ў

r r r r
, R реперын тудыручы 

базис { }01 2 3
, , ,e e e e

r r r r
. 

С матрицасына кергђн квадрат матрица 
i i

e eў®
r r

 базисына књчњ 

матрицасы булып тора. 

Димђк, бу очракта тњбђндђгелђр килеп чыга: 

1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

0 10 1 20 2 30 3

e a e a e a e

e a e a e a e

e a e a e a e

e a e a e a e

м ў= + +ппппп ў= + +пппн
п ў= + +пппп ў= + +пппо

r r r r

r r r r

r r r r

r r r r

 

R ў реперы яраклаштырылган булсын өчен 

0

0 1 2 3

( )

( ) ( )

i i
f e A

f e E

e e e e

мп ў ў=ппппп ў ў* =н
пппп ў ў ў ў= + +ппо

r

(r

)r r r r

, ягъни (*) шарты њтђлсен өчен тњбђндђге 

шарт њтђлергђ тиеш: 
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11 12 13 1 21 22 23 2 31 32 33 3 10 1

20 2 30 3

11 12 13 10

21 22 23 20

31 32 33 30

( ) ( ) ( )

0.

a a a e a a a e a a a e a e

a e a e

a a a a

a a a a

a a a a

+ + + + + + + + - -

- - =

мп + + =пппп + + =н
ппп + + =ппо

r r r r

r r
 

Димђк, С матрицасының беренче өч баганасының суммасы 

дњртенче багананы китереп чыгара. Бу – яраклаштыру өчен шарт 

булып тора. 

Мисаллар чишкђндђ базис яңа репер белђн яраклаштырылган 

булсын өчен беренче багананы 
1

k , икенчесен 
2

k , өченчесен 
3

k кђ 

тапкырларга кирђк. 
1 2 3
, ,k k k  коэффициентларына тњбђндђге 

тигезлђмђлђр килеп чыга: 

1 11 2 12 3 13 10

1 21 2 22 3 23 20

1 31 2 32 3 33 30

k a k a k a a

k a k a k a a

k a k a k a a

мп + + =пппп + + =н
ппп + + =ппо

 

Бу тигезлђмђлђр системасының чишелеше џђрвакыт бар, чөнки 

башкача 0D =  булса, { }
i

e
r

 базис векторларының сызыкча бәйле 

булуына китерер иде. 
1 2 3
, ,k k k  коэффициентларын тњбђндђгечђ 

табалар: 

1 2 3

1 2 3
; ; .k k k

D D D
= = =

D D D
 

11 12 13 10 12 13

21 22 23 1 20 22 23

31 32 33 30 32 33

11 10 13 11 12 10

2 21 20 23 3 21 22 20

31 30 33 31 32 30

, ,

, .

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

D = D =

D = D =

 

Яраклаштырылган књчњ матрицасын С матрицасының 

юлларын 
1 2 3
, ,k k k  коэффициентларына тапкырлап табабыз. 

Әгђр ирекле X санының R џђм R ў реперындагы 

координаталары 1 2 3( , , )x x x  џђм 1 2 3( , , )x x xў ў ў  булса, алар 

тњбђндђгечђ бђйлђнгђн була: 
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1 1

11 12 13

2 2

21 22 23

3 3
31 32 33

,

x xa a a

x a a a x

a a ax x

r

ж ц ж цў ж цч чз зчч чзз зчч чзз зчч чзз зчч чзўз зЧ = Ччч чзз зчч чз чч чз зчч з чз зчч чзз зчзў чч чи шзз зч чз зч чи ш и шз з

 

r - ниндидер сан. 

Ирекле проектив туры өчен књчњ матрицасы карасак, 

{ }
1 2
, ,R A A E= , { }

1 2
, ,R A A Eў ў ў ў=  џђм 

1 11 21
( , ),A a aў  

2 12 22
( , ),A a aў  

10 20
( , )E a a  бирелсђ, 

11 12 10

21 22 20

,
a a a

C
a a a

ж цчз ч= з чз ччзи ш
 монда беренче ике багананың суммасы 

өченче багананы бирергђ тиеш. 

 

Берничђ мисал карап китик. 

 

Мисал 1: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1) нокталарын 

тиңдђшле рђвештђ (2, 4, 8),  (2, -1, 2), (3, 2, 5), (2, 5, 7) нокталарына 

књчерђ торган, яссылыктагы проектив њзгђртњ формуласын 

язарга. 

Чишњ:  

1 1

2 2

3 3

(1, 0, 0) (2, 4, 8)

(0,1, 0) (2, 1, 2)

(0, 0,1) (3, 2, 5)

A A

A A

A A

ў®

ў® -

ў®
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1,1,1) (2, 5, 7)

2 2 3 2

4 1 2 5

8 2 5 7

2 2 3 2

4 1 2 5

8 2 5 7

2 2 3

4 1 2 10 24 32 24 8 40 22

8 2 5

E E

C

k k k

k k k

k k k

ў®

ж цчз чз чз чз ч= -з чз ччз чз чз чз чи шз

мп + + =пппп - + =н
ппп + + =ппо

D = - = - + + + - - =

 

1

2

3

2 2 3

5 1 2 10 30 28 21 8 50 11

7 2 5

2 2 3

4 5 7 50 84 32 120 28 40 22

8 7 5

2 2 2

4 1 5 14 16 80 16 56 20 22

8 2 7

D = - = - + + + - - =

D = = + + - - - = -

D = - = - + + + - - =

 

1

1

11 1

22 2
k

D
= = =

D
 2

2

22
1

22
k

D -
= = = -

D
 3

3

22
1

22
k

D
= = =

D
 

1

1 1 11 2 12 3 13

2

2 1 21 2 22 3 23

3

1 31 2 32 3 333

xx k a k a k a

x k a k a k a x

k a k a k ax x

r

ж цж ц ж цў чч зз чз чч зз чз чч ч зз з чч ч зз чч з чў ззЧ = Ч чч з ч зз чч з ч чзчз чз чч зз чз чч зз чзў ч чч зч з ччзз зи шз ччи ш и шзз
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Җавап: 

1 2 3

1

1 2 3

2

1 2 3

3

2 3

2 2

4 2 5

x x x x

x x x x

x x x x

r

r

r

мп ўЧ = - +ппппп ўЧ = + +н
ппп ўЧ = - +пппо

 

 

Икетөрлелек принцибы 

 

Проектив яссылыкта ноктаның џђм турының бер-берсенђ 

керњлђрен без нокта турыда ята яки туры нокта аша њтђ дигђн 

җөмлђлђр белђн билгели идек. 

Проектив П  яссылыгында турылар књплеген Пў дип алыйк 

џђм берђр R реперы алып П П:j ў®  чагылдыруын карыйк. 

Бу чагылдыру џђрбер 
1 2 3

( , , )M a a a  ноктасына шул ук коорди-

наталы турыны куя: 

1 2 3 1 2 3
: ( , , ) ( , , ).M a a a m a a aj ®  

Бу чагылдыру биекция булып тора. 

А џђм В нокталары алсак ( )A B№ , аларның координаталары 

пропорциональ тњгел. Аларга туры килгђн турылар да төрле була. 

Димђк, j - инъекция була. 

1 2 3
( , , )d a a a"  турысына j чагылдыруында 

1 2 3
( , , )D a a a  ноктасы 

табып була. Димђк, j -  сюръекция дђ булып тора. Шулай булгач, 

1j -  не бердђнбер итеп табып була. Димђк, 1,j j - -  биекция 

булалар. 

j џђм 1j - чагылдыруларында нокталар џђм турыларның бер-

берсенђ керњлђре саклана. 

Чынлап та, ђгђр A dО  џђм ( )A aj =  булса, 1( )d Dj - =  дип 

билгелђсђк, D aО . 

Әгђр 
1 2 3 1 2 3

( , , ), ( , , ),A a a a d d d d A dО  булса, 
1 1 2 2 3 3

a d a d a d+ + =  0.=  

Димђк, 
1 2 3 1 2 3

( , , ), ( , , ) .a a a a D d d d D a® О  

Әгђр өч нокта бер турыга керсђлђр, аларның сурђтлђре бер 

турылар бђйлђменђ керђ 

, , , ( ) , ( ) , ( )A B C d A a B b C cj j jў ў ўО = = =  булса, 

1( ) .D d D dj -ў ў ў= ® О  
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, .D b D cў ў ў ўО О  Алда исбатланганнан килеп чыга: Dў-  турылар 

бђйлђменең њзђге. 

j -  биекция булганга, j  чагылдыруында турының сурђте 

булып турылар бђйлђме тора. 

 

Икетөрлелек принцибы: Әгђр яссылыктагы турының нокта-

лары џђм аларның бер-берсенђ керњлђре турындагы ниндидер 

D җөмлђсе дөрес булса, шулай ук D җөмлђсендђге нокта сњзен 

туры сњзенђ, туры сњзен нокта сњзенђ алыштырудан килеп 

чыккан D га карата икетөрле дип аталган *D  жөмлђсе дђ дөрес 

була. 

 

Мисаллар карап китик: 

Мисал 1:  

D : “Телђсђ нинди ике А џђм В нокталары өчен, бу нокталарга 

кергђн бердђнбер а турысы бар”. 
*D : “Телђсђ нинди ике а џђм b турылары өчен, бу турыларга 

кергђн бердђнбер А ноктасы бар”. 

Мисал 2:  
D : “Џђрбер турының чиксез књп нокталары бар”. 

*D : “ Џђрбер нокта аша чиксез књп туры њтђ”. 

Мисал 3:  

D : “Бер турыга кергђн ким дигђндђ өч нокта табып була”. 
*D : “Бер нокта аша њтњче ким дигђндђ өч туры табып була”. 

Мисал 4:  

D : “Бер турыга кермђгђн ким дигђндђ өч нокта табып була”. 
*D :“Бер нокта аша њтмђгђн ким дигђндђ өч туры табып була”. 

 

Дезарг теоремасы 

 

Бер турыда ятмаган өч нокта џђм бу нокталарны тоташтыручы 

өч туры карыйк. Килеп чыккан фигура өчтњбђлек дип атала. 

Нокталар – өчтњбђлекнең тњбђлђре дип, турылар – өчтњбђлекнең 

яклары дип атала. 

Љчтњбђлек тњбђндђгечђ билгелђнђ: АВС. 

Проектив яссылыкта ике ABC џђм A B Cў ў ў өчтњбђлеклђрен 

карыйк. А џђм Aў, В џђм B ў, С џђм C ўтњбђлђрен – бер-берсенђ 

туры килгђн тњбђлђр дип атыйк. Шулай ук AB  џђм A Bў ў, BC  џђм 
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B Cў ў, CA  џђм C Aў ўякларын да бер-берсенђ туры килгђн яклар дип 

атыйк. Бу очракта тњбђндђге теорема дөрес: 

Теорема: Әгђр ике өчтњбђлекнең бер-берсенђ туры килгђн 

тњбђлђрен тоташтыручы турылар бер ноктада кисешсђлђр, бер-

берсенђ туры килгђн якларның кисешњ нокталары бер турыда 

ята. , ,AA BB CCў ў ў турылары О ноктасында кисешсен. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , .

M BC B C

N AC A C

P AB A B

M P N d

ў ў=

ў ў=

ў ў=

О

I

I

I
 

Љчтњбђлеклђр төрле 

яссылыкларда ятсалар да 

теорема дөрес була. 

Икетөрлелек принцибын 

кулланып Дезарг 

теоремасына кире теорема 

языйк: 

Кире теорема:  

Әгђр ике өчтњбђлек-нең тиңдђш яклары кисешкђн нокталар бер 

турыда ятсалар, бу өчтњбђлекнең тиң-дђш тњбђлђре аша њтњче 

турылар бер ноктада кисешђлђр. 

 

Дезарг теоремасына карата берничђ мисал карап китик: 

Мисал 1: Чикле сызымда А ноктасы џђм сызымнан читтђ 

кисешњче p џђм q турылары бирелгђн. p џђм  q турыларының 

кисешњ ноктасы Р. (АР) турысының сызымга кергђн өлешен 

сызарга. 

Моның өчен: 

1) А ноктасыннан p џђм  q турыларына ирекле нурлар төшерик 

џђм аларның p џђм  q турылары белђн кисешњ нокталарын Е џђм 

E ў дип билгелик; 

 

А 

В 

С 

A  
B  

C  
О 

N 

M 

P 
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2) p турысын Е тњбђсен џђм 

[AE) нурын кулланып ирекле EFQ  

өчтњбђлеге төзик; 

3)  ( )EE ў  турысы њткђрик џђм 

бу турыда ирекле О ноктасы 

алыйк; 

4) (ОЕ), (ОF), (OQ) турылары 

њткђрик; 

5) ( )OQ q Qў=I  дип алыйк џђм 

(ОF) турысында ирекле F ў 

ноктасы алыйк. E F Qў ў ў өчтњбђ-

леге төзелде; 

6) Бу ике EFQ џђм E F Qў ў ў 

өчтњбђлеклђренең  бер-берсенђ туры килгђн тњбђлђрен 

тоташтыручы турылар бер О ноктасында кисешђлђр. Димђк, 

Дезарг теоремасы буенча, бер-берсенђ туры килгђн яклар  

кисешкђн нокталар  бер турыда яталар. ( ) ( ) .FQ F Q Bў ў =I  

7) (АВ) турысын њткђрик. Дезарг теоремасы буенча, Р ноктасы 

(АВ) урысында ятачак. Димђк, (АВ) турысы – без эзлђгђн туры. 

Мисал 2: m турысы џђм аңа кермђгђн А џђм В нокталары 

бирелгђн. АВ турысын њткђрмичђ генђ, линейка гына кулланып, 

АВ џђм m турыларының кисешњ ноктасын төзергђ. 

Моның өчен: 

1)  Ирекле О ноктасы алыйк џђм [OA), [OB) нурлары њткђреп 

аларның m турысы белђн кисешњ нокталарын тиңдђшле рђвештђ 

Aў џђм B ў дип билгелик; 

A 

 p 

q 

E 

E  

F 

Q 

O 

Q  

F   

B 

m 

O 

A 
B 

A

 B  

C 

C  

M N 

Р 
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2)  О ноктасыннан  тагын берирекле нур њткђрик џђм анда С 

џђм C ў нокталарын билгелик; 

3)  АВС џђм A B Cў ў ў өчтњбђлеклђренең бер-берсенђ туры килгђн 

тњбђлђрен тоташтыручы турылар бер О ноктасында кисешђлђр. 

Димђк, Дезарг теоремасы буенча, бер-берсенђ туры килгђн яклар 

кисешкђн нокталар бер турыда яталар ( ) ( )AC A C Mў ў =I  џђм 

( ) ( )CB C B Nў ў =I  нокталарын табыйк; 

4)  ( )MN m P=I  ноктасын төзик. 

Р – без эзлђгђн нокта була , чөнки ( ) ( ).AB m P MN= ОI  

 

Турыдагы дњрт ноктаның катлаулы чагыштырмасы 

 

Дњрт нокта карыйк. А, В, С – төрле нокталар. D – A белђн туры 

килми. Бу турыда R(A, B, C) реперын карыйк. Әлеге реперда D ның 

координаталары 1 2( , )D x x  булсын. 

2 0.D A x№ Ю №  
1

2

x

x
 саны А, В, С, D нокталарының катлаулы 

чагыштырмасы  дип атала џђм  (АВ, СD) дип языла. 

 

Теорема 1: Әгђр А, В, С – турының төрле нокталары , ђ l -  

телђсђ нинди реаль сан булса, ( , )AB CX l=  тигезлђмђсен 

канђгатьлђндергђн, бу турыда ятучы бердђнбер X ноктасын 

табып була. 

Бу теоремадан ( , ) ( , )AB CD AB CD D Dў ў= Ю =  килеп чыга. 

 

Теорема 2: Әгђр А, В, С, D нокталары бер турыда ятсалар 

џђм аларның 
1 2

( , , )R A A E  реперындагы координаталары 
1 2

1 2

1 2

1 2

( , )

( , )

( , )

( , )

A a a

B b b

C c c

D d d

 булса, ( ),A D№  
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( )

a a b b

c c d d
A B CD

b b a a

c c d d

Ч

= *

Ч

 

 

Катлаулы чагыштырма өчен тњбђндђге њзлеклђр њтђлђ:  

 
0

0

1 .( , ) ( , ).

1 1
2 .( , ) ; ( , ) ,

( , ) ( , )

AB CD CD AB

AB CD AB CD
AB DC BA CD

=

= =
 

(ђгђр ( , ) 0AB CD №  булса.) 
0

0

0

3 .( , ) ( , ).

4 .( , ) 1; ( , ) 0.

5 .( , ) ( , ) 1.

AB CD BA DC

AB CC AB CB

AB CD AC BD

=

= =

+ =

 

 

Билгелђмђ: А, В, С, D – турының дњрт ноктасы џђм 

( , ) 0AB CD <  булса, А, В нокталары С, D нокталарын бњлђ дип 

ђйтђлђр. Ә инде ( , ) 0AB CD >  булса, бњлми дип ђйтђлђр. 

 

Теорема 3: (Турыдагы дњрт ноктаның катлаулы чагыштыр-

масының геометрик мђгънђсе): 

Әгђр А, В, С, D киңђйтелгђн турының  њз нокталары булып, 

PҐ -  њз булмаган ноктасы булса, ( , ) ( , ) (2)AB CP AB CҐ = -  

формулалары дөрес. (монда 

( , )AB C - өч ноктаның гади чагыш-

тырмасы) 

Проектив яссылыкта ике g  џђм 

gўтурылары карыйк. Бу турыларда  

ятмаган О ноктасы алыйк. g ның 

ирекле М ноктасы өчен gўтагы 

M ўноктасын билгелик. 

О 

g  

g   

М 

M   

( , )
( , ) (1),

( , )

AB C
AB CD

AB D
=



27 

 

( )M OM gў ў= I  

M ў ноктасы М ноктасының О њзђгеннђн проекциясе дип 

атала. 

 

 

 

Теорема 4:  

, , ,A B C D gО , 

, , ,A B C D gў ў ў ў ўО  булсын. 

, , ,A B C Dў ў ў ў тиңдђшле 

рђвештђ А, В, С, D нокта-

ларының О њзђгеннђн gўка 

проекциялђре. 

Бу очракта ( , )AB CD =  

( , ).A B C Dў ў ў ў=  

 

Дњрт ноктаның катлаулы чагыштырмасына берничђ мисал 

карап китик: 

Мисал 1: А(1, 0, 1), В(1, 1, 

3), С(2, 1, 4), D(0,1, 2).  

(AB,CD) – ? 

 

A, B, C, D нокталарын 
3

A  

тђн 
1 2

A A гђ проекция-либез. Ул 

вакытта  

3

(1, 0)
R

A Aў®  

3

3

3

3 1 2 3

(1, 1)

(2, 1)

(0, 1)

{ , , }.

R

R

R

B B

C C

D D

R A A E

ў®

ў®

ў®

=

 

О 

A B C D 

A  
B  C  

D  

g  

g   

О 

A B C D 

A  
B  C  

D  
1 2( )A A  

1 0 1 1

2 1 0 1 1 1
( , ) 1

1 0 1 1 1 ( 1)

0 1 2 1

A B C D

Ч
Ч

ў ў ў ў = = = -
Ч-

Ч
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Алдагы теорема буенча, ( , ) ( , ).AB CD A B C Dў ў ў ў=  

(АВ, СD) = -1. Димђк, бу нокталар – гармоник нокталар була. 

Мисал 2: А(1, 2, -2), В(3, 4, -2), С(2, 3, -2), (АВ, СD) = 2.  

D ноктасын табарга. 

Чишњ:  1 2 3( , , )D d d d  
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , )

a a b b

c c d d
A B CD

b b a a

c c d d

Ч

=

Ч

 

( , ) ( , ) ( , ) 2AB CD A B C D A B C Dў ў ў ў ўў ўў ўў ўў= = = , кайда , , ,A B C Dў ў ў ў һәм 

, , ,A B C Dўў ўў ўў ўў бирелгән , , ,A B C D  нокталарының тиңдәшле рәвештә 

А А
1 2

( )  һәм А А
2 3

( )  координат турыларына проекцияләре. 

1 2
2 1

2 1

1 2

3 41 2

2 3 ( 1) (3 4 )
( , ) ( , ) 2.

1 23 4 1 ( 2 )

2 3

d d d d
A B C D AB CD

d d

d d

Ч
- Ч -

ў ў ў ў = = = =
Ч -

Ч

 

2 1 2 1 1 23 4 2 4 8 5d d d d d d- + = - Ю =  

2 3
3 2

3 2

2 3

4 22 2

3 2 2(4 2 )
( , ) 2.

2 24 2 2(2 )

3 2

d d d d
A B C D

d d

d d

--
Ч

+
ўў ўў ўў ўў = = =

-- - +
Ч

-

 

3 2 3 24 2 4 4d d d d+ = - -  
3 24 3 0d d+ =  

1 2
1 2 1 2

3 2
3 2 3 2

55
8 5

88
34 3 0 4 3 0
4

d dd d d d

d d d d d d

м мп пп п =м =п п = пп п пп п пЮ Ю Юн н н
п п п+ =п п п+ = = -по п пп ппопо

 

2 8d =  булсын 1 35, 6d dЮ = = -  

Димђк, D(5, 8, -6). 

 

Мисал 3: А, В, С нокталарының бер турыда ятуларын ачыклап, 

(BA,CD), (BA, DC), (AC, BD), (BD, CA) ны табыгыз, ђгђр A(-1, 2, 1), 

B(1, 1, 2), C(2, -1, 1), D(-1, 5, 4) булса. 
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Чишњ: 
3 1 2 3
( , , )R A A E  реперында А(-1, 2), В(1, 1), С(2, -1), D(-1, 5) 

 

1 2 2 1

1 1 1 5 3 9
( , ) 3.

2 1 1 2 3 ( 3)

1 1 1 5

A B CD

- -
Ч

- - Ч
= = =

- - Ч-
Ч

-

 

1 1
( , ) ( , )

( , ) 3
BD CA CA BD

AC BD
= = = , 

1 1
( , )

( , ) 2
BA CD

AB CD
= = - ,  

( , ) ( , ) 2.BA DC AB CD= = - , 

 

Дүрт турының катлаулы чагыштырмасы 

 

Алда карап киткђн Теорема 4 тђн тњбђндђгелђр килеп чыга: О 

ноктасы аша њтњче турылар бђйлђме џђм бу турылар бђйлђмен 

кисњче g турысы бирелсђ, бу a, b, c, d турыларын нинди генђ g  

турысы белђн кистермик, килеп 

чыккан нокталарның катлаулы 

чагыштырмасы бер њк була џђм 

(AB, CD ) =(ab, cd) – турыларның 

катлаулы чагыштырмасы дип 

атала. Бу икетөрлелек принцибынан 

да килеп чыга. 

Теорема 5: Әгђр яссылыкта 

ниндидер бер реперда ике Р џђм Q 

нокталары аша њтњче турының параметрик тигезлђмђсе  

бирелсђ, 1 2 3

1 2 3
( , , , ), ( , , ),R A A A E Q q q q  

1 2 3( , , )P p p p  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x p q

x p q

x p q

l m

l m

l m

мп = +ппппп = + -н
ппп = +пппо

 параметрик 

тигезлђмђ. 

m p ql m= +
r r r

 

1 1 1 2 2 2
( , ), ( , )M Ml m l m  (RQ) турысында 

ятучы ирекле ике нокта булсалар, 

О 

A

 

B

 

C

 

D

 

 

g 

 
а b 

c 
d 

P 

О 

p  

1 2 3( , , )m x x x  

q  

M 
Q 
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1 2

1 2

2 1

( , ) .PQ M M
ml

ml
=  

 

Дњрт турының катлаулы чагыштырмасына берничђ мисал 

карап китик. 

Мисал 1: a, b, c, d турыларының бер турылар бђйлђменђ 

кергђнлеген ачыклап, (ab, cd) ны табарга. а(6, 2, -5), b(2, 2, 1), 

 c(0, 1, 2), d(14, 1, -19). 

 

Чишњ:  

a, b, c турылары бер бәйләмгә керсә ситеманың чишелеше бар. Ә 

сызыкча бериш тигезләмәләр системаның, нольгә тигез булмаган, 

чишелеше булу өчен, төп билгеләгеч (яки транспанирланган 

билгеләгеч) нольгә тигез булырга тиеш: 

О
1

6 2 0

2 2 1 24 10 8 6 0 , , ( )

5 1 2

a b c

a b c e= - - - = Ю

-

 
бәйләменә керә. 

О
2

2 0 14

2 1 1 38 56 14 4 0 , , ( )

1 2 19

b c d

b c d e= - + - - = Ю

-

 бәйләменә керә. 

Әгәр О
1

( )e һәм О
2

( )e  төрле бәйләмнәр булса, 
1

b c O=I  һәм 

с
2

b c O b= Ю =I  булыр иде. Ә b c№ , димәк 
1 2

O O= , a, b, c, d – 

бер турылар бђйлђменђ керђ. 

Бу турыларны 
1

0x =  турысы белђн кистерсђк, 

1 2 3

1

: 6 2 5 0

0

a x x x

x

м + - =ппп
н
п =ппо

 

(0, 5, 2)Aў  ны табабыз.  

1 2 3

1 2 3

2 3

6 2 5 0

2 2 0

2 0

x x x

x x x

x x

мп + - =ппппп + + =н
ппп + =пппо
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Шулай ук (0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 19, 1)B C Dў ў ў- -  нокталарын 

табып була. 

 

(0, 2, 5), (0, 2, 1), (0, 1, 2), (0, 1, 19)

2 1 2 1

5 2 1 19 (4 5)( 38 1) 13
( , ) ( , ) .

2 1 2 1 ( 38 5)(4 1) 11

5 19 1 2

A B C D

ab cd A B C D

ў ў ў ў- -

Ч
- - + - -

ў ў ў ў= = = =
- + -

Ч
- -

 

Мисал 2: а(2, 1, 0), b(0, 1, 3), c(2, 0, -3) турылары бирелгђн. 

Аларның бер турылар бђйлђменђ керњен ачыклап, (ab, cd) =
1

3
-  

булырлык d турысын табарга. 

2 0 2

1 1 0 6 6 0

0 3 3

a b c

= - + =

-

 

Димђк, a, b, c – бер турылар бђйлђменђ керђ. 
1 2 3( , , )d d d d  булсын. 

1 2 3
( , , )R A A E  реперында 1 2(2, 1), (0, 1), (2, 0), ( , )A B C D d dў ў ў ў – a, b, c, d 

турыларың А А
1 2

( )  координат турысы белән кисешү нокталары. 

1 2
1

2 1

1 2

0 12 1

2 0 2( )
( , ) ( , )

2 10 1 2(2 )

2 0

d d d
ab cd A B C D

d d

d d

Ч
- -

ў ў ў ў= = = =
- -

Ч

 

1

2 1

1 2 1 1 2 1 2

1

2 3

3 2 4 2 2

d

d d

d d d d d d d

-
= = -

-

= - Ю = Ю =

 

2 3 1
( , , )R A A E  реперында 2 3(1, 0), (1, 3), (0, 3), ( , )A B C D d dў ў ў ў-  
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2 3
3 2

3

2 3

3 2

3

3 2 3 3 2

1 31 0

0 3 3( 3 )
( , ) ( , )

1 01 3 3

0 3

3 1

3

3 9 4 9

d d d d
ab cd A B C D

d

d d

d d

d

d d d d d

Ч
- - -

ў ў ў ў= = = =
-

Ч
-

-
= = -

- = - Ю =

 

2 4d =  булсын 3 19, 2d dЮ = =  

Димђк, d(2, 4, 9). 

 

Тулы дњрттњбђлек џђм аңа карата теорема 

 

(A B, C D) = -1 булса, A, B, C, D нокталары гармоник нокталар 

дип атала яки C, D нокталары A, B нокталарын гармоник рђвештђ 

бњлђ дип ђйтђлђр. 

Катлаулы чагыштырманың њзлеклђрен куллансак, 

( , ) 1

( , ) 1 ( , ) 1

( , ) 1

BA CD

AB CD AB DC

CD AB

= -

= - Ю = -

= -

 

Билгелђмђ: Тулы 

дњрттњбђлек дип яссылыкның 

гомуми торышлы дњрт 

ноктасыннан џђм аларны 

тоташтыручы алты турыдан 

торган фигура атала. 

Бу нокталарны A, B, C, D дип билгелђсђк, алар 

дњрттњбђлекнең тњбђлђре дип, ђ аларны тоташтыручы (AВ), 

(BС), (CD), (DА), (АС), (ВD) турылары дњрттњбђ-лекнең яклары 

дип атала. Гомуми тњбђлђре булмаган яклары њзара каршы яклар 

дип џђм каршы яклар кисешкђн нокталар диаго-наль нокталар дип 

атала. Ә инде диагональ нокталарны тоташтыручы турылар диаг-

ональлђр дип атала. 

Q, P, R – өч диагональ нокта. (QP), (RP), (QR) – өч диагональ туры. 

Лемма: Диагональ нокталар бер турыда ятмый. 

A 

B 

C 

D 

R 

P Q 
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Теорема (тулы дњрттњбђлек турында): Тулы дњрттњбђлекнең 

џђрбер диагоналендђге диагональ нокталар бу диагональнең өченче 

диагональ аша њтњче яклары белђн кисешњче ике ноктаны 

гармоник рђвештђ бњлђлђр. 

(PQ, MN) = -1 

(PQ, MN) = (AC, RN) (Теорема 4 тђн килеп чыга). 

Нђтиҗђ 1: 

(AC, RN) = -1. 

Димђк, тулы дњрттњбђлекнең бер ягында ятучы ике ноктасы 

диагональ ноктаны џђм бу як калган ике диагональ нокта аша 

њтњче диагональ белђн кисешкђн ноктаны гармоник рђвештђ 

бњлђ. 

Тулы дњрттњбђлеккђ кергђн турылар өчен дә  

((RM) (RN), (RP) (RQ)) = -1. 

Нђтиҗђ 2: Тулы дњрттњбђлекнең ике каршы ягы бу яклар 

кисешкђн нокта аша њтњче ике диагональне гармоник рђвештђ 

бњлђ. 

Тулы дњрттњбђлеккђ берничђ мисал карап китик: 

 

Мисал 1: Проектив турыда P, Q, M нокталары бирелгђн. Бу 

ноктага гармоник булган дњртенче Х ноктасын төзергђ. 

Моның өчен: 

1)  Р ноктасы аша ирекле бер туры њткђрик џђм анда А џђм В 

нокталары алыйк. 

2)  (QA), (QB), (АМ) турылары њткђрик. 

3)  ( ) ( )C MA QB= I
C MA QB ( ) ( )

 

A 

B 

C 

D 

R 

P M Q N 
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Р Q M X 

d

d 

А 

В 

C 

D 

4)  (РС) ны төзик. 

5)  ( ) ( ).D PC AQ= I  

6)  ABCD – тулы 

дњрттњ-бђлек. 

( ) .X BD d= I  

Тулы дњрттњбђлек 

ту-рындагы теорема 

буенча (PQ, XM) = –1 

џђм Х – без эзлђгђн 

нокта. 

 

Мисал 2: Ирекле ABCD трапециясе бирелгђн.  

( ) ( ).P AB CD= I  l  – P ноктасы аша њтњче (AD) га параллель туры. 

( )M l BD= I  џђм ( ).N l AC= I  Р ноктасының MN кисемтђсен 

урталай бњлњен исбатларга. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )AD l QҐ=I  

ABCD – тулы дњрттњбђлек. 

Тулы дњрттњбђлек турындагы теорема буенча ( , )PQ MNҐ =  

1.= -  Ә без белђбез, ђгђр P, M, N киңђйтелгђн турының үз нокта-

лары булып, Q – үз булмаган нокта булса,  ( , ) ( , )PQ MN MN PҐ = - . 

њз нокталары булып, Q – њз булмаган ноктасы булса, 

( , ) ( , )PQ MN MN P   . ( , ) 1MN P    → ( , ) 1MN P MN NP    

Шуны исбатларга кирђк иде дђ. 

 

 

A 

B C 

l  
N P M 

Q  

D 
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Проектив яссылыкта проектив њзгђртњлђр џђм проектив 

њзгђртњлђр группасы 

 

Билгелђмђ 1: Әгђр киңђйтелгђн яссылыкның ирекле 

турысының нокталары берђр туры нокталарына књчсђлђр џђм 

ирекле турыдагы дњрт ноктаның катлаулы чагыштырмасы 

сакланса, ђлеге њзгђртњ – проектив њзгђртњ дип атала. 

: ,f d d f   проектив њзгђртњ. 

1 2 3 4 1 2 3 4

( 1, 2, 3, 4)

( ) .

( , ) ( , ).

i

i i

M d i

f M M d

M M M M M M M M

  

  

   

 

Тривиаль њзгђртњ ноктаны њз-њзенђ књчерђ. 

Билгелђмђ 2: 1 2 3( , , , )R A A A E  џђм 1 2 3( , , , )R A A A E       проектив 

яссылыкның реперлары булсалар, шул яссылыкның ирекле М 

ноктасына R  реперындагы координаталары М ноктасының R  

реперындагы координаталарына тигез булган M   ноктасын куя 

торган f чагылдыруы проектив њзгђртњ дип атала. 

:

( ) ( )i i

R R

M пf M M

M x M x 

  


 

f њзгђртње бер турыда ятучы X, Y, Z  нокталарын бер турыда 

ятучы , ,X Y Z    нокталарына књчерђ, шул ук вакытта бу њзгђртњ 

турыдагы 4 ноктаның катлаулы чагыштырмасын саклый, чөнки 

: ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( ) .i i i i i i i i

R R R Rf A a B b C c D d A a B b C c D d   
     

Санау формулаларына куйсак, дњрт ноктаның катлаулы 

чагыштырмасы саклана икђнен књрђбез. Чөнки бу чагылдыру 

тулысынча нокталарның координаталары белђн билгелђнђ. 

Теорема: Әгђр 1f  џђм 2f  проектив њзгђртњлђре ниндидер g  

турысының өч А, В, С нокталарын g   турысының , ,A B C    

нокталарына књчерсђ 

1

2

: , , , ,

: , , , , ,

f A B C A B C g

f A B C A B C g

    

    
 

1f  џђм 2f  тђңгђл килђ. 

Теорема: 1 2 3 1 2 3( , , , ), ( , , , )R M M M E R M M M E      проектив 

яссылыкның ике реперы булса, R  ны R  ка књчерњче бердђнбер 

проектив њзгђртњ табып була џђм бу њзгђртњ белђн ирекле М 
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ноктасы, R  реперындагы координаталары шул ук булган M   

ноктасына књчђ. 

( ) ( )i i

R RM x M x 
   

Нђтиҗђ 1: Алдагы ике билгелђмђ эквивалент. 

Нђтиҗђ 2: Әгђр реперның тњбђлђре џђм берђмлекле 

нокталары – инвариант нокталар булсалар, бу проектив њзгђртњ 

бердђй њзгђртњ дип атала. 

 

Проектив њзгђртњнең кайбер њзлеклђре 

 
01 .  Бер турыда ятмаган 3 нокта, бер турыда ятмаган 3 ноктага књчђ. 
02 .  Ирекле репер реперга књчђ. 
03 .  Туры турыга књчђ. 
04 .  Турылар бђйлђме турылар бђйлђменђ књчђ. 

Бу язган характеристикалар проектив њзгђртњнең инвариант 

характеристикаларын билгели. Төп инвариант характеристика 

булып дњрт ноктаның катлаулы чагыштырмасы тора. 

 

Коллинеациялђр 

 

Икенче төрле проектив њзгђртњне коллинеация дип тђ 

атыйлар.  

Коллинеация тигезлђмђсе 

2 2: P P   – коллинеация џђм 2( ), 1, 2, 3, 0iR R E i P    яссы-

лыгының ниндидер проектив координаталар системасы (репер) 

булсын. 

R  реперында ирекле 1 2 3( , , )X x x x  ноктасының координаталары 

билгеле. ( )X X  1 2 3( , , )X x x x     ноктасының R  реперындагы 

координаталарын табарга кирђк. ( ),i iE E R   реперында X  ның 

координаталары  
1 2 3( , , )RX x x x 

  
1 2 3( , , )RX x x x     

Бер њк ноктаның төрле реперындагы координаталары њзара 

тњбђндђге формула белђн бђйлђнгђн: X PX  – коллинеация 

тигезлђмђсе. 

Монда Х – кире сурђтнең, X   – сурђтнең координаталары 

баганасы, Р – квадрат матрица,   – пропорциональлек коэффи-

циенты. 
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1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

x p x p x p x

x p x p x p x

x p x p x p x







    

    

    

 

Билгелђмђ: Киңђйтелгђн евклидча пространствода ике 

киңђйтелгђн евклидча яссылык 2 2,R R  џђм бу яссылыкларга кер-

мђњче S – (перспектива) њзђге бирелсђ, 

 2 2 2: ( )R R A R A SA R         чагылдыруы њзђк проек-

циялђњ яки перспектива дип атала. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Перспективаның њзлеклђре 
1.  Перспектив чагылдыру вакытында туры турыга чагылдырыла. 

2.  Коллинеар нокталарның катлаулы чагыштырмасы саклана. 

3.  Бђйлђмдђге турыларның катлаулы чагыштырмасы саклана. 

 

Берничђ мисал карап китик: 

Мисал 1:   коллинеациясенең тигезлђмђсе бирелгђн: 

1 1 2 2 2 3 3 22 , 3 , .x x x x x x x x           

Табарга: 1) А(3, 1, –2) ноктасының сурђтен; 2) ( 1, 2,1)B     

ноктасының кире сњрђтен; 3) (2, 0, 1)l   турысының сурђтен; 4) 

(1,1,1)m  турысының кире сњрђтен. 

Чишњ: 1) А ноктасының координаталарын   

чагылдыруындагы 1 2 3, ,x x x  урынына куябыз, 1 2 3, , 1, 5, 1x x x       

килеп чыга. 

Бу ( )A A   ноктасының координаталары: (1, 5, 1)A    

2)  В ноктасының координаталарын   чагылдыруы тигезлђмђ-

сендђге 1 2 3, ,x x x    урынына куеп чыгабыз. Табабыз: 

S 
 

A 
A

 2R

 

2R
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1 2

2 3

2

2

2 3

x x

x x

x







  

  
  

 

Бу системаны чишеп табабыз 
1 2 3: : 9 : 3: 1x x x  . Бу 1( )B B   

ноктамсының координаталары В(9, 3, 1). 

3)  l  турысында ике ирекле нокта алыйк, мђсђлђн С(1, 0, 2), 

 D (0, 1, 0). Чагылдыру тигезлђмђсе ярдђмендђ аларның сурђтлђрен 

табабыз: (1, 6, 0), ( 2,1, 1).C D     C D  – эзлђнелгђн туры. Аның 

тигезлђмђсен табабыз: 

0

10

16

21

3

2

1







x

x

x

 яки 1 2 36 13 0.x x x   (6, 1, 13).l    

4)  1( )m m   турысының координаталарын табу өчен, 

турыларны чагылдыру тигезлђмђсен табарга кирђк. 

Әлеге чагылдыру матрица рђвешендђ тњбђндђге тигезлђмђгђ 

ия: 

,X QX    

1 2 0

0 1 3

0 1 0

Q







 

U U Q  

1 1

2 1 2 3

3 2

2

3

u u

u u u u

u u










     
 

 

m  турысының координаталарын ђлеге тигезлђмђлђрдђге 1 2 3, ,u u u    

урынына куеп чыгып, 1 2 3: : 1: 2 : 3u u u    не табабыз. m(1, –2, 3). 

 

 

 

 

Мисал 2:   коллинеациясенең тигезлђмђсе бирелгђн: 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3

2 2

5 3 3

2

x x x x

x x x x

x x x







   


   
    

 

Кузгалмас (инвариант) нокталарны џђм турыларны табарга. 

Ивариант нокта чагылдыру нђтиҗђсендђ њзгђрми, ягъни њз-

њзенђ књчђ. Димђк, .X X   Моннан килеп чыга: 
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1 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 1 2 3

3 1 3 1 3

2 2 (2 ) 2 0

5 3 3 5 (3 ) 3 0

2 (2 ) 0

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

 

 

 

       
 

        
        

 

Бу системада   ны тњбђндђге билгелђгечне чишеп табабыз: 

2 2

3 2 3

2 1 2

5 3 3 (( ) ( 2) )( 3 ) 3 2( 3 ) 5( 2 )

1 0 2

3 3 1 ( 1) 0 1



    



    

 

               

  

          

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3

2 2

5 3 3

2

x x x x

x x x x

x x x

   

   
    

 
1 2 3

1 2 3

1 3

3 2 0

5 2 3 0

0

x x x

x x x

x x

  


   
   

 

1 3

3 2 3

2 3

5 2 3 0

2 2 0

x x

x x x

x x

 

   
  

 

1 3

2 3

2 3

0

x x

x x

x x

 


 
  

 3 1x    дип алсак, 1 21, 1x x    

Димђк, Х(1, 1, –1) – инвариант нокта. 

Инвариант турыларны табу өчен, турыларны чагылдыру 

тигезлђмђсен табарга кирђк.  

 

1

X QX

X QX





 

    
 

 

1 1 2 3

2 1 2

3 1 2 3

2 1 2 2 5

5 3 3 3

1 0 2 2 3 2

u u u u

Q u u u

u u u u

    


     
      

 

 

1 1 2 3 1 2 3

2 1 2 1 2

3 1 2 3 1 2 3

2 5 3 5 0

3 2 0

2 3 2 2 3 0

u u u u u u u

u u u u u u u

u u u u u u u

       
 

           
        

  

 

2 31 2 1 1

2 2 3 3 2

02 2

4 3 0

u uu u u u

u u u u u

      


     
 

2 1u   булсын 1 32, 1.u u      

Димђк, u(–2, 1, –1) – инвариант туры. 
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Мисал 3: Киңђйтелгђн евклидча яссылыкта турыпочмаклы 

декартча координаталар системасында 2 2( 2) 2x y    ђйлђнђсе 

бирелгђн. Тиңдђшле бериш координата тигезлђмђлђре 

1 1 2 2 3 1 3, ,x x x x x x x         

булган коллинеациягђ карата бу ђйлђнђнең сурђтен табарга. 

Чишњ: Коллинеациягђ тигезлђмђлђрен 1 2 3, ,x x x кђ карата 

чишеп табабыз: 

1 1 2 2 3 1 3, , ( )x x x x x x x          

Бу аңлатмаларны 
2 22

1 3 2 3( 2 ) 2x x x x     бирелгђн ђйлђнђнең 

бериш тигезлђмђсенђ куеп, гадилђштерсђк, ђйлђнђнең сурђтенең 

тигезлђмђсен табабыз: 
2 2 2

1 2 32x x x   

Бериш координаталарга кайтып, тњбђндђге тигезлђмђгђ килђбез: 
2 2 2.x y   

Шулай итеп, y x   ассимптоталы тигезъяклы гипербола килеп 

чыга. 

 

 

 

 
x 

y 

O 
х 
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Гомология 

 

Билгелђмђ: Тривиаль булмаган проектив њзгђртњ гомология 

дип атала, ђгђр бу њзгђртњ дђ бер турыда ятучы өч булса да 

инвариант  нокта булса. 

Теорема: Алдагы билгелђмђдђге инвариант нокталар яткан 

туры њзе инвариант нокталар турысы булып тора. 

 

Гомологиянең њзлеклђре 

 
01 .  Әгђр f  гомологиясе :f A A  булса, ( )AA   инвариант 

туры була (ягъни, туры њз-њзенђ књчђ). 

Алда билгелђнгђн инвариант нокталар яткан туры гомологиянең 

књчђре дип атала. 

0g   гомологиянең књчђре булсын, 

0( ) ,AA g   0( )C AA g  дип алыйк. 

( ) .

( )

: ( ) ( ) ( )

f C C

f A A

A A
f AC A C AC

C C






  



 

Димђк, (АС) турысы њз-њзенђ књчђ: 
: ( ) ( )

: ( ) ( )

f AA AA

f AC AC

 


 

02 .  Тиңдђш нокталар аша њтче 

турылар бер бђйлђмгђ керђ џђм бу бђйлђмнең њзђге – 

гомологиянең њзђге дип атала. 

 

( ) ( )

( )

f A A f B B

B AA

B B

  






 

( )AA  џђм ( )BB  кисешкђн ноктаны Р дип билгелик, ягъни ( )AA  

( )BB P  . M  алсак, ( )f M M   џђм ( )MM   турысы Р аша њтђ. 

Гомология ике төрле булырга мөмкин: 

1)  Гомологиянең њзђге гомологиянең књчђрендђятмаса, 

мондый гомология гиперболик гомология дип атала. 

2)   Гомологиянең њзђге књчђрдђ ятса, гомология параболик 

гомология дип атала. 

g 
A 

A  

C 
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03 .  Гомологиянең њзђгеннђн башка гомология књчђрендђ 

ятмаган башка инвариант нокта юк. 

Алдагыдан килеп чыга: 

Әгђр гомологиянең њзђге џђм бер пар A A  нокталары 

бирелсђ, ирекле В ноктасының сурђте B ны тњбђндђгечђ таба 

алабыз: 

 

 

1)  (AB) њткђрђбез 0 0( )B AB g . 

2)  0( )A B  њткђрђбез. 

3)  (SB) њткђрђбез. 

4)  0( ) ( )B SB A B   

Параболик гомология вакытында да шулай ук эшлђнђ 

 

 

1)  (АВ) њткђрђбез 0 0( )B AB g . 

2)  0( )A B  њткђрђбез. 

3)  (SB) њткђрђбез. 

4) 0( ) ( )B SB A B   

 

 

Гомологиянең аерым очраклары 

 

1) s – гомологиянең књчђре – њз булмаган туры, 

S – гомологиянең  њзђге – њз булган нокта. 
:

:

f A A

f B B




 

 

 

 

 

 

f  њзгђртње S њзђкле гомотетия 

булачак.  

S 
A 

A

 

B 

B

 

0B

 

0g

 

A  

А 

S 

B 

B  

0B

 

0g

 

А 

В 

A  

B  

S 

A 
B 

A  

B  

0B  

s 

S  
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:
A A

f
B B





  АВ|| A B   

Почмакларның тигезлегеннђн 
A S B S

SA kSA f
AS BS

 
      

 k  коэфициентлы S њзђкле гомотетия була. 

 

 

2) s књчђре – њз булган туры, S  њзђге –њз булмаган нокта. 

Бу очрак перспектив аффинча њзгђртњ дип атала. 

( ).S AA
  В ноктасының сурђте B  тњбђндђге шарт нигезендђ 

табыла: 

1)  0 0( ), ( )B A B B AB s    

2)  ( )BB || ( )AA  

 Бу очракта тиңдђш коорди-

наталарны тоташтыручы 

турылар параллель турылар 

семьялыгына керђ. 

 

 Әгђр S s   очрагын карасак, ( )AA  џђм ( )BB ||s. Бу књчерњне 

гомология књчђренђ параллель књчерњ дип тђ атыйлар. 

 

 

3) s књчђре – њз булмаган туры, 

S  њзђге –њз булмаган нокта. 

Бу очракта гомология параллель 

књчерњгђ кайтып кала. p AA . 

 

Гомологиягђ берничђ мисал карап китик. 

Мисал 1: f  гомологиясе S – њзђге, s – књчђре, А џђм ( )A f A   

нокталары белђн бирелгђн. Бирелгђн нокталар њз булган нокталар 

џђм s турысы – њз булган туры. Њз булмаган турының сурђтен џђм 

кире сурђтен сызарга. 

Чишњ: Њз булмаган туры ике њз булмаган нокта белђн бирелђ. 

Ә њз булмаган нокта туры белђн билгелђнђ. 

Њз булмаган турының сурђтен төзик: 

1)  SX  џђм SY  њткђрђбез. 

S  S  
А В 

0B  

A  

B  

s 

A 

A  

B 

B  

S  
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2)  AX  џђм AY  њткђрђбез џђм X s AX  Y s AY  табабыз. 

3)  A X  џђм A Y  њткђрђбез. 

4)  ,X SX A X Y SY A Y 
      

 

 

 

 

 

5)  X Y   њткђрђбез. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ә хђзер њз булмаган турының кире сњрђтен төзик: 

1)  SX
  џђм SY

  њткђрђбез. 

2)  A X
   џђм A Y

   њткђрђбез џђм 0 0,X s A X Y s A Y 
      табабыз. 

3)  0AX  џђм 0AY  њткђрђбез. 

4)  0 0,X SX AX Y SY AY 
    табабыз. 

5)  XY  њткђрђбез. 

Ул њз булмаган турының кире сурђте була. 

Мисал 2: 

Чикле 

сызымда А 

ноктасы џђм 

сызымнан 

читтђ  

кисешњче а 

џђм a  

турылары 

бирелгђн. А 

ноктасы џђм а, a турыларының кисешњ нокталары аша узучы 

турыны төзергђ. 

S 

s 

A 

A  

y 

Y  

x 

X  

X  Y  

X  Y  

X Y 

X   Y   

S 

s 

A 

A  

y 

Y
  

x 

X
  

X
  Y

  

X
  

Y
  

0X  0Y  

X  Y  
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Чишњ: ,

a a

P pf
  гомологиясен карыйк. Монда Р – ирекле нокта, ђ 

р – эзлђнелгђн туры. ,B C a  ирекле нокталарының 

сурђтлђрен ,B C  ны төзик. (АВ) турысында телђсђ нинди D ноктасы 

алыйк џђм аның сурђте Dны төзик.   

DC турысының  сурђте D C   икђнлеге ачык, шуңа књрђ 

аларның кисешњ ноктасы – Х гомология књчђрендђ ята. АХ турысы  

эзлђнелгђн р турысы була. Бу сызымны Дезарг теоремасы 

ярдђмендђ дђ нигезлђп була. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Мисал 3: ,

a a

P pf  
 гомологиясенђ 

карата ђйлђнђнең џђм аның узђге-нең 

сурђтен табарга. 

Чишњ: Бирелгђн ђйлђнђне A  

њзђкле параллель турылар бђйлђме 

белђн кистерик. A  
ноктасының 

сурђте булып ( )A a PA
   нокта-сы 

тора. Моннан бђйлђмнең турылары-ның 

сурђтлђрен җиңел табып була, ђ бу 

сурђтлђрдђн чыгып – ђйлђнђнең џђм 

аның њзђгенең сурђтлђре табыла. 

Табылган нокталарның сурђтлђрен кђкре 

белђн тоташтырабыз џђм эзлђнелгђн 

сурђтлђрне табабыз. 

 

 

 

 

 

P 

D a B C 

B  
C  

D  

A 
X 

р 
a’ 

P 

a  A

 
A  

C  
M 

 

p 

C M 

A  

A

 

A
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Мөстђкыйль эшлђњ өчен књнегњлђр 

 

Тема 1: Киңђйтелгђн туры 

1.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(1, 2) ноктасын төзергђ. 

1.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–1, 1) ноктасын төзергђ. 

2.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табарга, 

ђгђр
1 2
,A A  џђм (2, 3)M Ґ  нокталары бирелгђн булса. 

2.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

N(2, –1) ноктасын төзергђ. 

3.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табарга, 

ђгђр
1 2
,A A  џђм ( 1, 2)M -  нокталары бирелгђн булса. 

3.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында 

N(2, 3) ноктасын  төзергђ. 

4.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

M(2, –2) ноктасын  төзергђ. 

4.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперында 

N(3, 2) ноктасын төзергђ. 

5.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табарга, 

ђгђр
1 2
,A A  џђм ( 1, 2)M Ґ -  нокталары бирелгђн булса. 

5.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

N(4, 1) ноктасын төзергђ. 

6.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(–3, –2) ноктасын төзергђ. 

6.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында 

N(1, 2) ноктасын төзергђ. 

7.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табарга, 

ђгђр
1 2
,A A  џђм (2, 3)M  нокталары бирелгђн булса. 

7.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–2, 1) ноктасын  төзергђ. 
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8.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(4, –1) ноктасын төзергђ. 

8.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперында  

N(3, –2) ноктасын төзергђ. 

9.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(2, –3) ноктасын төзергђ. 

9.2 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табарга, 

ђгђр
1 2
,A A  џђм (1, 4)M Ґ -  нокталары бирелгђн булса. 

10.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(–4, 1) ноктасын төзергђ. 

10.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–3, 2) ноктасын төзергђ. 

11.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм ( 2, 3)M -  нокталары бирелгђн булса. 

11.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–1, 4) ноктасын  төзергђ. 

12.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(1, 4) ноктасын төзергђ. 

12.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперын-

да N(2, 3) ноктасын төзергђ. 

13.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр 
1 2
,A A  џђм (3, 2)M Ґ  нокталары бирелгђн булса. 

13.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(4, 1) ноктасын төзергђ. 

14.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(–1, –4) ноктасын төзергђ. 

14.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(4, 5) ноктасын төзергђ. 

15.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (3, 4)M  нокталары бирелгђн булса. 

15.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–5, 4) ноктасын  төзергђ. 
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16.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(2, 6) ноктасын төзергђ. 

16.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперын-

да N(5, 3) ноктасын төзергђ. 

17.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын табар-

га, ђгђр
1 2
,A A  џђм (4, 4)M Ґ -  нокталары бирелгђн булса. 

17.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(5, 5) ноктасын төзергђ. 

18.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(1, –4) ноктасын төзергђ. 

18.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–5, 5) ноктасын  төзергђ. 

19.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (0, 4)M  нокталары бирелгђн булса. 

19.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперында 

N(5, 0) ноктасын төзергђ. 

20.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында 

М(–3, 0) ноктасын төзергђ. 

20.3 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында 

N(0, 5) ноктасын төзергђ. 

21.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (5, 0)M Ґ  нокталары бирелгђн булса. 

21.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–5, 4) ноктасын  төзергђ. 

22.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(0, –6) ноктасын төзергђ. 

22.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперын-

да N(5, –4) ноктасын төзергђ. 

23.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (2, 3)M  нокталары бирелгђн булса. 

23.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–4, 5) ноктасын төзергђ. 
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24.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(2, –2) ноктасын төзергђ. 

24.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–5, 3) ноктасын  төзергђ. 

25.1 d  киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (1, 1)M Ґ -  нокталары бирелгђн булса. 

25.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E Ґ=  реперын-

да N(5, –3) ноктасын төзергђ. 

26.1 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1 2
, ,R A A E=  реперында  

М(1, –2) ноктасын төзергђ. 

26.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
2

, ,R A A EҐ=  реперында  

N(–4, 3) ноктасын төзергђ. 

27.1 d киңђйтелгђн турысында бердђнбер Е ноктасын 

табарга, ђгђр
1 2
,A A  џђм (2, 1)M -  нокталары бирелгђн булса. 

27.2 d  киңђйтелгђн турысындагы { }
1
, ,R A A EҐ=  реперында  

N(0, 3) ноктасын  төзергђ. 

 

Тема 2: Киңђйтелгђн яссылык 

 

1.  
1 2 3

( , , , )R A A A E  реперында М ноктасын төзергђ 

1. М(1, –1, 2)  10. М(2, –1, 0)  9.   М(–2, –1, 2) 

2. М(3, –2, –1)  11. М(0, 2, 3)   20. М(–1, 3, 2) 

3. М(–1, –2, –2)  12. М(1, 1, 1)  21. М(2, 0, –1) 

4. М(2, 1, 1)        13. М(3, 1, 1)    22. М(–1, 1, 1) 

5. М(–2, 3, 0)      14. М(–2, 1, 1)  23. М(–3, 1, 1) 

6. М(1, 2, 1)        15. М(1, 3, 1)    24. М(–1, 0, 3) 

7. М(1, –1, 1)      16. М(1, –2, 1)  25. М(1, –3, 1) 

8. М(1, 1, 2)        17. М(1, 1, 3)    26. М(1, 1, –1) 

9. М(1, 1, –2)      18. М(1, 1, –3)   27. М(1, 2, 2) 

 

2. R реперында N ноктасын төзергђ: 

1. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

    N(–1, 2, 2)     15. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(1, 3, 2) 

2. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(1, –2, –2)   16. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐ   N(1, 3, 3) 

3. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

  N(1, –3, 2) 17 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

  N(–1,–2,2) 
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4. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
  N(1, –3, –3)  18.

1 2 3
( , , , )R A A A E

Ґ Ґ
  N(–1,–3,2) 

5. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
  N(–1, –2, –2) 

 19.
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
N(–1, –3, –3) 

6. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(–1, 3, 3)      

 20.
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

   N(–1, 3, –2) 

7. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(1, 2, –2)       21. 

1 2 3
( , , , )R A A A EҐ    N(2, 1, 2) 

8. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

  N(1, –3, 3)       22. 

1 2 3
( , , , )R A A A E

Ґ Ґ
  N(1, –3, –2) 

9. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
  N(–1, 3, 2)       23. 

1 2 3
( , , , )R A A A E

Ґ Ґ
  N(–2, 1, 2) 

10. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 N(1, 3, –3)   

 24.
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
N(–1, –3, –2) 

11. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(–1, 2, –2)     25. 

1 2 3
( , , , )R A A A E

Ґ
  N(2, –1, 2) 

12. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

  N(–1, –3, 3)    26. 

1 2 3
( , , , )R A A A EҐ   N(1, 3, –2) 

13. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 N(2, 1, –2)    27. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

  N(–1, 3, 

–3) 

14.  
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
  N(1, –2, 2) 

 

3.  R реперында m турысын төзергђ: 

1. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(0, –2, –2)    15. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(–2, –2, 1) 

2. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐ  m(2, 2, 2)          16. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(–2, 2, –1) 

3. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(–2, 1, –3)      17. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(2, –1, –2) 

4. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 m(–2, –1, 2)   18. 

1 2 3
( , , , )R A A A EҐҐ

 m(2, 1, 3) 

5. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(1, –1, 2)     19. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 m(2, –1, 3) 

6. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(–2, 1, 3)     20. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(–2, –1, –2) 

7. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐ  m(0, –1, 2)       21. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(2, 2, 1) 

8. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(2, –2, –1)      22. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(–2, 2, 1) 

9. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(–2, 0, 2)        23. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 m(–2, –1, 3) 

10. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(2, 1, –3)    24. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 m(–2, 1, –2) 
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11. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(3, –2, 0)    25. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ Ґ

 m(2, –2, 1) 

12. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐ  m(–2, –2, –1)  26. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(2, 2, –1) 

13. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(0, 3, 2)        27. 
1 2 3

( , , , )R A A A E
Ґ

 m(–2, –1, 3) 

14. 
1 2 3

( , , , )R A A A EҐҐ
 m (2, –1, 3) 

 

 

 

Тема 3: Проектив ясылыкта туры 

1 2
,l l  џђм 

1 2
,m m  турылары бирелгђн. Әгђр 

1 2
P l l= З  џђм 

1 2
Q m m= З  булса, PQ  турысының тигезлђмђсен табыгыз. 

 
1 2 1 2
(2, 4, 1), ( 2, 1, 3), (1, 1, 2), ( 4, 2, 1)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(1, 2, 1), ( 3, 1, 2), (3, 1, 0), (1, 1, 0)l l m m- - -  

 
1 2 1 2
(2, 1, 4), (3, 1, 3), (2, 1, 2), (4, 3, 1)l l m m-  

 
1 2 1 2
( 2, 2, 3), ( 2, 1, 1), (1, 1, 2), ( 2, 1, 2)l l m m- - - -  

 
1 2 1 2
( 1, 2, 3), (3, 1, 1), (0, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
( 2, 1, 3), (3, 1, 1), ( 1, 3, 2), (0, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(4, 2, 3), (3, 1, 1), (2, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m -  

 
1 2 1 2
( 2, 1, 4), (1, 1, 1), (0, 1, 2), ( 1, 0, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(1, 0, 3), (3, 1, 1), (4, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(1, 1, 3), (3, 1, 1), (0, 1, 2), (3, 2, 3)l l m m-  

 
1 2 1 2
(3, 2, 0), (3, 1, 1), ( 2, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(4, 5, 3), (3, 1, 1), (0, 1, 2), (2, 2, 3)l l m m -  

 
1 2 1 2
(2, 1, 1), (0, 1, 1), (2, 1, 2), (1, 4, 3)l l m m-  

 
1 2 1 2
(5, 2, 3), (3, 1, 1), (1, 4, 2), ( 1, 2, 3)l l m m -  

 
1 2 1 2
(1, 2, 3), (3, 1, 1), (2, 4, 1), ( 1, 2, 3)l l m m- - -  

 
1 2 1 2
(1, 2, 1), (3, 1, 1), (3, 1, 4), ( 1, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
( 1, 2, 0), (3, 1, 1), (2, 1, 3), ( 1, 2, 3)l l m m- - - -  

 
1 2 1 2
(3, 2, 3), (3, 1, 1), (1, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- -  

 
1 2 1 2
( 2, 2, 5), (3, 1, 1), (3, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- - -  
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1 2 1 2
( 1, 2, 3), ( 3, 1, 1), (2, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- - - -  

 
1 2 1 2
( 1, 2, 2), (3, 1, 1), (4, 3, 2), ( 1, 2, 1)l l m m- - - -  

 
1 2 1 2
(1, 2, 1), (2, 1, 1), (3, 2, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- - - -  

 
1 2 1 2
( 1, 3, 2), (3, 1, 1), ( 4, 2, 1), ( 1, 2, 3)l l m m- - -  

 
1 2 1 2
( 5, 0, 3), (3, 1, 1), ( 1, 1, 2), ( 1, 2, 3)l l m m- - -  

 
1 2 1 2
(3, 2, 2), (3, 1, 1), (3, 1, 2), (1, 2, 3)l l m m-  

 
1 2 1 2
(2, 2, 2), ( 2, 1, 3), (1, 1, 2), ( 4, 2, 1)l l m m- -  

 
1 2 1 2
(2, 4, 1), ( 2, 2, 2), (1, 1, 2), ( 4, 2, 1)l l m m- -  

 

Тема 4: Дезарг теоремасы 

1.  Евклидча яссылыкта ABCD параллелограммы џђм аның бер 

ягында яки ягының дђвамында ятучы Р ноктасы бирелгђн. Линейка 

гына кулланып, Р ноктасы аркылы бирелгђн n турысына параллель 

l турысы њткђрергђ. 

2.  Ике а џђм b параллель турылары џђм аларга кермђњче С 

ноктасы бирелгђн. Линейка гына кулланып, С ноктасы аркылы а 

џђм b турыларына параллель туры њткђрергђ. 

3.  Евклидча яссылыкта бер параллелограммның каршы ятучы 

тњбђлђре тиңдђшле рђвештђ икенче параллелограммның каршы 

ятучы якларында (яки аларның дђвамнарында) урнашканнар. Бу 

параллелограммнарның симметрия њзђклђре уртак икђнен 

исбатларга. 

4.  АВС џђм 
1 1 1

A B C  өчпочмаклары яссылыкта 
1 1 1
, ,AA BB CC  

турылары бер S ноктасында, ђ 
1 1 1
, ,AB BC CA  турылары бер 

1
S  

ноктасында кисешерлек итеп урнашканнар. 
1 1 1
, ,AC BA CB  

турыларының шулай ук бер ноктада кисешњен исбатларга. 

5.  А џђм В нокталары аркылы, озынлыгы АВ кисемтђсеннђн 

кыскарак булган линейка ярдђмендђ туры њткђрергђ. 

6.  Дезаргның кире теоремасын Дезаргның туры теоремасына 

нигезлђнеп исбатларга. 

7.  Евклидча яссылыкта өчпочмак џђм џђркайсы өчен өчпочмакның 

бер ягы диагональ, ђ калган ике ягы – чиктђш яклары булып торган 

өч параллелограмм бирелгђн. Бу параллелограммнарның икенче 

диагональлђре бер турыда кисешњен исбатларга. 
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8.  Кисешњ нокталары сызымнан читтђ булган ике а џђм b 

турылары бирелгђн. Линейка гына кулланып, бирелгђн С ноктасы 

аркылы M a b= З ноктасын эченђ алган туры њткђрергђ. 

9.  Евклидча яссылыкта параллелограмм, l турысы џђм бу турыда 

ятмаучы М ноктасы бирелгђн. Линейка гына кулланып, М ноктасы 

аркылы l турысына параллель туры њткђрергђ. 

10. m турысы џђм бу турыда ятмаучы А џђм В нокталары бирелгђн. 

Линейка гына кулланып, АВ турысын њткђрмичђ, АВ џђм m 

турыларының кисешњ ноктасын төзергђ. 

11. Евклидча яссылыкта трапециягђ дњртпочмак камалган. 

Трапециянең параллель яклары дњртпочмакның диагоналенђ 

параллель. Трапециянең параллель булмаган яклары 

дњртпочмакның икенче диагоналендђ кисешњен исбатларга. 

12. АВС өчпочмагының тњбђлђре аркылы бер S ноктасында 

кисешњче турылар њткђрелгђн. , ,A AS BC B BS AC Cў ў ў= З = З =  

CS AB= З . , ,BC B C AC A Cў ў ў ўЗ З  AB A Bў ўЗ  кисешњ нокта-

ларының бер турыда ятуын исбатларга. 

13. Дезарг өчтњбђлеклђренең бер тњбђсе њзбулмаган нокта булган 

очракта Дезарг конфигурациясенең сызымын сызарга. 

14. р турысы АВС өчпочмагы яссылыгында ята. ,K BC p L= З =  

,CA p= З  , , ,M AB p R BL CM S CM AK T= З = З = З =  

AK BL= З . AR, BS, CT турыларының бер ноктада кисешњен 

исбатларга. 

15. Дезарг өчтњбђлеклђренең тиңдђш булмаган ике тњбђсе 

њзбулмаган нокталар булган очракта Дезарг конфигурациясенең 

сызымын сызарга. 

16. АВС өчпочмагы џђм аның яссылыгында бер а турысында ятучы 

P,Q, R нокталары бирелгђн. X, Y, Z тњбђлђре тиңдђшле рђвештђ 

АВС өчпочмагының ВС, СА, АВ якларында ятучы, ђ YZ, ZX, XY 

яклары тиңдђшле рђвештђ P,Q, R нокталары аша њтњче XYZ 

өчпочмагы төзергђ. 

17. Дезарг өчтњбђлеклђренең берсенең ике тњбђсе њзбулмаган 

нокталар булган очракта Дезарг конфигурациясенең сызымын 

сызарга. 

18. 
1 2 3

A A A  өчпочмагы яссылыгында M Ÿ�м N нокталары бирелгђн. 

1 2 3
, ,A M A M A M  турылары 

1 2 3
A A A  өчпочмагының каршы ятучы 

якларын тиңдђшле рђвештђ 
1 2 3
, ,M M M  нокталарында кисеп њтђ. 

1 2 3
, ,A N A N A N  турылары 

1 2 3
M M M  өчпочмагының  каршы ятучы 
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якларын тиңдђшле рђвештђ 
1 2 3
, ,P P P  нокталарында кисеп њтђ. 

1 1 2 2 3 3
, ,M P M P M P  турыларының бер ноктада кисешњен исбатларга. 

19. Дезарг теоремасын кулланып өчпочмакның медианаларының 

бер ноктада кисешњен исбатларга. 

20. Евклидча яссылыкта 
1 2 3 4

A A A A  параллелограммы џђм аның бер 

ягында яки ягының дђвамында ятучы М ноктасы бирелгђн. 

Линейка гына кулланып, М ноктасы аркылы бирелгђн а турысына 

параллель l турысы њткђрергђ. 

21. Кисешњ нокталары чикле сызымга кермђгђн ике пар туры: p, q 

џђм u, v бирелгђн. ,p q A u v BЗ = З = . (АВ) турысының сызымга 

кергђн өлешен сызарга. 

22. Ике m џђм n параллель турылары џђм аларга кермђњче P 

ноктасы бирелгђн. Линейка гына кулланып, P ноктасы аркылы m 

џђм n турыларына параллель туры њткђрергђ. 

23. ABCD трапециясе [AB] нигезенђ параллель булган ике p џђм q 

турылары белђн кистерелгђн. ( ) , ( ) ,p AD M q BD NЗ = З =  

( ) , ( )p AC P q BC QЗ = З = . MN PQЗ  ноктасының (АВ) туры-

сында ятуын исбатларга. 

24. Кисешњ нокталары сызымнан читтђ булган ике p џђм q 

турылары бирелгђн. Линейка гына кулланып, бирелгђн P ноктасы 

аркылы N p q= З ноктасын эченђ алган туры њткђрергђ. 

25. ABC Ÿ�м DBC өчпочмаклары өч параллель туры p, q, v=(AD) 

турылары белђн кистерелгђн. ( ) , ( ) ,p AB M p DB PЗ = З =  

( )q BC QЗ = . (MN), (PQ) Ÿ�м (ВС) турыларының бер турылар 

бђйлђменђ керњен исбатларга. 

26. АВС џђм A B Cў ў ў өчпочмакларының тњбђлђрен тоташтыручы 

( ),( ),( )AA BB CCў ў ў  турылары параллель булсалар џђм ( )BC З  

( ), ( ) ( )B C AC A Cў ў ў ўЗ З , ( ) ( )AB A Bў ўЗ нокталары булсалар, бу 

нокталарның бер турыда ятуын исбатларга. Әгђр ( ) ( ),AB A Bў ў||  

( ) ( ) ,BC B C Mў ўЗ =  ( ) ( )AC A C Nў ўЗ =  булса, ( ) ( )AB MN| | , ђ 

( ) ( )AB A Bў ў||  џђм ( ) ( )BC B Cў ў||  булса, ( ) ( )AC A Cў ў||  булуын 

исбатларга. 
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27. Сызымда М ноктасы џђм 
1 2 1 2

, , , ,m p p q q  турылары бирелгђн. 

1 2
P p p= З  џђм 

1 2
Q q q=  – сызымнан читтђ. М ноктасы белђн 

( )m PQЗ ноктасын тоташтыручы турыны сызарга. 

 

Тема 5: Турыдагы дњрт ноктаның катлаулы чагыштырмасы 

 

А, В, С нокталарының бер турыда ятуларын ачыклап, (АВ, СD)= m 

булырлык D ноктасын табарга. (ВА, СD), (АВ, DС), (ВА, DС), (СD, 

АВ), (АС, ВD), (АD, ВС), (ВD, СА) ны табарга. 

1.  А(1, 2, 3),  В(–3, 2, 4),  С(–2, 4, 7), m = –2 

2.   А(–1, 0, 2),  В(1, 2, –1),  С(3, 4, –4), m = –
5

2
 

3.   А(–1, 2, 1),  В(3, 0, 1),  С(5, –1, 1), m = 3 

4.   А(–1, 2, 1),  В(2, –1, 1),  С(1, 1, 2), m = –2 

5.   А(2, –3, 1),  В(–3, 1, –1),  С(0, –7, 1), m = 1 

6.  А(1, 2, 1),  В(2, –2, 3),  С(1, –4, 2), m = 2 

7.  А(–1, 2, 1),  В(3, 0, 1),  С(2, –1, 01), m = 
3

2
-  

8.  А(3, 2, 1),  В(1, 0, –1),  С(1, 1, 1), m = –3 

9.  А(2, 0, –1),  В(3, –3, 1),  С(1, –3, 2), m =
1

2
  

10. А(1, 2, –1),  В(4, 1, –1),  С(1, –5, 2), m = 2 

11. А(–4, 2, 3),  В(1, 1, –1),  С(–1, 5, 0), m =– 
1

2
 

12. А(2, –3, 0),  В(3, 0, –1),  С(1, 3, 1), m = 4 

13. А(6, 2, –5),  В(2, 2, 1),  С(0, 1, 2), m = 
7

2
 

14. А(1, –2, 5),  В(–1, 2, –11),  С(–1, 2, 1), m = 3 

15. А(–3, 2, 1),  В(1, –1, 1),  С(–1, 0, 3), m = 
5

2
 

16. А(–2, 4, 7),  В(1, 2, 3),  С(–3, 2, 4), m = –2 

17. А(1, 2, –1),  В(3, 4, –4),  С(–1, 0, 2), m = –
5

2
 

18. А(5, –1, 1),  В(–1, 2, 1),  С(3, 0, 1), m = 3 

19. А(–1, 2, 1),  В(1, 1, 2),  С(2, –1, 1), m = –2 

20. А(–3, 1, –1),  В(2, –3, 1),  С(0, –7, 1), m = 1 

21. А(4, 1, –1),  В(1, 2, –1),  С(1, –5, 2), m = –2 
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22. А(–1, 5, 0),  В(–4, 2, 3),  С(1, 1, –1), m = –
1

2
 

23. А(3, 0, 1),  В(2, –3, 0),  С(1, 3, 1), m = 4 

24. А(0, 1, 2),  В(2, 2, 1),  С(6, 2, –5), m = 
7

2
 

25. А(1, –2, 11),  В(–1, 2, 1),  С(1, –2, 5), m =3 

26. А(1, 2, 3),  В(–3, 2, 4),  С(–2, 4, 7), m = –2 

27.  А(–1, 0, 2),  В(1, 2, –1),  С(3, 4, –4), m = –
5

2
 

 

Тема 6: Дњрт турының катлаулы чагыштырмасы 

a, b, c џђм d турыларының бер турылар бђйлђменђ керњен ачыклап 

(ab, cd) ны табарга. 

1.  a(1, 2, 3),  b(–3, 2, 4),  c(–2, 4, 7),  d(0, 8, 13) 

2.   a(–1, 0, 2),  b(1, 2, –1),  c(3, 4, –4),  d(5, 8, –6)  

3.   a(–1, 2, 1),  b(3, 0, 1),  c(5, –1, 1),  d(8, 5, 5) 

4.   a(–1, 2, 1),  b(2, –1, 1),  c(1, 1, 2),  d(7, 1, 8) 

5.   a(2, –3, 1),  b(–3, 1, –1),  c(0, –7, 1),  d(3, –22, 4) 

6.  a(1, 2, 1),  b(2, –2, 3),  c(1, –4, 2),  d(7, –10, 11) 

7.  a(–1, 2, 1),  b(3, 0, 1),  c(2, –1, 01),  d(9, 3, 5)  

8.  a(3, 2, 1),  b(1, 0, –1),  c(1, 1, 1),  d(2, 1, 0) 

9.  a(2, 0, –1),  b(3, –3, 1),  c(1, –3, 2),  d(9, –15, 8)  

10. a(1, 2, –1),  b(4, 1, –1),  c(1, –5, 2),  d(5, –18, 7) 

11. a(–4, 2, 3),  b(1, 1, –1),  c(–1, 5, 0),  d(10, 4, –9)  

12. a(2, –3, 0),  b(3, 0, –1),  c(1, 3, 1),  d(–1, 15, 3) 

13. a(6, 2, –5),  b(2, 2, 1),  c(0, 1, 2),  d(14, 1, –9)  

14. a(1, –2, 5),  b(–1, 2, –11),  c(–1, 2, 1),  d(–1, 2, 10) 

15. a(–3, 2, 1),  b(1, –1, 1),  c(–1, 0, 3),  d(–2, 1, 2)  

16. a(–2, 4, 7),  b(1, 2, 3),  c(–3, 2, 4),  d(6, 4, 5) 

17. a(1, 2, –1),  b(3, 4, –4),  c(–1, 0, 2),  d(2, 2, –3)  

18. a(5, –1, 1),  b(–1, 2, 1),  c(3, 0, 1),  d(4, 1, 2) 

19. a(–1, 2, 1),  b(1, 1, 2),  c(2, –1, 1),  d(–2, 3, 1) 

20. a(–3, 1, –1),  b(2, –3, 1),  c(0, –7, 1), d(5, –4, 2) 

21. a(4, 1, –1),  b(1, 2, –1),  c(1, –5, 2),  d(–5, 18, –7) 

22. a(–1, 5, 0),  b(–4, 2, 3),  c(1, 1, –1),  d(13, 1, –11)  

23. a(3, 0, 1),  b(2, –3, 0),  c(1, 3, 1),  d(7, 12, 5) 

24. a(0, 1, 2),  b(2, 2, 1),  c(6, 2, –5),  d(6, 5, 1)  

25. a(1, –2, 11),  b(–1, 2, 1),  c(1, –2, 5),  d(2, –4, 1) 

26. a(–1, 2, 1),  b(3, 0, 1),  c(5, –1, 1),  d(8, 5, 5) 

27.  a(–1, 2, 1),  b(2, –1, 1),  c(1, 1, 2),  d(7, 1, 8) 
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Тема 7: Гармоник дњрт нокта. Тулы дњрттњбђлек. 

1.  АВ кисемтђсенең уртасы C џђм (АВ) киңђйтелгђн турысының 

њзбулмаган ноктасы D, АВ кисемтђсенең очларын гармоник 

рђвештђ бњлњен исбатларга. 

2.  АВС өчпочмагының тњбђсенең эчке џђм тышкы 

биссектрисалары АВ турысын  тиңдђшле рђвештђ K џђм L 

нокталарында кисеп њтђлђр. А, В, K, L дњрт ноктасы – гармоник 

булуын исбатларга. 

3.   Линейка гына кулланып, (AD, BC)= –1 очрагында, А, В џђм С 

нокталарына гармоник булган дњртенче D ноктасын төзергђ. 

4.  Турыда А, В, С нокталары бирелгђн. Аларның џђркайсы өчен 

калган икесе белђн гармоник булырлык дњртенче нокталарын 

табарга. 

5.  Линейка гына кулланып, (AС, ВD)= –1 очрагында, А, В џђм С 

нокталарына гармоник булган дњртенче D ноктасын төзергђ. 

6.  CDBCAB   булса, (АВ, СD) ны табарга. 

7.  Яссылыкта турылар бђйлђменең өч a, b, c турылары бирелгђн. 

Линейка гына кулланып, (ad, bc)= –1 очрагында, a, b џђм c 

турыларына гармоник булган дњртенче d турысын төзергђ. 

8.  Яссылыкта турылар бђйлђменең өч a, b, c турылары бирелгђн. 

Линейка гына кулланып, (сd, аb)= –1 очрагында, a, b џђм c 

турыларына гармоник булган дњртенче d турысын төзергђ. 

9.  Турыда А, В, С нокталары бирелгђн. (АВ, СD) = 2 булырлык, D 

ноктасын төзергђ. 

10. Яссылыкта ике l, m турылары џђм аларда ятмаучы Р ноктасы 

бирелгђн. Р ноктасы  аркылы ике а џђм b турылары њткђрелгђн. 

, , ,A a l B a m C b l= З = З = З  D b m= З .AD BCЗ  ноктасының а 

џђм b турыларын телђсђ ничек алганда бер њк, Q l m= З  ноктасы 

аша узучы, р турысында ятуын исбатларга. 

11. Тулы дњрттњбђлекнең гармоник њзлеген кулланып, бирелгђн М 

ноктасын сызымда бирелгђн а џђм b турыларының сызымнан читтђ 

кисешњ ноктасы –L a b= З ны тоташтыручы турыны сызарга. 

12. (cd, ab) = –1 булса, (ab, cd) = –1булуын исбатларга. 

13. A, B, C, M џђм N – а турысының төрле биш ноктасы џђм A, M, N 

нокталары тђңгђл килмђсђ, 
( , )

( , )
( , )

AB MN
CB MN

AC MN
=   булуын 

исбатларга. 
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14. Әгђр О њзђкле турылар бђйлђменең ике пар а, b џђм c, d 

турылары гармоник булсалар џђм g турысы О ноктасы аша узмаса, 

g  турысының , ,g a g bЗ З ,g c g dЗ З  нокталары да гармоник 

булуын исбатларга. 

15. (Ике тапкыр перспектив өчпочмаклар турында теорема). АВС 

џђм 
1 1 1

A B C  өчпочмаклары яссылыкта 
1 1 1
, ,AA BB CC  турылары бер 

1
O  ноктасында, ђ 

1 1 1
, ,AB BC CA  турылары бер 

2
O  ноктасында 

кисешерлек итеп урнашканнар. 
1 1 1
, ,AC BA CB  турыларының шулай 

ук бер 
3

O  ноктасында кисешњен исбатларга. 

16. 
1 2 3

A A A B  тулы дњртњбђлегенең 
1 1 2 3 2 2 3 1

, ,C A B A A C A B A A= З = З  

3 3 1 2
C A B A A= I  диагональ нокталары њткђрелгђн. 

1 1 2 3
( , ) 1,K C A A = -  

2 2 3 1
( , ) 1K C A A = -

3 3 1 2
,( , ) 1K C A A = -  чагыштырмалары белђн 

билгелђнгђн 
1 2 3
, ,K K K  нокталарының коллинеар булуын 

исбатларга. 

17. Ирекле ABCD трапециясе бирелгђн. ( ) ( )P AB CD= З . l турысы  

Р ноктасы аркылы (АD) турысына параллель њтђ. ( )M l BD= З  џђм 

( )N l AC= З . Р ноктасының MN кисемтђсен урталай бњлњен 

исбатларга. 

18. 
1 2 3

A A A B  тулы дњртњбђлегенең 
1 1 2 3 2 2 3 1

, ,C A B A A C A B A A= З = З  

3 3 1 2
C A B A A= З  диагональ нокталары њткђрелгђн. 

1 1 2 3
( , ) 1,K C A A = -  

2 2 3 1
( , ) 1K C A A = -

3 3 1 2
,( , ) 1K C A A = -  чагыштырмалары белђн бил-

гелђнгђн 
1 2 3
, ,K K K  нокталары бирелгђн. 

1 2 2 3 3
, ,A B A K A K  

турыларының бер 
1

H  ноктасында кисешњен џђм 
1 1 1

( , ) 1H B A C = -  

булуын исбатларга. 

19. АВС өчпочмагы бирелгђн. ( ) ( )AC MN| |  булырлык M ABО  џђм 

N BCО  нокталары алынган. ( ) ( )P AN CM= З  џђм 

( ) ( )Q BP AC= З . Q ноктасының АС кисемтђсен урталай бњлњен 

исбатларга. 

20. АВ кисемтђсенең уртасы џђм АВ турысының њзбулмаган 

ноктасы А, В нокталары белђн гармоник булуын исбатларга. 

21. АВС өчпочмагы бирелгђн. ( ) ( )AB MN| |  булырлык M ACО  џђм 

N BCО  нокталары алынган. ( ) ( )O AN BM= З  џђм ( ) ( )AB OP| |  

булырлык ( )P BCО . (BN, PC) = –1 булуын исбатларга. 
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22. Ике параллель а џђм b турылары бирегђн. Линейка гына 

кулланып, а турысында бирелгђн АВ кисемтђсенең уртасын 

төзергђ. 

23. MN кисемтђсенең уртасы L џђм (MN) киңђйтелгђн турысының 

њзбулмаган ноктасы K, MN кисемтђсенең очларын гармоник 

рђвештђ бњлњен исбатларга. 

24. а џђм b – А ноктасында кисешњче яссылыкның ике турысы џђм 

с, d – А ноктасында а џђм b турылары белђн төзелгђн почмакның 

биссектрисалары булсын.  (ab, cd) = –1булуын исбатларга.  

25. Линейка гына кулланып, 
1 4 2 3

( , )A A A A  = –1 очрагында, 
1 2
,A A  џђм 

3
A  нокталарына гармоник булган дњртенче 

4
A ноктасын төзергђ. 

26. Әгђр (AB, CD) = –1 булса, (ABC)  џђм (ABD) гади чагыштыр-

малары өчен (ABC) = –(ABD) њтђлњен исбатларга. 

27. Линейка гына кулланып, 
1 3 2 4

( , )A A A A = –1 очрагында, 
1 2
,A A  џђм 

3
A  нокталарына гармоник булган дњртенче 

4
A  ноктасын төзергђ. 

 

Тема 8: Коллинеациялђр 

Табарга: 

а) , , ,A A B B C C D Dў ў ў ў® ® ® ®  тиңдђшле нокталары белђн 

бирелгђн коллинеация тигезлђмђсен (нокталарның координаталары 

тњбђндђ бирелгђн); 

б) коллинеациянең кузгалмас нокталарын; 

в) коллинеациянең кузгалмас турыларын; 

г) M ў-  М(1, 1, –2) ноктасының сурђтен; 

д) N – ( 2, 2, 1)N ў- -  ноктасының кире сурђтен; 

е) 
1 3

: 2 0l l x xў- + =  турысының сурђтен; 

ж) 
1 2 3

: 2m m x x xў- + +  турысының кире сурђтен. 

1.  
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (2, 0, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

2.  
(1, 0, 0), (2, 4, 8); (0, 1, 0), (2, 1, 2);

(0, 0, 1), (3, 2, 5); (1, 1, 1), (2, 5, 7)

A A B B

C C D D

ў ў -

ў ў
 

3.  
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (0, 1, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 



60 

 

4.  
(2, 1, 1), (2, 1, 5); (1, 2, 1), (2, 1, 3);

(1, 1, 1), ( 1, 2, 3); ( 1, 1, 1), (1, 2, 1)

A A B B

C C D D

ў ў -

ў ў- - -
 

5.  
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (0, 1, 2)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

6.  
(1, 0, 0), (1, 1, 21); (0, 1, 0), ( 2, 1, 5);

(0, 0, 1), (1, 3, 1); (1, 1, 1), (0, 3, 4)

A A B B

C C D D

ў ў- - -

ў ў- - - -
 

7.  
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (2, 0, 2)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

8.  
(1, 0, 0), (1, 8, 1); (0, 1, 0), (1, 3, 1);

(0, 0, 1), (0, 0, 2); (1, 1, 1), (2, 11, 4)

A A B B

C C D D

ў ў

ў ў
 

9.  
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (0, 2, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

10. 
(2, 1, 0), (1, 0, 0); (0, 1, 1), (0, 1, 0);

(1, 1, 1), (0, 0, 1); (1, 3, 0), (1, 1, 1)

A A B B

C C D D

ў ў

ў ў-
 

11. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (2, 0, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

12. 
(1, 0, 0), (4, 6, 1); (0, 1, 0), ( 1, 3, 1);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (3, 3, 1)

A A B B

C C D D

ў ў- - -

ў ў- -
 

13. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (1, 1, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

14. 
(1, 0, 0), (0, 1, 0); (0, 1, 0), (0, 0, 1);

(0, 0, 1), (1, 1, 1); (1, 1, 1), (1, 0, 0)

A A B B

C C D D

ў ў

ў ў
 

15. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (1, 1, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

16. 
(1, 0, 0), (1, 0, 0); (0, 1, 0), ( 2, 0, 1);

(0, 0, 1), (0, 3, 0); (1, 1, 1), ( 1, 4, 1)

A A B B

C C D D

ў ў- -

ў ў- -
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17. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (4, 0, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

18. 
(1, 0, 0), (2, 5, 1); (0, 1, 0), ( 1, 3, 0);

(0, 0, 1), (2, 3, 2); (1, 1, 1), (3, 5, 3)

A A B B

C C D D

ў ў- - -

ў ў- -
 

19. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (0, 1, 2)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

20. 
(1, 0, 0), (1, 0, 0); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (1, 1, 0)

A A B B

C C D D

ў ў

ў ў-
 

21. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (1, 1, 0)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў- -
 

22. 
(1, 0, 0), (1, 2, 4); (1, 1, 1), (2, 5, 7);

(1, 1, 2), (4, 7, 12); (1, 1, 3), (8, 9,17)

A A B B

C C D D

ў ў

ў ў
 

23. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 0, 0), (0, 0, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў
 

24. 
(1, 1, 4), (3, 12, 7); (1, 1, 5), (4, 15, 8);

(1, 1, 6), (5, 18, 9); (1, 1, 7), (6, 21, 10)

A A B B

C C D D

ў ў- - - -

ў ў- - - -
 

25. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (4, 1, 1), (0, 1, 4)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў-
 

26. 
(1, 0, 0), (2, 4, 8); (0, 1, 0), (2, 1, 2);

(0, 0, 1), (3, 2, 5); (1, 1, 1), (2, 5, 7)

A A B B

C C D D

ў ў -

ў ў
 

27. 
(1, 0, 0), (1, 0, 1); (0, 1, 0), (0, 1, 0);

(0, 0, 1), (0, 0, 1); (1, 1, 1), (2, 0, 1)

A A B B

C C D D

ў ў-

ў ў -
 

 

Тема 9: Гомология 

1.  f гомологиясе S њзђге, s књчђре, А џђм Aў= f (А) нокталары 

белђн бирелгђн. Төзергђ: 1) f (В) ноктасын, В – (АAў)  турысының 

ноктасы; 

2)  1( )f C-  ноктасын, С – бирелгђн нокта; 

3)  2( )f D  ноктасын, D – бирелгђн нокта. 
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2.  s гомологиясе  өчен w  яссылыгында О њзђге, d књчђре џђм А, 

Aў= s(А) – бер пар тиңдђшле нокталары (А џђм Aў нокталары 

тђңгђл килми) бирелгђн. w  яссылыгының ирекле М ноктасы өчен 

аның сурђте M ў= s (М) ноктасын төзергђ. 

3.  f гомологиясе S њзђге, s књчђре, А џђм Aў= f (А) нокталары 

белђн бирелгђн. Бирелгђн  d  турысының сурђтен џђм кире сурђтен 

төзергђ. 

4.  s гомологиясе  өчен w  яссылыгында О њзђге, д књчђре џђм А, 

Aў= s(А) – бер пар тиңдђшле нокталары (А џђм Aў нокталары 

тђңгђл килми) бирелгђн. s гомологиясенең њзђге О аша њтми 

торган а турысының сурђте aў= s(а) турысын төзергђ. 

5.  f гомологиясе S њзђге, s књчђре, А џђм Aў= f (А) нокталары 

белђн бирелгђн. Сурђте бирелгђн q турысында ята торган (q  f (р) 

), бирелгђн р турысында Х ноктасын табырга. 

6.  s гомологиясе  өчен О њзђге, а, aў= s(а) џђм 1( )a s a-ўў=  

турылары бирелгђн. s гомологиясенең књчђре д ны төзергђ. 

7.  f гомологиясе бер турыда ятмый торган өч А, В, С џђм аларның 

сурђтлђре ( ), ( ), ( )A f A B f B C f Cў ў ў= = =  нокталары белђн 

бирелгђн. ( ), ( ), ( )AA BB CCў ў ў  турылары бер њк S ноктасы аша 

њтђлђр. Сурђте бирелгђн q турысында ята торган     (q  f (р) ), 

бирелгђн р турысында Х ноктасын табырга. 

8.  s гомологиясе  өчен өч пар тиңдђш нокталар бирелгђн: 

, ( );A A f Aў=  , ( )B B f Bў= ; , (C C fў= С ). А, В, С нокталары 

коллинеар тњгел. s гомологиясенең књчђрен џђм њзђген төзергђ. 

9.  f гомологиясе киңђйтелгђн яссылыкта S њзђге, s књчђре, А џђм 

Aў= f (А) нокталары белђн бирелгђн. Бирелгђн нокталар џђм s 

турысы – њзбулган нокталар џђм турылар. Њзбулмаган турының 

сурђтен џђм кире сурђтен төзергђ. 

10. Бирелгђн а џђм  aў турыларының сызымнан читтђ кисешњче 

ноктасы белђн бирелгђн А ноктасын тоташтыручы туры сызарга. 

11. f гомологиясе киңђйтелгђн яссылыкта S њзђге, s књчђре, А џђм 

Aў= f (А) нокталары белђн бирелгђн. Бирелгђн нокталар џђм s 

турысы – њзбулган нокталар џђм турылар. Бирелгђн ике параллель 

р џђм q турыларының кире сурђтлђрен төзергђ. 

12. Гомология њзђге, књчђре џђм бер пар тиңдђшле нокталары 

белђн бирелгђн. Бу гомология өчен М ноктасының сурђтен џђм 

кире сурђтен төзергђ. 
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13. f гомологиясе s књчђре, S  s њзђге  џђм бер пар тиңдђшле 

нокталары белђн бирелгђн. BC DҐ Ґ
 өчпочмагының прообразын 

төзергђ. 

14. Гомология киңђйтелгђн аффинча яссылыкта њзђге, књчђре џђм 

бер пар тиңдђшле нокталары белђн бирелгђн. Бу гомология өчен 

њзбулмаган турының сурђтен табарга. 

15. f гомологиясе s књчђре, S  s  њзђге  џђм бер пар, књчђрдђн 

төрле якта ятучы тиңдђшле нокталары белђн бирелгђн. Бер ягы 

књчђрендђ, диагональлђренең кисешњ ноктасы S булган 

трапециянең  кире сњрђтен табарга. 

16. f гомологиясе S њзђге, s књчђре, А џђм Aў= f (А) нокталары 

белђн бирелгђн. Төзергђ: 

1)  f (В) ноктасын, В – (АAў)  турысының ноктасы; 

2)  1( )f C-  ноктасын, С – бирелгђн нокта; 

3)  2( )f D  ноктасын, D – бирелгђн нокта. 

17. f гомологиясе s књчђре, S Ґ   s  њзђге  џђм бер пар А, Aў 

нокталары белђн бирелгђн. dҐ  њзбулмаган турысының сурђтен 

табарга. 

18. s гомологиясе  өчен w  яссылыгында О њзђге, d књчђре џђм А, 

Aў= s(А) – бер пар тиңдђшле нокталары (А џђм Aў нокталары 

тђңгђл килми) бирелгђн. w  яссылыгының ирекле М ноктасы өчен 

аның сурђте M ў= s (М) ноктасын төзергђ. 

19. f гомологиясе s књчђре, S  s  њзђге  џђм бер пар, књчђрдђн 

төрле якта ятучы тиңдђшле нокталары белђн бирелгђн. Бер ягы 

књчђрендђ, диагональлђренең кисешњ ноктасы S булган 

квадратның  сурђте табарга. 

20. f гомологиясе S њзђге, s књчђре, А џђм Aў= f (А) нокталары 

белђн бирелгђн. Бирелгђн  d  турысының сурђтен џђм кире сурђтен 

төзергђ. 

21. Гомология вакытында АВС өчпочмагы A B Cў ў  (С – уртак тњбђ) 

өчпочмагына књчђ. D ноктасының сурђтен табыгыз. 

22. f гомологиясе s књчђре, S Ґ   s  њзђге  џђм бер пар А, Aў 

нокталары белђн бирелгђн. BCDҐ  өчпочмагының сурђтен табарга. 

23. f гомологиясе s књчђре, S   s њзђге џђм бер пар А, Aў 

нокталары белђн бирелгђн. s књчђренђ параллель булган m ў џђм 

n ў турыларының кире сурђтлђрен табарга. 
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24. Гиперболик гомология књчђре, њзђге џђм бер пар a aў®  

турылары белђн бирелгђн. Төзергђ: 

a)  а турысында ятмаучы ирекле М ноктасының сурђтен; 

b)  а турысы белђн књчђрдђ кисешњче ирекле  m турысының 

сурђтен; 

25. Гиперболик гомология киңђйтелгђн евклидча яссылыкта 

њзбулган књчђре, њзђге џђм бер пар A Aў®  нокталары белђн 

бирелгђн. Төзергђ: 

a)  ирекле М ноктасының сурђтен; 

b)  ирекле m турысының сурђтен; 

c)  њзбулмаган турының сурђтен. 

26.  Гиперболик гомология њзбулмаган PҐ њзђге, њзбулмаган р 

књчђре џђм бер пар A Aў®  нокталары белђн бирелгђн. Бу 

гомология нинди аффинча њзгђртњ булып тора? Төзергђ: 

a)  ирекле М ноктасының сурђтен; 

b)  ирекле m турысының сурђтен. 

27. Параболик гомология киңђйтелгђн евклидча яссылыкта књчђре 

џђм бер пар A AҐ
ў®  нокталары белђн бирелгђн. Төзергђ: 

1)  ирекле М ноктасының сурђтен; 

2)  ирекле m турысының сурђтен; 

3)  њзбулмаган турының сурђтен џђм кире сурђтен. 
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