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Предисловие

Демократия основана на признании принципов народовластия, свободы и равноправия граждан. При демократии официально признаются власть большинства, верховенство закона, выборность представительных органов государства. Основные решения принимаются либо непосредственно гражданами на собраниях путем голосования, либо народ доверяет власть избираемым им на выборах законодательным и представительным органам, которые и принимают решения в интересах народа. Большинство общественных решений принимаются на основе голосования.

Проблема выбора лучшего из кандидатов возникает также при проведении творческих конкурсов, при разработке различных проектов, при проведении экспертиз новых перспективных образцов техники, определении победителей спортивных состязаний, в которых учитываются не только количественный результат, но и качество исполнения, и т.д.

Проблема голосования состоит в том, что на основе конфликтующих мнений множества индивидуумов должно быть выбрано справедливое и действительно лучшее общественное решение.

Дебаты о справедливости различных методов голосования начались с исследований де Борда (1781 г.) и Кондорсе (1785 г.) и, таким образом, попытки математического анализа здесь насчитывают более двухсот лет. Интенсивные исследования правил голосования были проведены во второй половине 20-го века. Многие известные схемы голосования могут, как было показано в проведенных исследованиях, привести к весьма неожиданным результатам.

В данном пособии рассматриваются различные методы голосования и их особенности, а также проблема группового выбора (группового предпочтения). Этот материал в основном представлен только в специальной литературе и монографиях и слабо освещен в учебной литературе.

1. Индивидуальные предпочтения и

правила голосования

Формально правило голосования решает задачу коллективного принятия решения, в котором несколько индивидуумов, будем называть их выборщиками, должны совместно выбрать один лучший объект из нескольких объектов, будем называть их кандидатами, относительно которых их мнения могут расходиться.

Будем предполагать, что конечное множество 
[image: image1.wmf]M

 выборщиков должно выбрать одного кандидата из конечного множества кандидатов 
[image: image2.wmf]S

. Для простоты предполагается, что индивидуальные мнения (предпочтения) не допускают случаев безразличия. Это предположение не приводит к существенным потерям общности.

Будем считать, что каждый из выборщиков имеет свой индивидуальный порядок предпочтений кандидатов. Если выборщик предпочитает кандидата 
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 кандидату 
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, будем обозначать это следующим образом: 
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. Индивидуальный порядок предпочтений выборщика представляет собой некоторую перестановку кандидатов, в которой кандидаты расположены в порядке их предпочтения данным выборщиком. Совокупность индивидуальных порядков предпочтений всех выборщиков будем называть профилем предпочтений выборщиков.

Основная проблема – выбор лучшего представителя из множества 
[image: image6.wmf]S

 с точки зрения сообщества выборщиков.

Если кандидатов только два, то обычное правило голосования большинством голосов бесспорно является наиболее справедливым методом определения победителя. Каждый из выборщиков имеет один голос и отдает свой голос за кандидата, который по его мнению является наилучшим. Победителем объявляется тот кандидат, который получил больше половины голосов выборщиков. Можно спорить о силе победы одного кандидата над другим, степени ее убедительности (например, со счетом 51:49 или 87:13), но сам факт предпочтения одного кандидата перед другим сомнения не вызывает.

Пусть теперь количество кандидатов больше, чем два. Здесь точно так же можно провести голосование (один выборщик – один голос), и если какой-то из кандидатов набрал больше половины от общего числа голосов выборщиков, то обычно он и объявляется победителем.

Однако, в случае, когда 
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, даже выбор победителя по правилу строгого большинства может вызвать сомнения в справедливости результата. Рассмотрим следующий простой пример. Пусть имеется 29 выборщиков и три кандидата 
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, 
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 и 
[image: image10.wmf]c

. Пусть у 15 выборщиков индивидуальные порядки предпочтений имеют вид 
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, а у остальных 14 выборщиков индивидуальные порядки предпочтений имеют вид 
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. Таким образом, профиль предпочтений выборщиков представляется в следующем виде:

Пример 1.
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Здесь кандидат 
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 набирает 15 голосов выборщиков, т.е. больше половины голосов, и становится победителем по правилу строгого большинства. Но является ли он лучшим среди кандидатов? По сути, лучшим может быть посчитан кандидат 
[image: image16.wmf]b

, поскольку ему отдадут голос 14 выборщиков, но у остальных 15 выборщиков он тоже занимает высокое второе место. Тем более, если у этих 15 выборщиков степень предпочтения кандидата 
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 кандидату 
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 существенно меньше, чем степень предпочтения кандидата 
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 кандидату 
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 и, тем более, кандидату 
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 у 14 выборщиков,  имеющих  индивидуальный  порядок  предпочтения  
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Еще более сложный случай возникает, когда кандидатов больше двух, и ни один из кандидатов не набирает больше половины числа голосов выборщиков. Как быть в этом случае? Кто из кандидатов является наилучшим? Кого объявить победителем?

Достаточно популярным правилом голосования является правило относительного большинства (ОБ). Каждый выборщик отдает свой голос одному кандидату, и победителем объявляется кандидат, получивший больше всех голосов.

Рассмотрим следующий пример. Пусть имеется 21 выборщик и 4 кандидата, обозначим их как 
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, 
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, 
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 и 
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. Пусть три выборщика имеют индивидуальные порядки предпочтений 
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, т.е. каждый из этих трех выборщиков наиболее предпочтительным считает кандидата 
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, следующим по порядку предпочтений для них является кандидат 
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, затем идет кандидат 
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, и на последнем месте по мнению этих выборщиков (т.е. наименее предпочтительный для них) кандидат 
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. Пусть, далее, пять выборщиков имеют одинаковые индивидуальные порядки предпочтения 
[image: image32.wmf]d

b

c

a

f

f

f

, семь выборщиков имеют индивидуальные порядки предпочтения 
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, и остальные шесть выборщиков – индивидуальные порядки предпочтения 
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. Таким образом, профиль предпочтений выборщиков относительно заданных четырех кандидатов представляется в следующем виде:

Пример 2.
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Обозначим через 
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 количество голосов, которое кандидат 
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 получит в результате голосования. Если при голосовании все выборщики отдадут свой голос за кандидата, который в их индивидуальном порядке предпочтения стоит на первом месте, то, как нетрудно подсчитать, получим 
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. Таким образом, в этом примере ни один из кандидатов не набирает больше половины от числа голосов выборщиков, т.е. не получает строгого большинства, а по правилу относительного большинства побеждает кандидат 
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, который набирает большее число голосов, чем каждый из остальных кандидатов. При этом кандидат 
[image: image46.wmf]a

 имеет довольно приличный результат – почти 40% от общего числа голосов выборщиков.

Однако, по мнению Борда, кандидат 
[image: image47.wmf]a

 – это не очень хороший кандидат. Борда предложил определять победителя следующим образом.

Правило Борда. При заданном профиле предпочтений выборщиков кандидат, занимающий последнее место в индивидуальном порядке предпочтений выборщика, получает от этого выборщика ноль очков. Если он занимает предпоследнее место, то получает одно очко и т.д. Кандидат, занимающий первое место в индивидуальном порядке предпочтений выборщика, получает от него 
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 очко (при общем числе кандидатов 
[image: image49.wmf]n

). Победителем объявляется кандидат с наибольшей суммой очков. Он называется победителем по Борда.

В рассматриваемом примере с четырьмя кандидатами за первое место они получают по три очка, за второе место – два очка, за третье место – одно очко и за последнее четвертое место – ноль очков. Обозначим через 
[image: image50.wmf])

(

x

b

 количество очков, набираемое кандидатом 
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 по правилу Борда. Тогда, как нетрудно подсчитать, в примере 2 кандидат 
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 по-лучает по три очка у восьми выборщиков за первое место в их индивиду-альных порядках предпочтений и больше не получает очков, потому что у остальных 13 выборщиков он стоит на последнем месте, т.е. в сумме кандидат 
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 набирает 
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 очка. Остальные кандидаты получают соответственно 
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. Таким образом, победителем по Борда в рассматриваемом примере является кандидат 
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, на-бирающий очков больше всех других кандидатов. На втором месте кандидат 
[image: image59.wmf]c

 с 38-ю очками, а кандидат 
[image: image60.wmf]a

, побеждающий по правилу относительного большинства, по правилу Борда занимает только третье место со скромным результатом в 24 очка. Таким образом, победитель по правилу относительного большинства может иметь очень посредственный результат по правилу Борда.

Так кого же в этом примере следует признать истинным победителем, кандидата 
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, или кандидата 
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?

Ни с тем ни с другим вариантом не согласился бы Кондорсе. По его мнению, победителем здесь должен быть объявлен кандидат 
[image: image63.wmf]c

.

О п р е д е л е н и е.  Для заданного профиля предпочтений выбор-щиков победителем по Кондорсе называется кандидат 
[image: image64.wmf]x

 (с необходимо-стью единственный), который побеждает любого другого кандидата при парном сравнении по правилу большинства, т.е. для всякого кандидата 
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, выборщиков, предпочитающих кандидата 
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 кандидату 
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, больше, чем тех, кто считает, что кандидат 
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 предпочтительнее, чем кандидат 
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.

Правило голосования называется состоятельным по Кондорсе, если для тех профилей предпочтений выборщиков, для которых существует победитель по Кондорсе, он и побеждает по этому правилу голосования.

Обозначим через 
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 количество выборщиков, у которых в ин-дивидуальном порядке предпочтений кандидат 
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 предпочтительнее кандидата 
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. В примере 2 кандидата 
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 кандидату 
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 предпочитают 8 выборщиков, т.е. 
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, а кандидата 
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 кандидату 
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 предпочитают  13 выборщиков, т.е. 
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. Составим таблицу для значений 
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Отсюда видно, что кандидат 
[image: image90.wmf]c

 выигрывает у каждого из остальных кандидатов в попарном сравнении по правилу большинства. Действительно, 13 выборщиков предпочитают кандидата 
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 кандидату 
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), в то время как только 8 выборщиков предпочитают кандидата 
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 кандидату 
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), т.е. кандидат 
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 побеждает кандидата 
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 со счетом 13:8. Если бы в голосовании участвовали только кандидаты 
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 и 
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, то победил бы кандидат 
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 с тринадцатью голосами против восьми у кандидата 
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. Аналогично, 11 выборщиков предпочитают кандидата 
[image: image103.wmf]c

 кандидату 
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 против десяти выборщиков, предпочитающих кандидата 
[image: image105.wmf]b

 кандидату 
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. Наконец, четырнадцать выборщиков предпочитают кандидата 
[image: image107.wmf]c

 кандидату 
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 против семи выборщиков, у которых обратное пред-почтение.

Таким образом, действительно при попарном сравнении кандидат 
[image: image109.wmf]c

 выигрывает у каждого из остальных кандидатов, и, по мнению Кондорсе, должен быть объявлен лучшим среди кандидатов.

Заметим, что в примере 2 кандидат 
[image: image110.wmf]a

, побеждающий по правилу относительного большинства, является по Кондорсе худшим из всех кандидатов, поскольку он проигрывает в попарном сравнении каждому из остальных кандидатов.

Итак, из примера 2 мы видим, что справедливо следующее утверждение.

Существуют такие профили предпочтений выборщиков, что победитель по правилу относительного большинства проигрывает каждому из остальных кандидатов в попарном сравнении, т.е. выиграть выборы по правилу относительного большинства может худший кандидат, который проиграл бы каждому из остальных кандидатов.

Кто же из кандидатов в примере 2 является лучшим? Сторонники правила Борда утверждают, что кандидат 
[image: image111.wmf]b

 (победитель по Борда) лучше, чем кандидат 
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 (победитель по Кондорсе), т.к. кандидат 
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 выигрывает у кандидата 
[image: image114.wmf]c

 сравнение по всем рангам: по первому рангу, т.е. по количеству выборщиков, поставивших кандидатов на первое место, кан-дидата 
[image: image115.wmf]b

 поставили на первое место 7 выборщиков, а кандидата 
[image: image116.wmf]c

 мень-ше - шесть выборщиков. По второму рангу, т.е. по количеству выборщиков, поставивших кандидатов на первое и второе места, опять выигрыва-ет 
[image: image117.wmf]b

,он на первом и втором местах стоит у 16 выборщиков, а кандидат 
[image: image118.wmf]c

 у 11 выборщиков. Наконец, как кандидат 
[image: image119.wmf]b

, так и кандидат 
[image: image120.wmf]c

 у всех 21 выборщиков в тройке лидеров, т.е. стоят на первом, втором или третьем местах.

Сторонники Кондорсе утверждают, что тем не менее кандидат 
[image: image121.wmf]c

 является лучшим, поскольку он выигрывает у кандидата 
[image: image122.wmf]b

 в парном сравнении (хотя и не очень убедительно).

Кто из них более прав?

Сторонники определения победителя по Кондорсе могут также вы-двинуть следующий довод в пользу своего кандидата. Рассмотрим опять пример 2, но предположим, что кандидат 
[image: image123.wmf]d

, который при голосовании не получит ни одного голоса, по тем или иным причинам не примет участия в голосовании, т.е. выбывает из числа кандидатов. Тогда в выборах примут участие все те же выборщики и только три кандидата – 
[image: image124.wmf]a

, 
[image: image125.wmf]b

 и 
[image: image126.wmf]c

. Таким образом, профиль предпочтений выборщиков будет имеет вид.

Пример 2а.
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Здесь исключен кандидат 
[image: image131.wmf]d

, за которого никто не проголосует, выборщики те же, что и в примере 1 и имеют те же индивидуальные порядки предпочтений относительно кандидатов.

Нетрудно увидеть, что здесь, в условиях, когда кандидат 
[image: image132.wmf]d

 не при-нимает участия в выборах, по правилу относительного большинства все так же победит кандидат 
[image: image133.wmf]a

, а победителем по Кондорсе все так же является кандидат 
[image: image134.wmf]c

. Что же касается победителя по Борда, то теперь им является кандидат 
[image: image135.wmf]c

, поскольку кандидат 
[image: image136.wmf]a

 по правилу Борда набирает 
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 очков, кандидат 
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 набирает 
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 очка, а кандидат 
[image: image140.wmf]c

 набирает 
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 очка.

Что же получается? Если кандидат 
[image: image142.wmf]d

, который не получит ни одного голоса при голосовании, примет участие в голосовании, то победителем по Борда станет кандидат 
[image: image143.wmf]b

. Если же кандидат 
[image: image144.wmf]d

 не примет участия в голосовании, то победителем по Борда станет кандидат 
[image: image145.wmf]c

. Иными словами, участие или неучастие слабого кандидата 
[image: image146.wmf]d

 в голосовании решающим образом определяет – кто будет победителем по Борда.

Можно сказать и по другому. Включение в список кандидатов кан-дидата 
[image: image147.wmf]d

, заведомо не имеющего никаких шансов на победу, как показывает пример 2а, может оказать решающее влияние на определение победителя по Борда. Представляется, что подобная ситуация не поддерживает доверия к способу определения победителя, допускающему подобную ситуацию.

Отметим, что с победителем по Кондорсе такого быть не может. Какой бы из кандидатов в примере 2, кроме кандидата 
[image: image148.wmf]c

, не выбыл из борьбы, победителем по Кондорсе все равно остается кандидат 
[image: image149.wmf]c

.

2. Голосования в два тура

и с последовательным выбыванием

Может быть существуют другие правила голосования, для которых проблема справедливого выбора лучшего кандидата решается проще?

Рассмотрим еще два популярных правила голосования.

Правило голосования в два тура (2Т). Сначала проводится обычный тур голосования. Каждый выборщик подает свой голос за одного наиболее предпочтительного для него кандидата. Если какой-либо кандидат набирает строгое большинство голосов, то он и объявляется победителем. В противном случае проводится второй тур голосования по правилу большинства для двух кандидатов, набравших наибольшее число голосов в первом туре.

Правило голосования с последовательным выбыванием (ПВ).   Голосование проводится в общем случае в несколько туров. В первом  туре голосования каждый выборщик подает свой голос за одного наиболее предпочтительного для него кандидата. Если какой-либо кандидат набирает строгое большинство голосов, то он объявляется победителем. В противном случае проводится второй тур голосования, но без участия кандидата, набравшего минимальное количество голосов в первом туре. Затем, если необходимо, проводится следующий тур голосования без  участия кандидата, набравшего минимальное число голосов в предыдущем туре голосования, и т.д. до выявления победителя.

Заметим, что если выборы проводятся при 
[image: image150.wmf]n

 кандидатах, то может потребоваться проведение 
[image: image151.wmf])
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 туров голосования для выявления по-бедителя. Отметим также, что если кандидатов трое, то применение правила голосования в два тура (2Т) и правила голосования с последова-тельным выбыванием (ПВ) дает один и тот же результат, т.е. эти правила совпадают. При числе кандидатов большем трех эти правила работают, вообще говоря, по-разному, т.е. могут привести к разным результатам.

Рассмотрим следующий пример.

Пример 3. Пусть имеются 4 кандидата и 23 выборщика. Профиль предпочтений выборщиков имеет следующий вид.
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Отметим вначале, что здесь по правилу Борда за первое место в индивидуальных порядках предпочтений выборщиков кандидаты получают по три очка, за второе место они получают по два очка, за третье место кандидаты получают по одному очку, а за четвертое место кандидаты очков не получают. Таким образом, в данном примере по правилу Борда кандидаты набирают следующие очки: 
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, и победителем по Борда является кандидат 
[image: image160.wmf]b

, на-бирающий больше всех очков.

Этот же кандидат 
[image: image161.wmf]b

 является здесь и победителем по Кондорсе. Действительно, для функции 
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,

(

y

x

k

 в данном примере имеем следующую таблицу:
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Из таблицы видно, что кандидат 
[image: image172.wmf]b

 уверенно побеждает в попарном сравнении каждого из других кандидатов: кандидата 
[image: image173.wmf]a

 со счетом 17:6, кандидата 
[image: image174.wmf]c

 со счетом 16:7, кандидата 
[image: image175.wmf]d

 со счетом 15:8.

Итак, в данном примере кандидат 
[image: image176.wmf]b

 является победителем по Кондорсе и уверенно побеждает по правилу Борда, т.е. является лучшим из кандидатов.

Рассмотрим теперь как работают правила голосования в два тура (2Т) и с последовательным выбыванием (ПВ).

В первом туре голосования кандидаты получают следующие количества голосов: 
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. Таким образом, максимальное число голосов набирает кандидат 
[image: image181.wmf]d

, но он не набирает строгого  большинства  голосов,  поэтому  как  по  правилу  голосования  в два тура, так и по правилу голосования с последовательным выбыванием проводится второй тур голосования.

Однако заметим, что победитель по Борда и победитель по Кон-дорсе – кандидат 
[image: image182.wmf]b

 выбывает в первом же туре по обоим правилам голосования!

Во втором туре голосования по правилу 2Т остаются кандидаты 
[image: image183.wmf]c


 и 
[image: image184.wmf]d

, набравшие в первом туре больше голосов, чем остальные кандидаты. После проведения второго тура голосования, как нетрудно увидеть (в отсутствие кандидатов 
[image: image185.wmf]a

 и 
[image: image186.wmf]b

), кандидат 
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 получает 
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 голосов, а кандидат 
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 получает 
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 голосов, и по правилу голосования в два тура побеждает кандидат 
[image: image191.wmf]c

. Заметим, что кандидат 
[image: image192.wmf]c

 является худшим кандидатом по правилу Борда – он набирает по правилу Борда меньше всех голосов 
[image: image193.wmf]27
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Итак, по правилу голосования в два тура в данном примере побеждает кандидат худший по Борда, а в первом туре голосования выбывает кандидат 
[image: image194.wmf]b

 – победитель по Борда и победитель по Кондорсе одновременно.

По правилу голосования с последовательным выбыванием (ПВ) после первого тура выбывает кандидат 
[image: image195.wmf]b

, набравший меньше всех голосов, и проводится второй тур голосования по трем кандидатам 
[image: image196.wmf]a

, 
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 и 
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. Во втором туре голосования по правилу ПВ в отсутствие выбывшего кандидата 
[image: image199.wmf]b

, как нетрудно убедиться, кандидаты получают следующие количества голосов: 
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. Опять ни один из кандидатов не получает строгого большинства голосов, и из последующего голосования выбывает кандидат 
[image: image203.wmf]c

, получивший меньше всех голосов. В третий тур проходят кандидаты 
[image: image204.wmf]a

 и 
[image: image205.wmf]d

, и по результатам голосования кандидат 
[image: image206.wmf]a

 набирает 8 голосов, а кандидат 
[image: image207.wmf]d

 набирает 15 голосов. Побеждает по правилу голосования с последовательным выбыванием кандидат 
[image: image208.wmf]d

.

Из этого примера мы можем сделать следующие выводы:

1. Существуют профили предпочтений, при которых ни победитель по Кондорсе, ни победитель по Борда не избираются по правилам голосования в два тура и с последовательным выбыванием. Они могут выбыть уже в первом туре голосования.

2. Победителем по правилу голосования в два тура может оказаться кандидат худший по правилу Борда.

Рассмотрим еще один пример.

Пример 4. Пусть имеются 3 кандидата и 17 выборщиков. Профиль предпочтений выборщиков имеет следующий вид.
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Заметим, что победителя по Кондорсе здесь нет, поскольку в попарных сравнениях кандидат 
[image: image213.wmf]a

 побеждает кандидата 
[image: image214.wmf]b

 со счетом 11:6, но проигрывает кандидату 
[image: image215.wmf]c

 со счетом 8:9, кандидат 
[image: image216.wmf]b

, проигрывая кан-дидату 
[image: image217.wmf]a

, выигрывает у кандидата 
[image: image218.wmf]c

 со счетом 12:5, а кандидат 
[image: image219.wmf]c

, выигрывая у кандидата 
[image: image220.wmf]a

 (9:8), проигрывает кандидату 
[image: image221.wmf]b

.

Подсчитаем, сколько очков набирают кандидаты по правилу Борда: 
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. Таким образом, победителем по Борда здесь является кандидат 
[image: image225.wmf]a

.

Правило голосования в два тура и правило голосования с последовательным выбыванием здесь работают одинаково, поскольку здесь три кандидата. В первом туре кандидаты получают следующие количества голосов: 
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. Никто из кандидатов не набирает строгого большинства голосов, поэтому будет проведен второй тур голосования по кандидатам 
[image: image229.wmf]a

 и 
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, а кандидат 
[image: image231.wmf]c

 выбывает, т.к. набирает меньше всех голосов (по правилу с последовательным выбыванием он выбывает, а по правилу голосования в два тура он не проходит во второй тур). Во втором туре голосования в отсутствие кандидата 
[image: image232.wmf]c

 кандидат 
[image: image233.wmf]a

 получает 11 голосов, а кандидат 
[image: image234.wmf]b

 получает 6 голосов, и по результатам голосования побеждает кандидат 
[image: image235.wmf]a

.

Итак, в этом примере вроде бы все просто и очевидно, результат не вызывает особых возражений.

Однако предположим теперь, что два выборщика, имеющих индивидуальные порядки предпочтения 
[image: image236.wmf]c

a

b

f

f

, еще до проведения голосования изменили свое мнение о кандидатах 
[image: image237.wmf]a

 и 
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 на противоположное и имеют теперь индивидуальный порядок предпочтений 
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. То ли это произошло под влиянием рекламной кампании кандидата 
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, то ли выборщики захотели быть причастными к лагерю победителя, поскольку опросы общественного мнения накануне голосования дружно отдавали победу кандидату 
[image: image241.wmf]a

. Таким образом, позиции кандидата 
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 усилились (и у него теперь больше очков по правилу Борда 
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), но при этом не затронуты сравнения других пар кандидатов. Рассмотрим теперь, что произойдет при голосовании. В первом туре кандидаты получат следующие количества голосов: 
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, т.е. выбывает кандидат 
[image: image247.wmf]b

. Во второй тур голосования выйдут кандидаты 
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 и 
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. Во втором туре кандидат 
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 получит 
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 голосов, а кандидат 
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 получит 
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 голосов. Таким образом, по правилу голосования в два тура и по правилу голосования с последовательным выбыванием теперь победит кандидат 
[image: image254.wmf]c

 (между прочим – худший по Борда).

Что же получается? При исходном профиле предпочтений выигрывает кандидат 
[image: image255.wmf]a

. В измененном профиле предпочтений его относитель-ное положение улучшается, не затрагивая положения кандидата 
[image: image256.wmf]c

, но он проигрывает кандидату 
[image: image257.wmf]c

.

Представляется, что для «справедливых» правил голосования так не должно быть. Т.е. для них должно выполняться следующее свойство.

Аксиома монотонности. Пусть для заданного правила голосования при некотором профиле предпочтений 
[image: image258.wmf]P

 побеждает кандидат 
[image: image259.wmf]S

x

Î

. Тогда, если 
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 изменяется так, что положение кандидата 
[image: image261.wmf]x

 улучшается по отношению хотя бы к одному какому-либо кандидату и не ухудшает-
ся по отношению к остальным кандидатам, а порядок предпочтения пары любых других кандидатов для каждого выборщика остается неизмен-ным, то при измененном профиле предпочтений по тому же правилу голосования вновь должен победить кандидат 
[image: image262.wmf]x

.
Если выполняется эта аксиома, будем говорить, что правило голосования удовлетворяет свойству монотонности. Из рассмотренного примера видно, что правила голосования в два тура и с последовательным выбыванием не удовлетворяют аксиоме монотонности.

Отметим, что правило относительного большинства (ОБ) удовлетворяет свойству монотонности. Правило Борда также удовлетворяет свойству монотонности, т.к. улучшение положения кандидата-победителя в каких-то порядках предпочтений дает увеличение количества очков и усиление позиций по отношению к другим кандидатам, поэтому победитель не меняется.

Рассмотрим еще один пример.

Пример 5. Пусть имеются 3 кандидата и 9 выборщиков. Профиль предпочтений имеет следующий вид.
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При этом профиле предпочтений нет победителя по Кондорсе. По правилу Борда кандидаты набирают 
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 очков, т.е. кандидат 
[image: image269.wmf]c

 является здесь победителем по Борда.

Правила голосования в два тура и с последовательным выбыванием приведут здесь к одинаковому результату, поскольку здесь три кандидата. В первом туре кандидаты получат следующие количества голосов: 
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. В следующий тур голосования пройдут кандидаты 
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 и 
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. Во втором туре голосования кандидат 
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 голосов выборщиков, а кандидат 
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 получит 
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 голоса, и победителем будет объявлен кандидат 
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.

Рассмотрим теперь, что произойдет, если есть еще два выборщика, имеющих индивидуальный порядок предпочтений 
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. Если эти два выборщика не примут участия в голосовании, результат будет таким, как описано выше. Посмотрим, что получится, если они примут участие в голосовании в соответствии со своими индивидуальными порядками предпочтения. В первом туре кандидаты получат 
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 голосов. В следующий тур голосования пройдут кандидаты 
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 и 
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. Во втором туре голосования кандидат 
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 получит 
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 голоса выборщиков, а кандидат 
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 получит 
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 голосов, и победителем будет объявлен кандидат 
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Что же получается? Если эти два выборщика примут участие в голосовании, то победителем станет вместо кандидата 
[image: image291.wmf]a

 кандидат 
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 – для них худший из кандидатов. Т.е. они проголосуют за кандидата 
[image: image293.wmf]b

, а в результате победит худший с их точки зрения кандидат 
[image: image294.wmf]c

. Если они не примут участия в голосовании, то победит более предпочтительный для них кандидат 
[image: image295.wmf]a

. Стоит ли принимать участие в голосовании?

Это парадокс участия в голосовании для правил голосования в два тура и с последовательным выбыванием. Ясно, что подобные ситуации являются нежелательными, т.е. правило голосования должно удовлетворять следующему свойству.

Аксиома участия. Пусть задано правило голосования и при некотором профиле предпочтений выборщиков из множества кандидатов 
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 множеством выборщиков 
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 избирается кандидат 
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. Рассмотрим выборщика 
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. Если он примет участие в голосовании в соответствии со своим индивидуальным порядком предпочтений, то выборщиками множества 
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 по заданному правилу голосования должен быть избран либо тот же кандидат 
[image: image301.wmf]x

, либо кандидат, который для выборщика 
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 предпочтительнее, чем кандидат 
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.

Т.е. если дополнительный голос изменяет исход выборов, то это должно быть только на руку этому голосующему.

Из рассмотренного примера следует, что правило голосования в два тура и правило голосования с последовательным выбыванием не удовлетворяют аксиоме участия.

В то же время нетрудно увидеть, что правило Борда, как и правило относительного большинства, удовлетворяет аксиоме участия.

Итак, правило голосования в два тура и правило голосования с последовательным выбыванием трудно отнести к числу «справедливых» правил голосования – они не удовлетворяют двум аксиомам – монотонности и участия.

3. Правила голосования с подсчетом очков

Итак, найти что-то лучшее, чем определение победителя по Кондорсе и определение победителя по Борда, пока не удалось. Может быть можно совместить эти два подхода, назначая и подсчитывая очки кандидатам так, чтобы автоматически победитель по Кондорсе (если он есть) набирал максимальное количество очков?

Рассмотрим следующее правило голосования, обобщающее правило Борда.

Правило голосования с подсчетом очков (ПО). Для заданного профиля предпочтений выборщиков при 
[image: image304.wmf]n

 кандидатах каждый кандидат у каждого выборщика получает за первое место в индивидуальном порядке предпочтения выборщика 
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 очков, за второе место 
[image: image306.wmf]2

-

n

q

 очков, и т.д. За предпоследнее место в индивидуальном порядке предпочтения выборщика соответствующий кандидат получает 
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 очков и за последнее место 
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 выбираются так, чтобы выполнялись условия
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Очки, полученные каждым кандидатом у всех выборщиков суммируются. Победителем объявляется кандидат с максимальной суммой очков.

Заметим, что правило Борда является частным случаем правила голосования с подсчетом очков, т.к. оно получается при выборе
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Правило относительного большинства также является частным случаем правила голосования с подсчетом очков, т.к. оно получается при выборе
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т.е. за первое место в индивидуальном порядке предпочтения выборщика кандидат получает одно очко (один голос), а за любое из последующих мест кандидат не получает очков.

Отметим также, что правило голосования с подсчетом очков всегда определяет победителя, хотя, возможно, не единственного. Кроме того, нетрудно убедиться, что правило голосования с подсчетом очков удовлетворяет аксиоме монотонности и аксиоме участия.

Можно ли так выбрать способ назначения очков, чтобы победитель по Кондорсе, когда он существует, был бы победителем по правилу го-лосования с подсчетом очков, т.е. чтобы соответствующее правило голо-сования с подсчетом очков было состоятельным по Кондорсе? Оказывается нет. Рассмотрим следующий пример.

Пример 6. Имеются 3 кандидата и 7 выборщиков. Профиль предпочтений выборщиков имеет вид.
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В этом примере победителем по Кондорсе является кандидат 
[image: image322.wmf]c

, поскольку четыре выборщика из семи предпочитают его кандидату 
[image: image323.wmf]a

 и четыре выборщика из семи предпочитают его кандидату 
[image: image324.wmf]b

. Обозначим через 
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 количество очков, набираемое кандидатом 
[image: image326.wmf]S

x

Î

 по правилу голосования с подсчетом очков. Тогда
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Предположим, что выполняется строгое неравенство 
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, и при любом способе назначения очков, удовлетворяющем заданным условиям, кандидат 
[image: image333.wmf]a

 получает очков больше, чем кандидат 
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. Точно так же имеем 
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, и при любом способе на-значения очков кандидат 
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 получает очков больше, чем кандидат 
[image: image338.wmf]c

. Та-ким образом, в данном примере по правилу голосования с подсчетом оч-ков при любом способе назначения очков побеждает кандидат 
[image: image339.wmf]a

, а кандидат 
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, являющийся победителем по Кондорсе, не станет победителем по правилу голосования ПО ни при каком способе назначения очков.

У т в е р ж д е н и е.  Существуют профили предпочтений, при которых победитель по Кондорсе не может быть объявлен победителем ни при каком правиле голосования с подсчетом очков.

В частности, это относится и к правилу Борда. Таким образом, определение победителя по Кондорсе и определение победителя по Борда (а тем более определение победителя по правилу голосования с подсчетом очков) – это принципиально разные подходы.

Рассмотрим некоторое правило голосования. Если существует такой набор значений 
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, при котором правило голосования с подсчетом очков на каждом профиле предпочтений всегда дает тот же результат (того же победителя), что и рассматриваемое правило голосования, то можно сказать, что это правило голосования представимо в виде правила голосования с подсчетом очков. Не все правила голосования представимы в виде правила голосования с подсчетом очков. Например определение победителя по Кондорсе и любое правило голосования, состоятельное по Кондорсе, как мы видели, непредставимы в виде правила голосования с подсчетом очков.

Выясним – а сколько вообще существует различных правил голосования.

Пусть имеются множество кандидатов 
[image: image342.wmf]S

 и множество выборщиков 
[image: image343.wmf]M

. Количество кандидатов равно 
[image: image344.wmf]n

, а количество выборщиков равно 
[image: image345.wmf]m

. Каждый из выборщиков имеет свой индивидуальный порядок предпочтений, т.е. некоторую перестановку кандидатов, в которой на первом месте стоит наиболее предпочтительный для этого выборщика кандидат, на втором месте стоит кандидат, следующий по предпочтительности для данного выборщика, и т.д. Совокупность индивидуальных порядков предпочтений выборщиков образует профиль предпочтений выборщиков. Правило голосования – это отображение, которое ставит в соответствие каждому профилю предпочтений выборщиков одного кандидата – победителя по данному правилу голосования. Два правила голосования различны (два отображения различны), если хотя бы на одном профиле предпочтений они выводят в победители разных кандидатов, т.е. имеют разные значения.

Обозначим через 
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 количество различных профилей предпочтений при 
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 кандидатах и 
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 выборщиках. Два профиля предпочтений различны, если они отличаются индивидуальным профилем предпочтения хотя бы одного выборщика. Количество различных индивидуальных строгих порядков предпочтений при 
[image: image349.wmf]n

 кандидатах равно количеству различных перестановок из кандидатов, т.е. равно 
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 Каждый выборщик может иметь любой индивидуальный порядок предпочтений, т.е. первый выборщик может иметь любой из 
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 порядков предпочтений, второй выборщик может иметь любой из 
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 порядков предпочтений и т.д. Таким образом, различных профилей предпочтений для 
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 выборщиков будет 
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Вопрос о количестве различных правил голосования теперь может быть сформулирован следующим образом: сколькими различными спо-собами можно назначить победителей для всех профилей предпочтений? Всего профилей предпочтений 
[image: image356.wmf]K

. Первому профилю предпочтений
 можно назначить победителя 
[image: image357.wmf]n

 различными способами. На каждый такой вариант назначения второму профилю предпочтений можно назначить победителя также 
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 различными способами, т.е. всего первым двум профилям предпочтений победителей можно назначить 
[image: image359.wmf]2
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 различными способами, и т.д. Для 
[image: image360.wmf]K

 профилей предпочтений, различных вариантов назначения победителей всем профилям предпочтений, т.е. различных правил голосования, будет 
[image: image361.wmf]K
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. Отсюда окончательно получаем число различных правил голосования 
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Уже при 
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 количество различных правил голосования огромно 
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. Разумеется, подавляющее большинство из них нелепы с точки зрения здравого смысла. Например, в профиле индивидуальных предпочтений у всех выборщиков некоторый кандидат стоит на последнем месте, а правило голосования определяет его как победителя. Одна-ко, среди такого огромного множества правил голосования и необходимо найти то, которое наиболее правильно отображает мнение выборщиков.

Какими же еще свойствами должны обладать «справедливые», правила голосования? Приведем два очевидных свойства.

Аксиома анонимности (равноправие выборщиков). Имена (номера) выборщиков не имеют значения для результатов голосования. Другими словами, если два выборщика поменяются своими порядками предпочтений, то результат выборов не изменится.

Аксиома нейтральности (равноправие кандидатов). Имена (номера) кандидатов не имеют значения для результатов голосования, т.е. если кандидатов 
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 и 
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 поменять местами в индивидуальных порядках предпочтений всех выборщиков, то исход голосования будет соответствующим: если раньше побеждал кандидат 
[image: image368.wmf]x

, то теперь победителем будет кандидат 
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, если раньше побеждал кандидат 
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, то теперь победителем будет кандидат 
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, и если раньше побеждал кандидат 
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, отличный от кандидатов 
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 и 
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 (его не затрагивали переименования), то и теперь победителем будет кандидат 
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.

Рассмотрим еще две аксиомы.

Аксиома пополнения. Пусть имеются две группы выборщиков 
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. Если выборщики 
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 по заданному правилу голосования выбирают одного и того же кандидата 
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, то выборщики 
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 по тому же правилу голосования также изберут кандидата 
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.

Очевидно, что все правила голосования с подсчетом очков удовлетворяют аксиоме пополнения, т.к. очки кандидатов складываются из очков, полученных у выборщиков множества 
[image: image384.wmf]1
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, и очков, полученных у выборщиков множества 
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.

Аксиома непрерывности. Пусть выборщики из множества 
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 по заданному правилу голосования избирают кандидата 
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, а выборщики из множества 
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 – кандидата 
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. Тогда при достаточно большом 
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 числе дубликатов группы выборщиков 
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 из-берут кандидата 
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Другими словами, если добавлять по экземпляру 
[image: image394.wmf]1
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 выборщиков, предпочитающих кандидата 
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, то существует критическая масса, такая, что дальше будет избираться кандидат 
[image: image396.wmf]x

. Можно также сказать, что если коалиция выборщиков достаточно мала, то ее влияние на исход выборов теряется (здесь влияние 
[image: image397.wmf]2

M

 при достаточно большом 
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).

Приведем теперь один из наиболее важных результатов теории голосований.

Т е о р е м а   Я н г а.  Правило голосования тогда и только тогда является правилом голосования с подсчетом очков, когда оно удовлетворяет четырем аксиомам: аксиоме анонимности, аксиоме нейтральности, аксиоме пополнения и аксиоме непрерывности.

В формулировке этой теоремы два утверждения. С одной стороны, любое правило голосования с подсчетом очков удовлетворяет названным четырем аксиомам. Это практически очевидно. С другой стороны, если некоторое правило голосования удовлетворяет этим четырем аксиомам, то оно представимо в виде правила голосования с подсчетом очков, т.е. существует такой способ назначения очков 
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, что соответствующее правило голосования с подсчетом очков для любого профиля предпочтений выборщиков дает тот же результат, что и исходное правило голосования.

Таким образом, теорема Янга дает полную характеризацию правил голосования с подсчетом очков: они и только они удовлетворяют всем четырем аксиомам одновременно.

Напомним, что правило голосования называется состоятельным по Кондорсе, если оно в тех случаях, когда победитель по Кондорсе существует, определяет его в качестве победителя в голосовании. Из теоремы Янга следует, что любое правило голосования, состоятельное по Кондорсе, не удовлетворяет какой-либо из этих четырех аксиом. Действительно, если бы оно удовлетворяло всем четырем аксиомам, то оно, в силу теоремы Янга, было бы представимо в виде правила голосования с подсчетом очков, а это невозможно, как показывает пример 6.

Итак, любое «справедливое» правило голосования, т.е. удовлетворяющее четырем аксиомам, представимо в виде правила голосования с подсчетом очков. Но количество таких правил огромно. Проблема состоит в том, как выбрать совокупность назначаемых очков 
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. При разных вариантах назначения очков получаем различные правила голосования и разных победителей. Частными случаями правил голосования с подсчетом очков являются и правило Борда, и скомпрометированное правило относительного большинства.

Вопрос о том, как решить эту проблему, пока остается открытым.

Может быть, стоит дать право назначения очков самим выборщикам? Так делают при проведении экспертиз – каждый из экспертов дает свою оценку представленным объектам, и исходя из этих оценок определяется лучший объект. Это, конечно, уже не является правилом голосования с подсчетом очков. Рассмотрим этот подход.

Пусть имеется 
[image: image401.wmf]n

 объектов (кандидатов) и 
[image: image402.wmf]m

 экспертов (выборщиков). У каждого эксперта есть свой индивидуальный строгий порядок предпочтений объектов. Эксперты назначают очки каждому объекту согласно своему предпочтению либо в балльной шкале (например, от 0 до 100 баллов), либо в числовой шкале (например, числа от 0 до 10), отражая в своих оценках относительную степень своих предпочтений каждого объекта. Чем больше степень предпочтения эксперта относительно объекта, тем выше его оценка этого объекта.

Пусть 
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-м экспертом 
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. После этого обычно вычисляется оценка каждого объекта в виде среднего арифметического индивидуальных оценок:
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Объект, имеющий максимальную оценку 
[image: image409.wmf]j
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 определяется как лучший.

Однако такой подход вызывает некоторые затруднения.

Как отмечают многие авторы, поскольку в качестве групповой оценки используется средний балл, то это может способствовать победе «серых лошадок», т.е. объектов, имеющих средненькие результаты. Дело в том, что применение среднего балла нивелирует различия в мнениях экспертов. Средние оценки выражают то общее, что есть в индивидуальных оценках, однако они тривиальны. Это подтверждается экспериментами, в которых усредненные оценки группы профанов совпадают с усредненными оценками группы специалистов.

Члены группы экспертов могут использовать, явно или неявно, разные принципы и системы начисления очков. У разных экспертов могут быть разные масштабы измерения (единицы измерения) и точки отсчета. Например, один эксперт лучшему с его точки зрения объекту отдает максимально возможное количество очков, а худшему 0 очков. Другой эксперт считает, что максимально возможное количество очков соответствует некоторому «идеальному» объекту, а минимально возможное соответствует самому худшему объекту, который только можно себе представить. Поэтому он может назначать свои оценки, исходя из этого представления, где-то в промежутке между минимальной и максимально возможной оценками. Таким образом возникает проблема соизмерения предпочтений различных индивидуумов.

Таким образом, даже столь простая и привычная процедура, как использование среднего арифметического индивидуальных оценок, приводит к различным затруднениям, поэтому на практике проведение экспертиз – это достаточно серьезное мероприятие. После того, как экспертная комиссия сформирована, фиксируется процедура ее работы, т.е. способ экспертного оценивания и способ выражения экспертами своих оценок, например, анонимный опрос или открытое обсуждение. Далее в соответствии с принятой процедурой каждый эксперт выставляет оценки объектам, после чего производится обработка и анализ результатов экспертизы. Прежде всего оценивается согласованность оценок разных экспертов. Иногда мнения сильно расходятся. Для устранения таких расхождений прибегают к различным процедурам обмена мнениями. Проводится анализ точек зрения экспертов, оценка компетентности экспертов по их оценкам объектов и корректировка групповых оценок с учетом компетентности экспертов. Если полученные результаты не дают возможности принять решение, то экспертиза производится повторно. Обычно достаточно трех туров. Так работает, например, известный метод проведения экспертиз Дельфи.

Однако процедуры такого рода иногда только усиливают решимость экспертов остаться при своем мнении. Члены группы экспертов могут придерживаться существенно разных и даже противоречивых точек зрения в своих оценках. Если же эксперты дают близкую к максимальной оценку одному наиболее предпочтительному по их мнению объекту, а остальным объектам ставят низкие оценки, то, по существу, получаем правило относительного большинства. Таким образом, способ голосования, когда выборщики сами назначают очки объектам (кандидатам), может встретиться с существенными затруднениями, и его применение не спасает положения.

Как же быть? Какое правило голосования является лучшим, «правильно» определяет, какого из кандидатов объявить победителем.

На самом деле проблема не только в том, кого объявить победителем. Это не спорт, где победитель всегда должен быть, и победитель может быть определен даже с помощью жребия.

Проблема в том – а существует ли при имеющемся профиле предпочтений выборщиков кандидат, существенно превосходящий других кандидатов. Совокупность индивидуальных предпочтений отражает еще степень консолидации сообщества выборщиков или экспертов относительно множества кандидатов, и голосование должно отражать (отражает) степень этой консолидации.

Когда есть кандидат, побеждающий по правилу строгого большинства, т.е. имеющий больше 50% голосов, – это высокая степень консолидации сообщества выборщиков относительно кандидата – победителя.

Если нет кандидата, имеющего строгое большинство голосов, но есть победитель по Кондорсе, т.е. кандидат, побеждающий каждого другого кандидата в попарных сравнениях по совокупности индивидуальных предпочтений выборщиков – это можно рассматривать как достаточно высокую степень консолидации сообщества выборщиков относительно кандидатов.

Если же победителя по Кондорсе нет (нетранзитивность в пред-почтениях выборщиков) – это может означать низкую степень консолидации сообщества выборщиков. Можно считать, что в этом случае, объективно, нет среди кандидатов самого лучшего, нет «истинного» победителя. Это сигнал о том, что для того, чтобы победил лучший, необходимы определенные усилия для повышения степени консолидации, направленные, например, в случае проведения выборов, на изменение и совершенствование программ кандидатов или партий, их лучшего разъяснения и популяризации, или выдвижения других более привлекательных кандидатов. А в случае экспертизы качества проектов необходима существенная корректировка проектов, направленная на повышение их качества, или даже разработка новых проектов.

В этом смысле не существует лучшего правила голосования, у ка-ждого содержательного правила голосования есть свои достоинства и недостатки.

4. Коллективные предпочтения

Мы рассмотрели модели голосований, в которых из ряда объектов (кандидатов, проектов) множеству субъектов (индивидуумов, экспертов, выборщиков) нужно выбрать лучший. Часто желательно упорядочить (ранжировать) все представленные объекты из множества объектов 
[image: image410.wmf]S

 наилучшим образом с точки зрения индивидуальных предпочтений сообщества субъектов 
[image: image411.wmf]M

, например не только выбрать лучший законопроект из заданных 
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, но и указать порядок их предпочтений, например 
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, наилучшим образом согласующийся с имеющимися индивидуальными предпочтениями всех членов сообщества субъектов, т.е. указать агрегированный порядок предпочтений.

Такая проблема возникает, когда необходимо определить места в творческом конкурсе художественных произведений или исполнителей, в спортивном состязании, в котором учитывается не только количественный результат, но и качество исполнения (фигурное катание, гимнастика, прыжки в воду, и т.д.), при ранжировании образцов новой техники по перспективности и эффективности ее использования и т.д.

Задача состоит в том, чтобы определить «справедливые» методы объединения индивидуальных порядков предпочтений, т.е. выработать наилучшим образом согласованное групповое решение о порядке предпочтения рассматриваемых объектов на основе индивидуальных мнений (предпочтений) членов группы.

В практической жизни существует много методов такого агрегирования совокупности индивидуальных порядков предпочтений в общественный порядок: обычай, традиция, авторитет, религиозный закон, рыночный механизм, диктаторский декрет и др. Не все из них считаются справедливыми и представительными.

Пусть задано конечное множество объектов 
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. Обозначим через 
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 множество всех возможных строгих порядков предпочтений объектов из 
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. Если в множестве 
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 имеется 
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 объектов, то различных строгих порядков предпочтений объектов будет 
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 Пусть 
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 – конечное множество субъектов (выборщиков). Индивидуальное предпочтение 
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-го субъекта, 
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. Совокупность индивидуальных порядков предпочтений всех субъектов 
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 называется профилем предпочтений субъектов. Индивидуальный порядок предпочтений 
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-го субъекта может быть любым элементом множества 
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, и у различных субъектов могут быть совпадающие индивидуальные порядки предпочтений. Множество всех профилей предпочтений субъектов обозначим через 
[image: image430.wmf])

(

S

m

P

.

Рассмотрим задачу, когда задан профиль индивидуальных предпочтений субъектов 
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 из множества профилей предпочтений 
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 и нужно найти порядок общественных предпочтений 
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 в множестве порядков предпочтений 
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, наиболее согласованный с предпочтениями всех субъектов из множества 
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Отображение 
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, которое ставит в соответствие каждому профилю предпочтений 
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 некоторый порядок предпочтений объектов 
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, т.е. 
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, в литературе называется функцией коллективного (группового, общественного) выбора. Такое понимание несколько не согласуется с интуитивным. Интуитивно обычно подразумевается, что групповой выбор состоит в указании наиболее предпочтительного объекта, но не упорядочения (ранжирования) всех объектов по степени предпочтительности. Поэтому вместо термина «функция коллективного выбора» будем использовать термин «функция группового (или коллективного) предпочтения». 

Итак, функция коллективного (группового, общественного) предпочтения 
[image: image440.wmf]F

 определяет правило, которое ставит в соответствие каждому профилю индивидуальных порядков предпочтений субъектов 
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 некоторый порядок предпочтений для самого общества 
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К. Эрроу рассмотрел следующие свойства (аксиомы), которыми должна обладать функция 
[image: image443.wmf]F

, чтобы наилучшим образом агрегировать индивидуальные порядки предпочтений субъектов в общественный порядок.

А1. Аксиома универсальности. Функция коллективного предпочтения должна быть определена для всех возможных профилей индивидуальных предпочтений 
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Эта аксиома выражает принцип свободы мнений, свободы выбора.

А2. Аксиома монотонности или положительной связи общественных и индивидуальных предпочтений. Если для данного профиля предпочтений 
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 согласно функции коллективного предпочтения имеет место 
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 предпочтительнее объекта 
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 в общественном порядке предпочтений 
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 для заданного профиля 
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, то то же самое должно выполняться для профиля предпочтений 
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, полученного из 
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 следующим образом:

а) В каждом попарном сравнении объекта 
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 с любым другим объектом предпочтения субъектов либо те же, что и в 
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, либо меняются в пользу 
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б) Индивидуальные предпочтения субъектов по другим парам объектов, в которых 
[image: image457.wmf]x

 не участвует, остаются неизменными, т.е. такими же, как в 
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.

А3. Аксиома независимости от посторонних альтернатив. Если в двух профилях предпочтений 
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 и 
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 выполняется 
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 для одного и того же подмножества субъектов, то порядок общественного предпочтения относительно 
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 и 
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 должен быть одинаков для обоих профилей предпочтений, т.е.
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или, что то же самое,
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 тогда и только тогда, когда 
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т.е. коллективное предпочтение для пары 
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 и 
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 должно зависеть только от индивидуальных предпочтений для этой пары.

А4. Аксиома суверенности субъектов. Для каждой пары альтернатив (объектов) 
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 существует такой профиль индивидуальных предпочтений 
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, для которого в общественном предпочтении 
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Если это свойство не выполняется, то получаем, что для некоторой пары объектов 
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 не существует ни одного профиля индивидуальных предпочтений 
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, для которого имело бы место 
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 в коллективном предпочтении 
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. Рассмотрим профиль предпочтений, в котором все субъекты предпочитают объект 
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 объекту 
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, обозначим его через 
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. В профиле индивидуальных предпочтений субъектов 
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 все субъекты предпочитают объект 
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 объекту 
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, а в общественном порядке предпочтений для этого профиля 
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 это не выполняется. Таким образом, получается, что такой общественный (групповой, коллективный) порядок предпочтений навязан. Поэтому данное свойство еще называется свойством ненавязанности общественного предпочтения.

А5. Аксиома отсутствия диктаторства. Не должно быть такого субъекта 
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 и любых 
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Здесь через 
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 обозначен индивидуальный порядок предпочтений субъекта 
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Другими словами, для всех 
[image: image499.wmf])

(

S

P

m

P

Î

 не должно быть субъекта 
[image: image500.wmf]M

i

Î

0

 такого, что 
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, т.е. не должно быть такого субъекта, что для любого профиля предпочтений общественный (коллективный) порядок предпочтений для данного профиля совпадал бы с индивидуальным порядком предпочтений этого субъекта в этом профиле.

Т е о р е м а   Э р р о у.   Пусть число объектов 
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, а количество субъектов 
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. Тогда не существует функции коллективного предпочтения 
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, одновременно удовлетворяющей всем аксиомам А1 – А5, т.е. аксиомы А1 – А5 несовместны.

Эту теорему называют еще теоремой о невозможности.

Таким образом, казалось бы такие естественные безобидные условия приводят к невозможности построения коллективного предпочтения.

Из этой теоремы вытекают следующие утверждения.

Если функция коллективного предпочтения удовлетворяет аксиомам А1 – А4, то она диктаторская.

Действительно, если предположить, что такая ФКП не диктаторская, то тогда она удовлетворяет всем пяти аксиомам, что невозможно, поскольку противоречит утверждению теоремы Эрроу.

Если функция коллективного предпочтения удовлетворяет всего только трем аксиомам А1 – А3 (универсальность, монотонность, независимость от посторонних альтернатив), то она либо навязана, либо диктаторская.
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