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Ââåäåíèå
Ïîëåçíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìíîæåñòâ, ïî òüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòèðàñïîëîæåííûõ íèæå ;0, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå èõ ñâîéñòâî: A �T ;0 òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f(s; x) ,÷òî A(x) = limsf(s; x). Çäåñü A(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíî-æåñòâà A: A(x) = 1, åñëè x 2 A, è A(x) = 0, åñëè x 62 A. Òà-êèì îáðàçîì, óñëîâèå A �T ;0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî Aìîæåò áûòü âû÷èñëèìî àïïðîêñèìèðóåìî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùå-ñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéff(0; x); f(1; x); :::f(s; x); :::jx 2 !g, ñîñòîÿùèõ èç 0 è 1, ÷òî äëÿ êàæäîãîx ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(0; x); f(1; x); ::: ñóùåñòâóåò è ðàâåí çíà-÷åíèþ A(x).
Â ñâîèõ òåïåðü óæå ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàõ Þ.Ë. Åðøîâ[1968a,b][1970] ïîñòðîèë èåðàðõèþ ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ íèæå ;0, òå-ïåðü èçâåñòíóþ â ëèòåðàòóðå êàê "èåðàðõèÿ Åðøîâà". Ìåñòî ìíîæåñòâàA â èåðàðõèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîëè÷åñòâó èçìåíåíèé â àïïðîêñèìèöèèìíîæåñòâà A ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, ò. å. ïî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ïàð ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè. Èåðàðõèÿ Åðøîâà ñîñòîèò èç "êîíå÷íûõ" è "áåñêîíå÷íûõ"óðîâíåé. Ê êîíå÷íûì óðîâíÿì èåðàðõèè Åðøîâà îòíîñÿòñÿ ìíîæåñòâà, óêîòîðûõ êîëè÷åñòâî òàêèõ èçìåíåíèé îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì íàòóðàëü-íûì ÷èñëîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò îäíîìó èçáåñêîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà. Áåñêîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèèîïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõ êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ. (Êî-íå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà âïåðâûå ïîä äðóãèìè íàçâàíèÿìè áûëèîïðåäåëåíû è èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ãîëäà [1965], Ïóòíàìà [1965] è äðóãèõ.)Êàê îêàçàëîñü, âîçíèêàþùàÿ èåðàðõèÿ ìíîæåñòâ èñ÷åðïûâàåò âñþ ñî-âîêóïíîñòü ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ ïî òüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòè íèæå;0, ñòåïåíè êðåàòèâíîãî ìíîæåñòâà. Êàæäûé ñëåäóþùèé óðîâåíü èåðàð-õèè ñîäåðæèò âñå ïðåäûäóùèå, íî íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç íèõ, ïðèýòîì óðîâíè èåðàðõèè óñòðîåíû íàñòîëüêî "ðàâíîìåðíî", ÷òî âûñêàçû-âàëàñü äàæå ãèïîòåçà, ÷òî ïîëóðåøåòêè òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé ìíîæåñòâêîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, íåðàçëè÷èìû íà ÿçûêåïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷èëî èçâåñòíîñòü êàê "ãèïîòå-çà Äîâíåÿ" è âûçâàëî öåëûé ðÿä ïóáëèêàöèé.
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Còåïåíè, ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâà èç ðàçíûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøî-âà, èíòåíñèâíî èññëåäîâàëèñü íà÷èíàÿ ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ.Âûÿñíèëîñü, ÷òî îíè (÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå îòíîøåíèåì òüþðèíãî-âîé ñâîäèìîñòè) èìåþò áîãàòóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó, âî ìíîãîì, íî,êàê ïîçäíåå âûÿñíèëîñü, íå âî âñåì, ïîâòîðÿÿ ñâîéñòâà ñâîåãî âàæíåé-øåãî ïðåäñòàâèòåëÿ - êëàññà ñòåïåíåé, ñîäåðæàùèõ â. ï. ìíîæåñòâà.Ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé êíèãè ñîñòàâëÿþò ëåêöèè ïî èåðàðõèè Åð-øîâà, ÷èòàåìûå àâòîðîì â òå÷åíèè ðÿäà ëåò â âèäå ñïåöèàëüíîãî êóðñàäëÿ ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà â Êàçàíñêîì óíè-âåðñèòåòå. Â íåé ïðèâåäåíû ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè äîêàçàòåëü-ñòâà âñåõ íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ (íà ìîé âçãëÿä) ðåçóëüòàòîâ êàê ïîñòðîåíèþ ñàìîé èåðàðõèè ìíîæåñòâ, òàê è ïî ñòðîåíèþ èíäóöèðîâàííîéèåðàðõèè ïîëóðåøåòîê ñòåïåíåé íåðàçðåøèìîñòè.Êàæäûé ïàðàãðàô ñîïðîâîæäàåòñÿ óïðàæíåíèÿìè, ìíîãèå èç íèõ ìî-ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è êàê ïîäõîäÿùèå òåìû êóðñîâûõ è/èëè äèïëîì-íûõ ðàáîò, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ïîëîæèòü íà÷àëî è ñåðüåçíîé èññëå-äîâàòåëüñêîé ðàáîòå ïî ýòîé òåìàòèêå.Ñïåöêóðñ ÷èòàåòñÿ àâòîðîì íà ñòàðøèõ êóðñàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ïîñëå òîãî, êàê ñòóäåíòû óæå ïðîñëóøàëè êóðñûïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ïîýòîìó ïðè ÷òåíèèêíèãè ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé èòåîðèåé âû÷èñëèìîñòè â îáúåìå ñòàíäàðòíûõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ, â÷àñòíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîìñòâî ñ ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ ãëàâàìè êíè-ãè Ð. Ñîàðà "Âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà è ñòåïåíè", ïåðåâîäêîòîðîé ñ àíãëèéñêîãî îðèãèíàëà áûë îñóùåñòâëåí Êàçàíñêèì ìàòåìàòè-÷åñêèì îáùåñòâîì â 2000 ãîäó. Ìû òàêæå ïðèäåðæèâàåòñÿ îáîçíà÷åíèé,ïðèíÿòûõ â ýòîé êíèãå. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåëîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç !, òàê æå îáîçíà÷àåòñÿ è ïåðâûé áåñêîíå÷íûé êàðäè-íàë, ïðè÷åì ïî êîíòåêñòó áóäåò ïîíÿòíî, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå èìååòñÿââèäó. Äëÿ ìíîæåñòâà A � ! åãî äîïîëíåíèå, ðàâíîå !�A, áóäåì îáîçíà-÷àòü ÷åðåç �A. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç jAj. Ñòàíäàðò-íûå íóìåðàöèè âñåõ â. ï. è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àþòñÿñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç fWxgx2! è f�xgx2!.Êàê îáû÷íî, ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ê êîíöó øàãà s â ïðîöåññå âû÷èñ-ëåíèÿ �e(A;x) ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç �e(A;x)[s] îçíà÷àåò. Íàïðèìåð, åñëèìíîæåñòâî A â. ï. (èëè äîïóñêàåò êàêóþ íèáóäü ïîøàãîâóþ àïïðîêñèìà-öèþ), òî ýòà çàïèñü îçíà÷àåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé çà s øàãîâ ðàáîòûe-îé ìàøèíû Òüþðèíãà íà âõîäå x ñ îðàêóëîì A[s], ïîñëåäíåå îçíà÷à-



7
åò ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâî A, ïåðå÷èñëåííîå ê êîíöó øàãà s (ñîîòâåò-ñòâåííî, àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà A ê êîíöó øàãà s). Åñëè �e(A;x)îïðåäåëåíà, òî çíà÷åíèå åå use-ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ êàê 'e(A;x). Ïîîïðåäåëåíèþ, 'e(A;x) = 1+ íàèáîëüøåå ÷èñëî, èñïîëüçîâàííîå â ýòîìâû÷èñëåíèè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 'e(A;x)[s].Çàïèñü fdx îçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f ê ÷èñëàì y � x. Òàêèìîáðàçîì, åñëè �e(A;x) îïðåäåëåíà, òîãäà çíà÷åíèå åå use-ôóíêöèè ðàâ-íî Ad'e(A;x), è èçìåíåíèå A â ïðîìåæóòêå � 'e(A;x) ðàçðóøàåò ýòîâû÷èñëåíèå.Äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ hx; yi, îïðåäåëåííàÿ êàê hx; yi := (x+y)2+3x+y2äëÿ x; y 2 !, è îñóùåñòâëÿþùàÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå !2 íà !, íà-çûâàåòñÿ êàíòîðîâñêîé íóìåðóþùåé ôóíêöèåé. ×åðåç l è r îáîçíà÷à-þòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x; y 2 !,hl(x); r(x)i = x, l(hx; yi) = x; r(hx; yi) = y; n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ hx1; : : : xniïðè n > 2 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: hx1; : : : xni = hh: : : hx1; x2i; x3i; : : : ; xni. Â ýòîìñëó÷àå s-ÿ êîìïîíåíòà hx1; : : : xni îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç cn;s. Òàêèì îáðàçîì,hcn;1(x); : : : cn;n(x)i = x è cn;s(hx1; : : : xni) = xs. Åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå xîïðåäåëåíà, òî ïèøåì f(x) #, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïèøåì f(x) ". ×åðåçA[x] Îáîçíà÷àåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A \ f0; 1; : : : ; x� 1g. Õàðàêòåðè-ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå áóêâîé: A(x) = 1,åñëè x 2 A, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A(x) = 0. ×åðåç fDngn2! îáîçíà÷àåòñÿ êà-íîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ !: Dn = fx1; : : : ; xng,åñëè n = 2x1 + 2x2 + : : : + 2xn , ãäå x1 > x2 > : : : > xn. (Åñëè n = 0,òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì Dn = ;.) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè fîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dom(f), îáëàñòü åå çíà÷åíèé - ÷åðåç rng(f).



8



Ãëàâà 1
Ìíîæåñòâà èç èåðàðõèè Åðøîâà

Ýòà ãëàâà ñîäåðæèò îïèñàíèå óðîâíåé èåðàðõèè, à òàêæå ðåçóëüòàòû îñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ èç ðàçëè÷íûõ åå óðîâíåé. Â x1 ìû èçó÷àåì ñâîéñòâàìíîæåñòâ èç êîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà. Â x2 óáåäèìñÿ, ÷òîìíîæåñòâà êîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà äàëåêî íå èñ÷åðïûâà-þò âñþ ñîâîêóïíîñòü �02-ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó â x9 ìû ðàñïðîñòðàíèì ýòóèåðàðõèþ è íà áåñêîíå÷íûå óðîâíè, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîé öåëè êëèíèåâ-ñêóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ. x8 ñîäåðæèòíåîáõîäèìûå äëÿ ýòîé öåëè îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû,â ÷àñòíîñòè îïèñàíèå �02-ìíîæåñòâ íà ÿçûêå êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíà-ëîâ. Â xx3; 4 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ïåðâîãî áåñêîíå÷íîãî óðîâíÿèåðàðõèè - !-â. ï. ìíîæåñòâ.Â öåëîì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ è ñòåïåííàÿ ñòðóêòóðû ìíîæåñòâèç áåñêîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà óñòðîåíû èíà÷å, ÷åì ýòèñòðóêòóðû äëÿ â. ï. ìíîæåñòâ. Íî ìíîãèå âàæíåéøèå ñâîéñòâà â. ï.ìíîæåñòâ ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé. Ìû ýòî äåìîíñòðèðóåì íàäâóõ ïðèìåðàõ. Â x4 ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèÿìè ïðîäóêòèâíîãî è êðåàòèâ-íîãî ìíîæåñòâ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ��1n -ïðîäóêòèâíîãî è ��1n -êðåàòèâíîãîìíîæåñòâ è èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà, âïîëíå ïîõîæèå íà ñâîé-ñòâà èõ êëàññè÷åñêèõ àíàëîãîâ. À â x5 èçâåñòíûé êðèòåðèé ïîëíîòû â. ï.ìíîæåñòâ, èñïîëüçóþùèé ñóùåñòâîâàíèå ñâîäÿùèõñÿ ïî Òüþðèíãó ôóíê-öèé "áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê", îáîáùàåòñÿ íà âñå êîíå÷íûå óðîâíè ýòîé
9



10 Ãëàâà 1. Ìíîæåñòâà èç èåðàðõèè Åðøîâà
èåðàðõèè.Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Êàðñòåíñà [1978] (ñì. òåîðåìû 8, 12) ìíîæå-ñòâà êîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà ìîæíî îïèñàòü êàê ìíîæåñòâà,îãðàíè÷åííî òàáëè÷íî (btt-) ñâîäÿùèåñÿ ê êðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó, à !-â. ï. ìíîæåñòâà êàê ìíîæåñòâà, êîòîðûå ê íåìó òàáëè÷íî (tt-) ñâîäÿòcÿ.Â x10 ìû îáîáùàåì ïîíÿòèå òàáëè÷íîé ñâîäèìîñòè ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòüàíàëîãè÷íûå îïèñàíèÿ è äëÿ ìíîæåñòâ èç äðóãèõ áåñêîíå÷íûõ óðîâíåéèåðàðõèè Åðøîâà. Â x11 èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ íîâûõ ñâî-äèìîñòåé.

x1: Êîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà
Îïðåäåëåíèå 1 Ãîâîðÿò, ÷òî (âñþäó îïðåäåëåííàÿ) îäíîìåñòíàÿôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (âñþäó îïðåäåëåí-íûõ) ôóíêöèé ffsgs2!, åñëè fs(x) = f(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ (ò. å. äëÿâñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) s ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x: Â ýòîì ñëó÷àåòàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ffsgs2! (ïîòî÷å÷íî)ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f (çàïèñûâàåòñÿ êàê f = lims fs).

Íà÷íåì èçëîæåíèå ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå, êàê âèäíîèç ñêàçàííîãî âî ââåäåíèè, ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ïîñëåäóþùèõ ðàññìîò-ðåíèé.
Ëåììà 1 (Ëåììà î ïðåäåëå) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , è äëÿ ëþáîãî ìíî-æåñòâà A, f �T A0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ A-ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ffsgs2!, ÷òî f = limsfs.(Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ôóíêöèÿ f �T ;0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîéðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ffsgs2!.)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f �T A0. Òàê êàê A0 â. ï. îòíîñèòåëüíî A, ìûìîæåì ôèêñèðîâàòü òàêîå n, ÷òî A0 = WAn . Ïóñòü f = �A0e äëÿ íåêîòîðîãîe 2 !.Îïðåäåëèì

fs(x) = ( �WAne (x)[s] , åñëè �WAne (x)[s] #;0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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ßñíî, ÷òî ffsgs2! ÿâëÿåòñÿ A-ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ. Òàê êàê ôóíêöèÿ f âñþäó îïðåäåëåíà, òî äëÿ ëþáîãî x íàéäåòñÿòàêîå s, ÷òî �WAne (x)[s] #, è äëÿ ëþáîãî t, �WAne (x)[s + t] = �WAn;se;s (x). Ïî-íÿòíî, ÷òî f(x) = fs(x).
(() Ïóñòü f = limsfs, ãäå ffsgs2! - A-ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü B = fhs; xij9t � s(ft(x) 6= ft+1(x))g. ßñíî, ÷òî Bâ.ï îòíîñèòåëüíî A, ïîýòîìó B �T A0. ßñíî òàêæå, ÷òî f �T B. �Çàìå÷àíèå 2 Åñëè â ëåììå î ïðåäåëå ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, òî óäîáíî A-ðàâíîìåðíîâû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ffsgs2! ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿâñåõ s è x âûïîëíÿëîñü óñëîâèå fs(x) 2 f0; 1g. Ýòîãî, íàïðèìåð, ìîæ-íî äîáèòüñÿ, çàìåíèâ â ïåðâîé ñòðîêå îïðåäåëåíèÿ fs(x) âûðàæåíèå�WAne (x)[s] íà sg(�WAne (x))[s]. Äëÿ äàëüíåéøåãî âûáèðàåì èìåííî ýòîòñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ.Ïóñòü A �T ;0. Ïî ëåììå î ïðåäåëå ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ f , ÷òî A = limsf(s; x) è ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2 äëÿ ëþáîãîx 2 N ñïðàâåäëèâî f(0; x) = 0:
Îïðåäåëèì â. ï. ìíîæåñòâà Ri; i 2 N :
R0 = fyj 9s(f(s; y) = 1)g;R1 = fyj 9s0 < s1(f(s0; y) = 1; f(s1; y) = 0)g; è â îáùåì ñëó÷àå äëÿx > 0;Rx = fyj 9s0 < s1 < ::: < sx(f(s0; y) = 1; f(s1; y) = 0; :::; f(sx; y) =rest(x+ 1; 2))g;
ßñíî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Rx â. ï., ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fRxgx2! ðàâíî-ìåðíî âû÷èñëèìà, è R0 � R1 � R2 � :::Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî1\n=0Rn = ; è A = 1[n=0(R2n �R2n+1) (1)

Îáðàòíî, ïóñòü fRxgx2! òàêàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü â. ï. ìíîæåñòâ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1) âûïîëíåíû. Äëÿ ëþáîãî x 2 !èìååì: åñëè x 62 R0, òî x 62 A, åñëè æå x 2 R0, òî



12 Ãëàâà 1. Ìíîæåñòâà èç èåðàðõèè Åðøîâà
x 2 A, 9n(x 2 R2n �R2n�1)(Òàêîå ÷èñëî n íàéäåòñÿ èç-çà óñëîâèÿ T1n=0Rn = ;.)Ïîýòîìó A �T ;0.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (1),ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ �02-ìíîæåñòâ. Îôîðìèì ýòî óòâåð-æäåíèå â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3 Ìíîæåñòâî A T -ñâîäèòñÿ ê ;0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â. ï.ìíîæåñòâ fRxgx2!, ÷òî

R0 � R1 � :::; 1\x=0Rx = ;; è A = 1[x=0(R2x �R2x+1)
Åñëè â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà A ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfRxgx2! âñå åå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ðàâíû ïóñòîìó ìíîæå-ñòâó, òî ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå êîíå÷íîìó óðîâíþ nèåðàðõèè Åðøîâà.

Îïðåäåëåíèå 2 Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ n-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-ìûì (n-â. ï. ìíîæåñòâîì), åñëè ëèáî n = 0 è A = ;, ëèáî n > 0 èñóùåñòâóþò òàêèå â. ï. ìíîæåñòâà R0 � R1 � R2 � ::: � Rn�1, ÷òî
A = [n�12 ][i=0 (R2i �R2i+1) (Çäåñü ïðè n íå÷åòíîì Rn = ;.)

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ïðè n > 1 è n ÷åòíîì (n = 2m) èìååì
A = m�1[x=0(R2x �R2x+1);

è ïðè n > 1 è n íå÷åòíîì (n = 2m+ 1)
A = [m�1[x=0(R2x �R2x+1)] [R2m:
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Òàêèì îáðàçîì, 1-â. ï. ìíîæåñòâà - ýòî â òî÷íîñòè âñå â. ï. ìíîæåñòâà,2-â. ï. ìíîæåñòâà èìåþò âèä R1 � R2, ãäå R1 � R2 - â. ï. ìíîæåñòâà,ïîýòîìó èõ åùå íàçûâàþò d-â. ï. (difference-â. ï.) ìíîæåñòâàìè, 3-â. ï.ìíîæåñòâà èìåþò âèä (R1 �R2) [R3 è ò.ä.
n-â. ï. ìíîæåñòâà îáðàçóþò óðîâåíü ��1n èåðàðõèè Åðøîâà, î íèõ òàêæå ãîâîðÿò êàê î ��1n -ìíîæåñòâàõ. Ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç äîïîëíåíèé��1n -ìíîæåñòâ, îáðàçóþò óðîâåíü ��1n èåðàðõèè (��1n -ìíîæåñòâà). ×åðåç��1n îáîçíà÷àåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýòèõ äâóõ êëàññîâ:

��1n = ��1n \ ��1n :
Ïîçäíåå â òåîðåìå 11 ìû ïðèâîäèì èìåþùèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòè-ìè êëàññàìè.

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 3, ïîçâî-ëÿþò òåïåðü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 4 Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. äëÿ íåêîòîðîãî n � 0 òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g îòäâóõ ïåðåìåííûõ s è x, ÷òî A(x) = limsg(s; x); äëÿ ëþáîãî x g(0; x) =0; è

jfsjg(s+ 1; x) 6= g(s; x)gj � n: (1)
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà fsjg(s+1; x) 6=g(s; x)g ÷åðåç �A;g(x). ßñíî, ÷òî ÷èñëî �A;g(x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé ÷èñ-ëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñëîæíîñòè" àïïðîêñèìàöèè A(x) ïîñðåäñòâîìâû÷èñëèìîé ôóíêöèè g. ßñíî òàêæå, ÷òî çíà÷åíèÿ �A;g çàâèñÿò îò âûáî-ðà ôóíêöèè g.
×åðåç Rn îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü n-â. ï. ìíîæåñòâ. Êàæäîå n-â. ï.ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è (n+ 1)-â. ï. ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó

R0 �R1 �R2 � :::.
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Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (ñì. òåîðåìó 5), ÷òî îáðàòíûå âëîæåíèÿ íå èìåþòìåñòà.

Òåîðåìà 5 Äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò (n + 1)-â. ï. ìíîæåñòâî ñ(n+ 1)-â. ï. äîïîëíåíèåì, êîòîðîå íå n-â. ï. è äàæå íå êî-n-â. ï.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. óïðàæíåíèå 1:4.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà îá èåðàðõèè) Äëÿ ëþáîãî n > 0,
��1n [ ��1n � ��1n+1 \ ��1n+1;è ýòî âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Óïðàæíåíèÿ
1.1. (Ýïøòåéí, Õààñ è Êðàìåð [1981]) Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ n-ñëàáî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì äëÿ n � 0 (n-ñëàáî â. ï. ìíîæåñòâî),åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g îò äâóõ ïåðåìåííûõ s èx, ÷òî A(x) = limsg(s; x) è

jfsjg(s+ 1; x) 6= g(s; x)gj � n
(ò. å. ïîâòîðÿåòñÿ îïðåäåëåíèå n-â. ï. ìíîæåñòâà, íî ïðè ýòîì îòñóòñòâóåòóñëîâèå "g(0; x) = 0 äëÿ ëþáîãî x").à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî 0-ñëàáî â. ï. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîíî âû÷èñëèìî; êàæäîå n-â. ï. ìíîæåñòâî è n-ñëàáî â. ï.; ìíîæåñòâî An-ñëàáî â. ï. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n � 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãîäîïîëíåíèå �A òàêæå n-ñëàáî â. ï.á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà A è �A îáà (n + 1)-â. ï. (ò. å. A 2 ��1n+1)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè n-ñëàáî â. ï.â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò n-ñëàáî â. ï. ìíîæå-ñòâî, äëÿ êîòîðîãî íè îíî, íè åãî äîïîëíåíèå íå n-â. ï.

1.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n � 1, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ (n+1)-â. ï. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå â. ï. ìíîæåñòâî B èn-â. ï. ìíîæåñòâî C, ÷òî B � C è A = B � C.
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1.3. Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå �02-ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òîA = S1x=0(R2x � R2x+1) äëÿ íåêîòîðîé ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ fRxgx2! òàêîé, ÷òî R0 � R1 � R2 � :::. Òàêèìîáðàçîì, â òåîðåìå 3 óñëîâèå T1x=0Rx = ; íåîáõîäèìî.
1.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò n-â. ï. ìíîæåñòâî,äîïîëíåíèå êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì.
1.5. Äîêàæèòå òåîðåìó 5.
1.6. (Ìàðêâàëä) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîìäëÿ íåêîòîðîãî n � 1, òîãäà ëèáî A, ëèáî äîïîëíåíèå A ñîäåðæèò áåñêî-íå÷íîå â. ï. ìíîæåñòâî.
1.7. (Äæîêóø [1968]) Ìíîæåñòâî M 2 ! íàçûâàåòñÿ ïîëóðåêóðñèâ-íûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f îò äâóõ ïåðåìåí-íûõ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2 !, f(x; y) 2 fx; yg è fx; yg \M 6= ; !f(x; y) 2 fx; yg \M .(Äæîêóø è Îóèíãñ [1990]) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëóðåêóðñèâíîå ìíî-æåñòâî ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ íåêîòîðîãî n 2 !, òîãäà ëèáîîíî ñàìî, ëèáî åãî äîïîëíåíèå â. ï.
1.8. (Ëàõëàí [1968]) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè d-â. ï. ìíîæåñòâî D ãèïåð-ãèïåðèììóííî, òîãäà D â. ï. Óêàçàíèå. Ïóñòü D = B � A;A � B. Îïðå-äåëèì ðàâíîìåðíî â. ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â. ï. ìíîæåñòâ Ri; i 2 !. Íàøàãå s+ 1 âûáåðåì òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî (åñëè ñóùåñòâóåò) y, ÷òî:i) y 2 Bs � As,ii) y 62 [i2!Ri;s, èiii) äëÿ íåêîòîðîãî (íàèìåíüøåãî) j òàêîãî, ÷òî Rj;s � As, ñïðàâåäëèâîy > maxi<j j Ri;s j.Ïîëàãàåì Rj;s+1 = Rj;s [ fyg, è Ri;s+1 = Ri;s äëÿ âñåõ i 6= j. Íàêîíåö,äëÿ âñåõ i, Ri = [s2!Ri;s.a) Äîêàæèòå, ÷òî íå âñå ìíîæåñòâà Ri êîíå÷íû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àåìíîæåñòâî B � A íå ãèïåðãèïåðèììóííî);b) Ïóñòü k - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
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Rk áåñêîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C = [i 6=kRi âû÷èñëèìî,B � A �? C � B è, ïîýòîìó, D = B � A = A [B =? A [ C.

1.9. (Ëàõëàí) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 2-â. ï. ìíîæåñòâà D ñóùå-ñòâóåò òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òî A �T D è D â. ï. îòíîñèòåëüíî A.(Òàêèì îáðàçîì, åñëè D íå â. ï., òî A íå âû÷èñëèìî.)Óêàçàíèå. Ïóñòü D = D0 � D1, ãäå D0 � D1 â. ï. ìíîæåñòâà, èDs = D0;s �D1;s. Îïðåäåëèòå A = fhs; xijx 2 Ds �Dg.
1.10. (Åðøîâ [1968]) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n � 1 ñëåäóþùèå äâàïðåäëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:a) ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ (n+ 1)-â. ï. ìíîæåñòâîì;b) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ 1-1-ôóíêöèÿ f , ÷òî D = f(! � A)äëÿ íåêîòîðîãî n-â. ï. ìíîæåñòâà A.
1.11. Îáîáùàÿ óïðàæíåíèå 1:9 äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1,åñëè A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâàA1 �T A2 �T : : : �T An�1 �T An = A, ÷òî êàæäîå Am, 1 � m < n,ÿâëÿåòñÿ m-â. ï. ìíîæåñòâîì, è Am+1 â. ï. îòíîñèòåëüíî Am.
1.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñêà÷îê A0 ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï.ìíîæåñòâîì äëÿ íåêîòîðîãî n < !, òîãäà A âû÷èñëèìî.
1.13. Ïî äàííîìó ìíîæåñòâó A ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ìíî-æåñòâî B(A): B(A) = fxjDx � Ag.a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n; 1 � n < !, ìíîæåñòâî A ÿâ-ëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà è B(A) ÿâëÿåòñÿn-â. ï. ìíîæåñòâîì.b) Ïîñòðîéòå !-â. ï., íî íå n-â. ï. íè äëÿ êàêîãî n < ! ìíîæåñòâî A,äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî B(A) ÿâëÿåòñÿ 3-â. ï. ìíîæå-ñòâîì.
1.14. Ïóñòü A â. ï. ìíîæåñòâî è ! � A = fa0; a1; : : :g. Äîêàæèòå, ÷òîìíîæåñòâî fa0; <a0; a1>;<a0; a1; a2>; : : :g ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì.
Êîììåíòàðèè. Ëåììà î ïðåäåëå âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Ø¼í-ôèëäà [1959]. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, êîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøî-âà ïîä äðóãèìè íàçâàíèÿìè îïðåäåëÿëèñü è èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòàõ
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Ïóòíàìà [1965] è Ãîëäà [1965]. Àääèñîí [1965] ðàññìîòðåë îáùèé ìåòîäïîñòðîåíèÿ "ðàçíîñòíûõ" èåðàðõèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåííàÿ èì èåðàð-õèÿ, ïîðîæäåííàÿ â. ï. ìíîæåñòâàìè, ïðèâîäèò ê òåì æå êëàññàì n- è!- â. ï. ìíîæåñòâ (îïðåäåëåíèå !-â. ï. ìíîæåñòâà ñì. â ñëåäóþùåì ïà-ðàãðàôå). Â ýòîé æå ðàáîòå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà n- è !-â. ï.ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, òåîðåìà 6 îá èåðàðõèè. Îáîçíà÷åíèÿ ��1n ;��1n è��1n äëÿ êîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè, òàê æå, êàê è àíàëîãè÷íûå îáî-çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ óðîâíåé, ïðèâåäåííûå â ïàðàãðàôàõ 3 è 9,ââåäåíû Åðøîâûì [1968a,b].

x2: !-â. ï. ìíîæåñòâà. Ñâÿçü ñ òàáëè÷íîé ñâîäèìîñòüþ
Íà÷íåì èçëîæåíèå ñ òåîðåìû 8, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé õàðàêòå-ðèñòèêîé n-â. ï. ìíîæåñòâ â òåðìèíàõ òàáëè÷íîé ñâîäèìîñòè. Â ýòîéòåîðåìå ñâîéñòâî m-ñâîäèìîñòè â. ï. ìíîæåñòâà ê êðåàòèâíîìó ìíîæå-ñòâó îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé n-â. ï. ìíîæåñòâ ñ çàìåíîé m-ñâîäèìîñòè íàbtt-ñâîäèìîñòü ñ íîðìîé n. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü f�ngn2! - ýôôåêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõôîðìóë, ïîñòðîåííûõ èç àòîìíûõ âûñêàçûâàíèé âèäà hk 2 Xi äëÿ ðàç-ëè÷íûõ k 2 !. Ôîðìóëû �n íàçûâàþòñÿ òàáëè÷íûìè èëè tt-óñëîâèÿìè.Íîðìîé tt-óñëîâèÿ íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â íåãî àòîìíûõ âû-ñêàçûâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 3 à) Ìíîæåñòâî A òàáëè÷íî ñâîäèòñÿ (tt-ñâîäèòñÿ) êìíîæåñòâó B, ïèøåì A6ttB, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèèf è äëÿ âñåõ õ
x 2 A() B j= �f(x),ò. å. Â óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �f(x).á)Åñëè â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè âñå tt-óñëîâèÿ �f(x) èìåþò íîðìón, òî ìíîæåñòâî A btt-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B ñ íîðìîé n.

Çàìå÷àíèå 7 Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå òàáëè÷-íîé ñâîäèìîñòè ìíîæåñòâà A ê ìíîæåñòâó B ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþ-ùåìó: ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ ïàðâèäà (F; �), ãäå F = fx0; x1; : : : ; xn�1g n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, à � -



18 Ãëàâà 1. Ìíîæåñòâà èç èåðàðõèè Åðøîâà
n-ìåñòíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Êàæäóþ òàêóþ ïàðó íàçîâåì òàáëè÷íûìóñëîâèåì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò òàáëè÷-íîìó óñëîâèþ � = (F; �) (ïèøåì A j= �), åñëè�(A(x0); A(x1); : : : ; A(xn�1)) = 1. Òåïåðü A6ttB, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿâû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî äëÿ ëþáîãî x, x 2 A () B j= �f(x): Çäåñü�f(x) - òàáëè÷íîå óñëîâèå ñ íîìåðîì f(x) èç ýòîé íóìåðàöèè ïàð.
Òåîðåìà 8 Åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì, òîãäàA �btt K ñ íîðìîé n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, A = (R1 � R2) [ ::: [ (Rn�1 � Rn)(n-÷åòíîå ÷èñëî), ãäå R1 � R2 � ::: � Rn - â. ï. ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì÷åðåç fi; 1 � i � n, âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, m-ñâîäÿùèå Ri ê K. Òîãäà

x 2 A, n2_k=1ff2k�1(x) 2 K&f2k(x) =2 Kg:
Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî çàïèñàòü â âèäå tt-óñëîâèÿ ñíîðìîé n. �

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà (ñì. óïð. 2:2). Ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 9 Åñëè ìíîæåñòâî A btt-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó K ñ íîðìîén, n � 1, òî A ÿâëÿåòñÿ n-ñëàáî â. ï. ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A btt-ñâîäèòñÿ ê K ñ íîðìîé n.Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè òàêóþ áó-ëåâó ôóíêöèþ � è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî fx1; x2; : : : ; xng; ÷òî x 2 A $�(K(x1); : : : ; K(xn)).Îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(s; x) = �(Ks(x1); : : : ; Ks(xn)):Òîãäà, î÷åâèäíî, A(x) = limsg(s; x), è jfsjg(s+ 1; x) 6= g(s; x)gj � n: �

Ñëåäñòâèå 10 Äëÿ ëþáîãî n � 1 ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ��1n+1-ìíî-æåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî btt-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâóK ñ íîðìîé n.
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Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîãäà" íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 9è óïðàæíåíèÿ 1:1á. Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîëüêî òîãäà" ñëåäóåò èçóïðàæíåíèÿ 1:1á ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è èç óïðàæíåíèÿ 2:1 (ýòîãîïàðàãðàôà). �

Ìû âèäèì, ÷òî n-â. ï. ìíîæåñòâà ïðè n < ! íå èñ÷åðïûâàþò âñþñîâîêóïíîñòü �02-ìíîæåñòâ. ×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå øèðîêèé êëàññ �02-ìíîæåñòâ, ðàñøèðèì ïîíÿòèå n-â. ï. ìíîæåñòâà, íàêëàäûâàÿ áîëåå ñëà-áûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè �A;g(x) â ïðåäñòàâëåíèè (1.1).ßñíî, ÷òî ëþáîå òàêîå ðàñøèðåíèå ïîòðåáóåò ñ ðîñòîì x è íåîãðàíè÷åí-íîãî ðîñòà çíà÷åíèé ôóíêöèè �A;g(x). Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè �A;g õîòÿè ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, íî êàæäîå �A;g(x) îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì âòî÷êå x íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü f - ïðîèçâîëüíàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ îäíî-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ f -âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-ìûì (f-â. ï. ìíîæåñòâî), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿg, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s è x,

A(x) = limsg(s; x), è�A;g(x) � f(x):
Çäåñü ïî-ïðåæíåìó �A;g(x) = jfsjg(s; x) 6= g(s+ 1; x)gj.
(Åñëè f âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 òàêèå ìíî-æåñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå !-â. ï. ìíîæåñòâàìè.)

Òåîðåìà 11 à) Ñóùåñòâóåò x-â. ï. ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå n-â. ï. íèäëÿ êàêîãî n 2 !.á) Ïóñòü f è g òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ÷òî 91x(f(x) < g(x)).Òîãäà ñóùåñòâóåò g-â. ï., íî íå f -â. ï. ìíîæåñòâî.â) Ñóùåñòâóåò �02-ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ f -â. ï. ìíî-æåñòâîì íè äëÿ êàêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f.
Ëîêàçàòåëüñòâî. Âñå òðè ïóíêòà òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî.Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà à) òåîðåìû ôèêñèðóåì íåêîòîðóþýôôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ âñåõ n-â. ï. (n � 2) ìíîæåñòâ fVege2!. Ýòîìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè e = h2k + 1; ni è
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n = hn0; : : : ; n2k+1i, òî ïîëàãàåì Ve = k[i=0(Wn2i � Wn2i+1), à åñëè e =
h2k; ni è n = hn0; : : : ; n2ki, òî ïîëàãàåì Ve = f k[i=0(Wn2i �Wn2i+1)g [Wn2k èïðîâîäèì îáû÷íóþ äèàãîíàëüíóþ êîíñòðóêöèþ:Äëÿ ëþáîãî x îïðåäåëèì g(0; x) = 0 è, ðàññìàòðèâàÿ íà øàãå s > 0ìíîæåñòâî Ve, ãäå e = hm;ni (ò. å. Ve ÿâëÿåòñÿ m-â. ï. ìíîæåñòâîì),îïðåäåëèì xe (åñëè xe åùå íå îïðåäåëåíî) êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî, áîëüøååâñåõ ðàíåå ðàññìîòðåííûõ (â ÷àñòíîñòè xe > m). Ïîëàãàåì g(s; xe) =1� Ve;s(xe) è g(s; x) = g(s� 1; x) äëÿ âñåõ x 6= xe.Ïóñòü A = fx j lims g(s; x) = 1g. ßñíî, ÷òî g âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ è Ax-â. ï. ìíîæåñòâî. ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî e, A(xe) = limsg(s; xe) =lims(1� Ve;s(xe)) = 1� Ve(xe).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. â) ñì. óïð. 1.2.5. �

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî n-â. ï. ìíîæåñòâà ïðè n < ! btt-ñâîäÿòñÿ êêðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó K ñ íîðìîé n. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f -â. ï. ìíî-æåñòâà ïðè âû÷èñëèìûõ f tt-ñâîäÿòñÿ ê K.
Òåîðåìà 12 Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A, A �tt ;0 òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ f -â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîéôóíêöèè f .
Äîêàçàòåëüñòâî.()) Ïî äàííîìó x ýôôåêòèâíî íàõîäèì ÷èñëî n, áóëåâó ôóíêöèþ� : f0; 1gn ! f0; 1g è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ft1; : : : tng òàêèå, ÷òî x 2A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �(K(t1); : : : K(tn)) = 1, è îïðåäåëÿåìg(s; x) = �(Ks(t1); : : : Ks(tn)). Çäåñü ïî-ïðåæíåìó K êðåàòèâíîå ìíîæå-ñòâî è fKsgs2! ýôôåêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ K.ßñíî, ÷òî A(x) = lims g(s; x), è jfs : g(s; x) 6= g(s+ 1; x)gj � n.
(() Òåïåðü ïóñòü A(x) = lims g(s; x) è jfs : g(s; x) 6= g(s + 1; x)gj � �(x)äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè �. Îïðåäåëèì

M = fhi; x; ai : 9t(jfs � t : g(s; x) 6= g(s+ 1; x)gj = i&g(t; x) = a)g
ßñíî, ÷òî M â. ï. è x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà h0; x; 1i 2 M & h1; x; 1i 62M & h1; x; 0i 62 M _ h1; x; 1i 2 M & h2; x; 1i 62 M & h2; x; 0i 62 M _ : : : _h�(x); x; 1i 2M:
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå tt-óñëîâèÿ. ÏîýòîìóA �tt M �tt ;0. �

Òàê êàê â îïðåäåëåíèè f -â. ï. ìíîæåñòâà îáëàñòü çíà÷åíèé âû÷èñëè-ìîé ôóíêöèè f ñâåðõó íå îãðàíè÷åíà íèêàêèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì (âîòëè÷èå îò ñëó÷àÿ n-â. ï. ìíîæåñòâ ïðè n < !), òî åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 5 Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì, åñëèîíî f -â. ï. äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f .

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîéôóíêöèè f â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îá-ëàñòü çíà÷åíèé ó÷àñòâóþùèõ â ýòîì îïðåäåëåíèè âû÷èñëèìûõ ôóíê-öèé f , âñå âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì !-â. ï. ìíîæåñòâà îêàçûâàþòñÿ m-ýêâèâàëåíòíûìè.
Òåîðåìà 13 Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ f -â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ íåêîòîðîéâû÷èñëèìîé ôóíêöèè f , A 6= ;, è ïóñòü g - òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíê-öèÿ, ÷òî 8y9x(g(x) � y) (òî åñòü îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè g ñâåð-õó íåîãðàíè÷åíà). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå g-â. ï. ìíîæåñòâî B, ÷òîA �m B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òîäëÿ êàæäîãî x A(x) = limsh(s; x) èjfsjh(s; x) 6= h(s+ 1; x)gj � f(x):

Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíê-öèþ p : p (0) = 0, è äëÿ x � 0
p(x+ 1) = �yfy > p(x)&g(y) � f(x+ 1)g:

Òåïåðü ïóñòü B = fxj9z 2 A(x = p(z))g.
à) Äîêàæåì, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ g-â. ï. ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿïðîèçâîëüíîãî x, x 2 B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = p(z) äëÿ íåêî-òîðîãî z 2 A. Íî â ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà A ÷åðåç p çíà÷åíèå A(z)
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òðåáóåò íå áîëåå f(z) èçìåíåíèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òîf(z) � g(x). Íî ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæå-ñòâà B:x = p (z) = �yfy > p (z�1)&g (y) � f(z)g. Îòêóäà g(x) = g(y) � f(z):

b) Òàê êàê äëÿ ëþáîãî z, z 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p (z) 2 B,èìååì A �m B.
ñ) Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî B �m A. Äëÿ ýòîãî ñëåäóþùèì îáðàçîìîïðåäåëèì èñêîìóþ m-ñâîäÿùóþ ôóíêöèþ q : äëÿ ëþáîãî x
q (x) = ( �z� x(p (z) = x) , åñëè òàêîé z ñóùåñòâóåò;a , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü a - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç ! - A. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òîx 2 B , q (x) 2 A: �

Óïðàæíåíèÿ
2.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ n-ñëàáî â. ï. ìíîæå-ñòâîì äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, òîãäà A �btt K ñ íîðìîé n.
2.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A, btt-ñâîäÿùååñÿ ê êðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó K ñ íîðìîé n, òàêîå, ÷òî A íåÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì.
2.3. Ïóñòü âñþäó îïðåäåëåííûå ôóíêöèè f è g òàêîâû, ÷òî f ìàæî-ðèðóåò g, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî f(x) > g(x) äëÿ âñåõx � n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò f -â. ï., íî íå g-â. ï. ìíîæåñòâî.
2.4. Ïîñòðîéòå òàêóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f , ÷òî ñóùåñòâóåò f -â.ï. ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ g-â. ï. íè äëÿ êàêîé ïðèìèòèâíî ðå-êóðñèâíîé ôóíêöèè g. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå, íàïðèìåð, ôóíêöèþ Àê-êåðìàíà, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, âû÷èñëèìà è ìàæîðèðóåò âñå ïðèìèòèâ-íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Àêêåðìàíà ñì. â êíèãåÐîäæåðñà [1972, ñ. 25].
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2.5. Ïðèâåäèòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà â) òåîðåìû 11. Óêà-çàíèå. Òàê êàê ýôôåêòèâíîé íóìåðàöèè âñåõ f -â. ï. ìíîæåñòâ äëÿ âû-÷èñëèìûõ ôóíêöèé f íå ñóùåñòâóåò, òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà â)òåîðåìû äëÿ äèàãîíàëèçàöèè â ïðîöåññå ïîøàãîâîé êîíñòðóêöèè èñêî-ìîãî �02-ìíîæåñòâà A ïðîòèâ âñåõ !-â. ï. ìíîæåñòâ ðàññìîòðèòå ýô-ôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ ffVe;sgs2!; 'jg âñåõ âû÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë fVe;sgs2!è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé 'j. Ïîêà óñëîâèå j ft � s : n 2(Vi;s�Vi;s+1)[ (Vi;s�Vi;s+1)g j� 'j;s(n) äëÿ íåêîòîðîãî n 2 ! íå áóäåò íà-ðóøåíî, òî ðàññìàòðèâàéòå fVe;sgs2! êàê ïåðå÷èñëåíèå !â. ï. ìíîæåñòâà.Åñëè æå ýòî óñëîâèå íàðóøèòñÿ èëè äëÿ íåêîòîðîãî n 'j(n) íå îïðåäå-ëèòñÿ, òî â äàëüíåéøåì ïðîñòî èãíîðèðóéòå ýòó ïàðó ffVe;sgs2!; 'jg.
2.6. Ïðèâåäèòå íîâûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 è ïóíêòîâ à) è â)òåîðåìû 11 ñ ïîìîùüþ òåîðåì 8,9 è 12, óñòàíîâèâ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäó-þùèõ óòâåðæäåíèé:a) ñóùåñòâóåò �02-ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ê êðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó Kòàáëè÷íî íå ñâîäèòñÿ;b) äëÿ ëþáîãî n; 1 � n < !, ñóùåñòâóåò btt-ñâîäÿùååñÿ ê K ñ íîðìîén+ 1 ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ê K ñ íîðìîé n btt- íå ñâîäèòñÿ.c) ñóùåñòâóåò òàáëè÷íî ñâîäÿùååñÿ ê K ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ê íåìóbtt- íå ñâîäèòñÿ.
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìû 8 è 12 ïðèíàäëåæàò Êàðñòåíñó [1978]. Ñëàáîâ. ï. ìíîæåñòâà îïðåäåëåíû è èçó÷åíû â ðàáîòå Ýïøòåéí, Õààñ è Êðàìåð[1981].
x3: !-â. ï. ìíîæåñòâà êàê îáúåêòû ðàçíîñòíîé èåðàðõèè

Òåîðåìà 14 Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ , ÷òî äëÿ ëþáîãî x,
A(x) =  (k; x); ãäå k = �t( (t; x) #) (1)
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Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì A(x) =  (�t( (t; x) #); x). Â ÷àñòíîñòè, ñïðà-âåäëèâî

8x9s( (s; x) #) (2)
Äîêàçàòåëüñòâî. (() Ïóñòü A(x) =  (�t( (t; x) #); x) äëÿ ëþáîãî x èíåêîòîðîé ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîé ôóíêöèè  . Ñëåäóþùèì îáðàçîì îðãà-íèçóåì âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé  (k; x) ïðè ðàçëè÷íûõ k 2 !:Äëÿ êàæäîãî s 2 ! íà øàãå s äåëàåì ïî s øàãîâ â âû÷èñëåíèè çíà÷å-íèÿ  ((s)0; x). Ïóñòü s = �t( ((t)0; x) # [t]). Â ñèëó óñëîâèÿ (2) òàêîé øàãs ñóùåñòâóåò. Ïîëàãàåì g(s; x) =  ((s)0; x), è g(i; x) = 0 äëÿ âñåõ i < s.Äàëåå, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî (íàèìåíüøåãî) s1 > s îêàæåòñÿ, ÷òî(s1)0 < (s)0 è  ((s1)0; x) # [s1], òî ñíîâà îïðåäåëÿåì g(s1; x) =  ((s1)0; x),è g(i; x) = g(s; x) äëÿ âñåõ i, s � i < s1. (Åñëè æå òàêîãî s1 íå ñóùåñòâóåò,òî g(i; x) = g(s; x) äëÿ âñåõ i � s.) Òàê ïîñòóïàåì ïðè êàæäîì ïîÿâëåíèèíîâîãî s1.Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü s = s0 < s1 < : : : < sk - âñå òå ÷èñëà, äëÿêîòîðûõ

a) (sk)0 < (sk�1)0 < : : : < (s1)0 < (s)0; è
b) äëÿ ëþáîãî i, 0 < i � k,  ((si)0; x) # [si];  ((si)0; x) " [si � 1]:
Òîãäà äëÿ êàæäîãî i, 0 < i � k, èìååì
g(t; x) = ( g((si)0; x) , åñëè si � t < si+1,g((sk)0; x) , åñëè t � sk.(Åñëè çäåñü k = 0, òî g(t; x) = g(s; x) äëÿ âñåõ t � s).
Èç (1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x A(x) = limsg(s; x): Ïóñòü �(x) =(s)0, ãäå s = �t( ((t)0; x) # [t]): ßñíî, ÷òî � - âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ è ïîîïðåäåëåíèþ g jfsjg(s+ 1; x) 6= g(s; x)gj � �(x):
()) Òåïåðü ïóñòü A !-â. ï. è

A(x) = limsg(s; x); jfsjg(s+ 1; x) 6= g(s; x)gj � �(x)
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äëÿ íåêîòîðûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé g è �. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî-âû÷èñ-ëèìóþ ôóíêöèþ  ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî x

 (�(x); x) = g(0; x):Åñëè 9s(g(s+1; x) 6= g(s; x)), òî ïóñòü s1 - íàèìåíüøåå òàêîå s. Îïðå-äåëèì  (�(x) � 1; x) = g(s1 + 1; x). Äàëåå ïî èíäóêöèè: ïðåäïîëîæèì,÷òî  (�(x) � i; x) = g(si + 1; x) - ïîñëåäíåå òàê îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå . Åñëè 9s > si(g(s + 1; x) 6= g(s; x)), òî ïóñòü si+1 - íàèìåíüøåå òàêîås. Îïðåäåëèì  (�(x) � (i + 1); x) = g(si+1; x). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ  -÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìà è A(x) =  (�s( (s; x) #); x) äëÿ ëþáîãî x. �

Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìû âèäåëè, ÷òî êàæäàÿ äâóõìåñòíàÿ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ  , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì 8x9s (s; x) #,ñëåäóþùèì îáðàçîì çàäàåò íåêîòîðîå !-â. ï. ìíîæåñòâî A: äëÿ ëþáîãîx 2 !, A(x) =  (�t( (t; x) #); x). Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî çàìåíèâ â ýòîìîïðåäåëåíèè �t íà îãðàíè÷åííûé êâàíòîð �t�n ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëî-ãè÷íîå îïèñàíèå è äëÿ n-â. ï. ìíîæåñòâ ïðè 1 � n < !.
Òåîðåìà 15 Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ñëàáî n-â. ï. äëÿ íåêîòîðîãî n,1 � n < !, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ  , ÷òî äëÿ ëþáîãî x

A(x) =  (�t�n+1( (t; x) #); x): (1)
Äîêàçàòåëüñòâî. ()) Ïóñòü A = m[i=0(R2i �R2i+1):(Çäåñü n = 2m, è A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ ÷åòíîãî n. ÅñëèA ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ íå÷åòíîãî n, òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòüR2m+1 = ;.)
Îïðåäåëèì èñêîìóþ ôóíêöèþ  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 (n+ 1; x) = 1, åñëè x 2 R0; (n; x) = 0, åñëè x 2 R1,è äëÿ ëþáîãî i, 0 < i < m; (n� (2i� 1); x) = 1, åñëè x 2 R2i; (n� 2i; x) = 0, åñëè x 2 R2i+1:
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ßñíî, ÷òî  ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìà è (1) âûïîëíåíî.
(() Â ýòó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ÷àñòü (() äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû 14 ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè, âûçâàííûìè çàìåíîé �t íà�t<n. �

Õàðàêòåðèñòèêà !-â. ï. ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 14, ïîçâîëÿ-åò ïîëó÷èòü äëÿ íèõ è îïèñàíèå, àíàëîãè÷íîå îïèñàíèþ n-â. ï. ìíîæåñòâêàê êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ d-â. ï. ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîé öåëè ïîñòðîèìðàâíîìåðíî â. ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â. ï. ìíîæåñòâ fRigi2!, íî â îòëè-÷èå îò òàêîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðèâåäåííîé â îïðåäåëåíèè 2, íàìáóäåò óäîáíî åå ñòðîèòü íå ìîíîòîííî óáûâàþùåé, à íàîáîðîò, ìîíîòîííîâîçðàñòàþùåé.
Ïóñòü A - !-â. ï. ìíîæåñòâî. Ïî òåîðåìå 14 ñóùåñòâóåò òàêàÿ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ  , ÷òî äëÿ ëþáîãî x

A(x) =  (�s( (s; x) #); x)
Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Ri, i � 0:
R0 = fxj (0; x) #= 0g;R1 = R0 [ fxj (0; x) #= 1g;: : : : : : : : : : : : :R2m = R2m�1 [ fxj (m;x) #= 0g;R2m+1 = R2m [ fxj (m;x) #= 1g:
ßñíî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Rn, n � 0, â. ï., ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfRngn2! ðàâíîìåðíî â. ï., è

R0 � R1 � : : : � : : : (�)
Ïðîâåðèì, ÷òî A = 1[n=0(R2n+1 �R2n).
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Ïóñòü x 2 A. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå (íàèìåíüøåå) s, ÷òî  (s; x) #=A(x) = 1 è, åñëè s > 0, òî  (s � 1; x) ". Òîãäà x 2 R2n+1 äëÿ íåêîòîðîãî(íàèìåíüøåãî) n, x =2 [m<2n+1Rm, è ïîýòîìó x 2 1[n=0(R2n+1 �R2n).

Îáðàòíî, åñëè x =2 A, òî ñóùåñòâóåò òàêîå (íàèìåíüøåå) s, ÷òî (s; x) #= 0 è, åñëè s > 0, òî  (s� 1; x) ". Òîãäà x 2 R2n äëÿ íåêîòîðîãî(íàèìåíüøåãî) n, x =2 [m<2nRm, è ïîýòîìó x =2 2m+1[n=0 (R2n+1 �R2n).
Êðîìå òîãî, òàê êàê 8x9s( (s; x) #), èìååì 1[i=0Ri = !.
Òåïåðü ïóñòü A = 1[n=0(R2n+1 � R2n) äëÿ íåêîòîðîé ðàâíîìåðíîé â. ï.ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ fRngn2!, ãäå R0 � R1 � : : : :Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî 1[n=0Ri = !.
Îïðåäåëèì
 (n; x) = ( 0 , åñëè x 2 Rn è n - ÷åòíîå,1 , åñëè x 2 Rn è n - íå÷åòíîå.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî A(x) =  (�s( (s; x) #); x) äëÿ êàæäîãî x.(Òàê êàê [Ri = !, òî 8x9s (s; x) #. Â óïðàæíåíèè 3:1 ïîêàçàíî, ÷òî âíèæåñëåäóþùåé òåîðåìå 16 ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî.)
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 16 Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîìåðíî â. ï. ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü â. ï. ìíîæåñòâ fRxgx2!, ÷òî
a) [x2!Rx = !;
b) R0 � R1 � : : :, è
c) A = 1[n=0(R2n+1 �R2n).
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Çàìå÷àíèå 17 Óñëîâèå c) ìîæåò áûòü çàïèñàíî åùå è â ñëåäóþùåéýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:c0) A = fz : 9x < !(x íå÷åòíî &z 2 Rx&8y < x(z 62 Ry))g.

Êàê âèäíî èç èõ îïðåäåëåíèÿ, !-â. ï. ìíîæåñòâà - ïîêà ïåðâûé ïðè-ìåð ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó óðîâíþ èåðàðõèè Åðøî-âà. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâà è èç äðóãèõáåñêîíå÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè, èñ÷åðïûâàÿ, â êîíå÷íîì èòîãå, âñå �02-ìíîæåñòâà. À ïîêà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïðåäåëåííûå Þ.Ë. Åðøîâûì��1! è ��1! -ìíîæåñòâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ, êàê ñåé÷àñ óâèäèì, òàêæåîïèñûâàþòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 6 Ìíîæåñòâî A � ! ïðèíàäëåæèò óðîâíþ ��1! èåðàð-õèè Åðøîâà (èëè A ÿâëÿåòñÿ ��1! -ìíîæåñòâîì), åñëè ñóùåñòâóåò òà-êàÿ ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ  , ÷òî äëÿ ëþáîãî x,x 2 A! 9s( (s; x) #) è A(x) =  (�s( (s; x) #); x);x =2 A! ëèáî 8s( (s; x) "),ëèáî 9s( (s; x) #)&A(x) =  (�s( (s; x) #); x).

(Äðóãèìè ñëîâàìè, A � dom( (�s( (s; x) #); x)), è äëÿ ëþáîãî x 2dom( (�s( (s; x) #); x)) ñïðàâåäëèâî A(x) =  (�s( (s; x) #); x)).
A ïðèíàäëåæèò óðîâíþ ��1! èåðàðõèè Åðøîâà (èëè A ÿâëÿåòñÿ ��1! -ìíîæåñòâîì), åñëè A 2 ��1! . Íàêîíåö, A ïðèíàäëåæèò óðîâíþ��1! èåðàð-õèè Åðøîâà (A ÿâëÿåòñÿ ��1! -ìíîæåñòâîì), åñëè A è A îáà ÿâëÿþòñÿ��1! -ìíîæåñòâàìè, òî åñòü ��1! = ��1! \ ��1! .
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ îïðåäå-ëåíèé è òåîðåìû 14.

Ïðåäëîæåíèå 18 Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ��1! -ìíîæåñòâîì.
Óïðàæíåíèÿ
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3.1. Äîêàæèòå, ÷òîà) ëþáîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè b) è c) òåîðåìû16 ÿâëÿåòñÿ �02-ìíîæåñòâîì;b) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîìåðíî â. ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â. ï. ìíî-æåñòâ fRxgx2!, ÷òî �02-ìíîæåñòâî A, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè b) è c)òåîðåìû 16, íå ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì (ñëåäîâàòåëüíî, ïóíêò a) âòåîðåìå 16 íåîáõîäèì);c) ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíî è åãî äîïîëíåíèå !�A óäîâëåòâîðÿþò ïóíêòàì b) è c) òåîðåìû16 (ïðè íåêîòîðûõ fRxgx2! è fPxgx2! ñîîòâåòñòâåííî);d) ñóùåñòâóåò òàêîå �02- ìíîæåñòâî A, ÷òî ïóíêòû b) è c) òåîðåìû16 ñîâìåñòíî íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ êàêèõ ðàâíîìåðíî â. ï. ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé â. ï. ìíîæåñòâ fRxgx2! (ñëåäîâàòåëüíî, àëüòåðíàòèâíàÿ ôîð-ìóëèðîâêà òåîðåìû 3, â êîòîðîé âìåñòî ìîíîòîííî óáûâàþùèõ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé áåðóòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, íå èìååò ìåñòà).
3.2. Äîêàæèòå, ÷òî íå äëÿ êàæäîãî�02-ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò òàêàÿ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ  , ÷òî x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà9s( (s; x) #)&[A(x) =  (�s( (s; x) #); x]:
3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå !-â. ï. ìíîæåñòâî A >T ;,÷òî åñëè êàêîå-íèáóäü n-â. ï. äëÿ íåêîòîðîãî n ìíîæåñòâî B ê íåìó Ò-ñâîäèòñÿ, òî B âû÷èñëèìî. (Òàêèì îáðàçîì, äëÿ !-â. ï. ìíîæåñòâ óòâåð-æäåíèå óïðàæíåíèÿ 1:8 íå èìååò ìåñòà.)
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìû 14 è 16 ñîäåðæàòñÿ â Ýïøòåéí, Õààñ è Êðà-ìåð [1981]. Îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ��1! ;��1! ;��1! , à òàêæå ïîñëåäóþùèõ,áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé èåðàðõèè, ïðèíàäëåæàøèåÞ.Ë. Åðøîâó, ìû ïðè-âîäèì â �9. Çäåñü ïðèâåäåíû ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèíàäëåæà-ùèå Ýïøòåéíó, Õààñó è Êðàìåðó [1981].
x4: Ñâîéñòâà ïðîäóêòèâíîñòè è êðåàòèâíîñòè n-â. ï. ìíî-æåñòâ.
Åñòåñòâåííî, n-â. ï. ìíîæåñòâà âåäóò ñåáÿ èíà÷å, ÷åì â. ï. ìíîæå-ñòâà. Íàïðèìåð, â òåîðåìå 5 ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùå-
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ñòâóþò (n+ 1)-â. ï. ìíîæåñòâà, äîïîëíåíèÿ êîòîðûõ òàêæå (n+ 1)-â. ï.,íî êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâàìè (â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ â. ï.ìíîæåñòâ). Íî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íåêîòîðûå ñâîéñòâà â. ï. ìíî-æåñòâ ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé. Íàïðèìåð, â óïð. 4:1 ïîêàçàíî,÷òî åñëè X �m Y è Y ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì, òî X òàêæå ÿâëÿåòñÿn-â. ï. ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî, êàê ìû íèæå óâèäèì, íà êëàññàõ n-â. ï.ìíîæåñòâ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå êðåàòèâíîãî ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íîåîïðåäåëåíèþ êðåàòèâíîãî ìíîæåñòâà íà â. ï. ìíîæåñòâàõ, ñîõðàíÿþùååâñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîñëåäíåãî. À â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå äîêàæåì,÷òî êëàññû ïîëíûõ ïî Òüþðèíãó n-â. ï. ìíîæåñòâ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìî-ùüþ òàêîãî æå êðèòåðèÿ ïîëíîòû, êàêîé èìååò ìåñòî äëÿ êëàññà â. ï.ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå 7 Ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ��1n -ïðîäóêòèâíûì, n � 2,åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-ìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn),÷òî äëÿ ëþáûõ â. ï. ìíîæåñòâ Wx1 � Wx2 � : : : � Wxn, èìååò ìåñòîñîîòíîøåíèå[n+12 ][i=1 (Wx2i�1 �Wx2i) � P ) f(x1; : : : ; xn) 2 P � [n+12 ][i=1 (Wx2i�1 �Wx2i)
(ïðè íå÷åòíîì n Wxn+1 = ;).n-â. ï. ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ��1n -êðåàòèâíûì, åñëè åãî äîïîë-íåíèå ��1n -ïðîäóêòèâíî.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé äàëüíåéøåå èçëîæåíèå âåäåì äëÿ ñëó÷àÿn = 2. Ñì. óïð. 4:2 äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.
Äëÿ d-â. ï. ìíîæåñòâ îïðåäåëåíèå ��12 -ïðîäóêòèâíîãî ìíîæåñòâàìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî P ÿâëÿåò-ñÿ ��12 -ïðîäóêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ f , ÷òî äëÿ ëþáîãî x,
Wl(x) � Wr(x)&(Wl(x) �Wr(x)) � P ) f(x) 2 P � (Wl(x) �Wr(x)):Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå â. ï. ìíîæåñòâ, ��12 -ïðîäóêòèâíûå ìíîæåñòâàíå ìîãóò áûòü d-â. ï. ìíîæåñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P = Wx �Wy,Wx � Wy, òî f(hx; yi) 2 P � (Wx �Wy) = ;.
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Îïðåäåëèì
R1 = fxjx 2 Wl(x) [Wr(x)g,R2 = fxjx 2 Wr(x)g
ßñíî, ÷òî R1 � R2 è R1 �R2 = fxjx 2 Wl(x)&x =2 Wr(x)g.

Òåîðåìà 19 Ìíîæåñòâî R1 � R2 ÿâëÿåòñÿ P�12 -êðåàòèâíûì ìíîæå-ñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ! � (R1 � R2) = (! � R1) [ R2ÿâëÿåòñÿ P�12 -ïðîäóêòèâíûì.

Ïóñòü Wx � Wy � (! � R1) [ R2. Òîãäà, åñëè hx; yi 2 R1 � R2, òîhx; yi 2 R1&hx; yi =2 R2 ! hx; yi 2 Wx è hx; yi =2 Wy ! hx; yi 2 Wx �Wy.Îäíàêî, òàê êàê Wx�Wy � (!�R1)[R2, ýòîãî íå ìîæåò áûòü. Ïîýòîìóhx; yi 2 !� (R1�R2). Åñëè hx; yi 2 Wx�Wy, òî hx; yi 2 Wx è hx; yi =2 Wy,çíà÷èò hx; yi 2 R1 � R2, ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x, y,Wx �Wy � ! � (R1 �R2)! hx; yi 2 (! � (R1 �R2))� (Wx �Wy). �

Òåîðåìà 20 Ìíîæåñòâî R1�R2 ÿâëÿåòñÿ ��12 -ïîëíûì â òîì ñìûñëå,÷òî ëþáîå d-â. ï. ìíîæåñòâî ê íåìó m-ñâîäèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì R1 � R2 = fxjx 2 Wl(x) & x =2 Wr(x)g.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 19 âèäíî, ÷òî ïðîäóêòèâíîé ôóíêöèåé äëÿR1 �R2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ hx; yi, òî åñòü Wx �Wy � R1 �R2 ! hx; yi 2R1 �R2 � (Wx �Wy).Ïóñòü A1 è A2 â. ï. ìíîæåñòâà, è A1 � A2. Ïîñòðîèì m-ñâîäÿùóþA1 � A2 ê ìíîæåñòâó R1 �R2 âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ h.Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âû÷èñëèìûå ôóíêöèè g1 è g2 ñ ïîìîùüþ ñëåäó-þùèõ ñîîòíîøåíèé.Wg1(x) = ftj�x(t; 0) #= 0g;Wg2(x) = ftj�x(t; 0) #= 0&�x(t; 1) #= 1g:Òåïåðü ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ:
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q(y; z; t; n) =

8><>:
0 , åñëè y 2 A1, t 2 Wz, n = 0;1 , åñëè y 2 A2, t 2 Wz, n = 1;" , âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Ïî s�m� n-òåîðåìå ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ �, ÷òî��(y;z)(t; n) = q(y; z; t; n). Îòñþäà��(y;z)(t; n) = ( n , åñëè y 2 An+1, t 2 Wz, n � 1;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Îïðåäåëèì òàêæå p(x) = hg1(x); g2(x)i. Ïóñòü � - òàêàÿ âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ âñåõ y; z, W�(y;z) = fp(�(y; z))g.Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òîäëÿ êàæäîãî y W�(y;f(y)) = Wf(y):Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � âèäíî, ÷òî Wf(y) = fp(�(y; f(y)))g. Íàêîíåö,îïðåäåëèì h(y) = p(�(y; f(y))):Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y, y 2 A1 � A2 , h(y) 2 R1 � R2. Ïóñòüy 2 A1 � A2. Òîãäà ��(y;f(y))(t; 0) #= 0 , t 2 Wf(y) , t = p(�(y; f(y))) ,t = h(y). Ïîýòîìó Wg1(�(y;f(y))) = fh(y)g = Wf(y). Òàê êàê y =2 A2, òîWg2(�(y;f(y))) = ;.Îáîçíà÷èì hg1(�(y; f(y))); g2(�(y; f(y)))i ÷åðåç x. Òîãäà x = p(�(y; f(y))).Åñëè Wg1(�(y;f(y))) �Wg2(�(y;f(y))) � R1 �R2, òî x 2 R1 �R2 �Wg1(�(y;f(y))),à òàê êàê x = p(�(y; f(y))) = h(y), òî h(y) 2 R1 �R2 � Wg1(�(y;f(y))),ïðîòèâîðå÷èå.Òàêèì îáðàçîì, Wg1(�(y;f(y))) � Wg2(�(y;f(y))) � R1 � R2. Òàê êàê ìíî-æåñòâî èç ëåâîé ÷àñòè ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà h(y), èìååìh(y) 2 R1 �R2.Îáðàòíî, ïóñòü y =2 A1 � A2. Â ýòîì ñëó÷àå: a) ëèáî y =2 A1, b) ëèáîy 2 A1 \ A2.Ñëó÷àé a) Åñëè y =2 A1, òî ôóíêöèÿ q ïðè ýòîì çíà÷åíèè y íå îïðåäå-ëåíà íè äëÿ êàêèõ z; t; n, çíà÷èò è ôóíêöèÿ ��(y;f(y)) íåîïðåäåëåíà íè ïðèêàêèõ t; n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáà ìíîæåñòâà Wg1(�(y;f(y))) è Wg2(�(y;f(y)))ïóñòûå è h(y) = hg1(�(y; f(y))); g2(�(y; f(y)))i 2 R1 �R2 èç-çà ïðîäóê-òèâíîñòè ìíîæåñòâà R1 �R2.Ñëó÷àé b) Åñëè æå y 2 A1 \ A2, òîãäà, êàê âèäíî èç èõ îïðåäåëå-íèé, ìíîæåñòâà Wg1(�(y;f(y))) è Wg2(�(y;f(y))) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ñíîâà èç-çà ïðîäóêòèâíîñòè ìíîæåñòâà R1 �R2 èìååì h(y) 2 R1 �R2.Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ h(y) m-ñâîäèò ìíîæåñòâî A1 � A2 ê ��12 -êðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó R1 �R2, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20 ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî òàê, ÷òîáûóñòàíîâèòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: ëþáîå ��1n -êðåàòèâíîå ìíîæåñòâîÿâëÿåòñÿ ��1n -ïîëíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîå n-â. ï. ìíîæåñòâî ê íåìóm-ñâîäèòñÿ. Ñì. íèæå óïðàæíåíèå 4.2â.
Óïðàæíåíèÿ
4.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X �m Y è Y ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì,òî X òàêæå ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì.
4.2. (Åðøîâ) Ïóñòü Qn = [n+12 ][i=1 (R2i�1 � R2i) (Rn+1 = ;), ãäå â. ï.ìíîæåñòâà R1 � R2 � : : : � Rn îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿëþáîãî i, 1 � i � n;Ri = fxjx 2 n[s=iWcns(x)g.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà Qn ÿâëÿþòñÿ ��1n -êðåàòèâíûìè äëÿ ëþ-áîãî n, 2 � n < !.á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà Qn ÿâëÿþòñÿ ��1n -ïîëíûìè.Óêàçàíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî òîéæå ñõåìå, êàê è â òåîðåìå 20. Òåïåðü ôóíêöèè gi, 1 � i � n, èôóíêöèÿ p îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Wgi(x) = ftj�x(t; 0) #=0& : : :&�x(t; i� 1) #= i� 1g, p(x) = g(hg1(x); : : : ; gn(x)i), ãäå g - ïðîäóê-òèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Qn.
â) Èñïîëüçóÿ òó æå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, êàê è â òåîðåìå 20, äîêà-æèòå, ÷òî ëþáîå ��1n -êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ��1n -ïîëíûì.
Êîììåíòàðèè. Îïðåäåëåíèÿ ��1n -ïðîäóêòèâíîãî è ��1n -êðåàòèâíîãîìíîæåñòâà, à òàêæå òåîðåìû 19 è 20 ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå Åðøîâà [1968b].
x5: Îáîáùåíèÿ êðèòåðèÿ ïîëíîòû
Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, Àðñëàíîâ [1981], Ñîàð [1987]) ñîâîêóï-íîñòü ïîëíûõ ïî Òüþðèíãó ìíîæåñòâ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-ùåãî êðèòåðèÿ ïîëíîòû, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê îáîáùåíèå
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òåîðåìû ðåêóðñèè (èëè, êàê å¼ èíîãäà íàçûâàþò, òåîðåìû î íåïîäâèæ-íîé òî÷êå): â. ï. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Ò-ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f �T A, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâîWx 6= Wf(x). Èç ýòîãî êðèòåðèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñå ôóíêöèè f ,Ò-ñâîäÿùèåñÿ ê íå Ò-ïîëíîìó â. ï. ìíîæåñòâó A, îáëàäàþò "íåïîäâèæ-íûìè òî÷êàìè": 9x(Wf(x) = Wx). (Çäåñü ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîéòî÷êîé ôóíêöèè f .) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåãî êëàññà �02-ìíîæåñòâ ïîäîá-íûé êðèòåðèé íå èìååò ìåñòà. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ìíîæå-ñòâî A, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ A0 �T ;0, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò Ò-ñâîäÿùàÿñÿ ê íåìó ôóíêöèÿ f áåç íåïîäâèæíîé òî÷êè (Àðñëàíîâ [1979]è [1981]). Òåì íå ìåíåå, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Äæî-êóøà, Ëåðìàíà, Ñîàðà è Ñîëîâåÿ [1989], òàêîé êðèòåðèé ïîëíîòû èìååòìåñòî è äëÿ êëàññîâ n-â. ï. ìíîæåñòâ, ïðè âñåõ n; 1 < n < !. Íèæå â òåî-ðåìå 67 ìû äîêàçûâàåò ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2, äëÿ ñëó÷àÿn > 2 ñì. óïð. 5:2. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõóòâåðæäåíèé.
Ëåììà 21 Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî !. Ñëåäóþùèå óñëî-âèÿ ýêâèâàëåíòíû:1. 9f �T A8e(We 6= Wf(e));2. 9g �T A8e(�e 6= �g(e));3. 9h �T A8e(h(e) 6= �e(e)).4. 8n9k �T A8e(k(e) 6= �n(e)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) ! (2) î÷åâèäíà. Äîêàæåì, ÷òî (2) !(3). Îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ d:

�d(u)(z) = ���u(u)(z) , åñëè �u(u) #;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:
Ïóñòü h = g � d. ßñíî, ÷òî h �T A. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå e, ÷òî h(e) = �e(e). Òîãäà ïî (2) èìååì

�d(e) 6= �g(d(e)) = �h(e) = ��e(e) = �d(e);ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåïåðü äîêàæåì èìïëèêàöèþ (3)! (1). Ïóñòü  òàêàÿ ÷àñòè÷íî âû-÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî e, We 6= ; !  (e) 2 We, à q òàêàÿâû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî �q(e) = �y[ (e)].

Òåïåðü ïóñòü h �T A óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3). Ñëåäóþùèì îáðà-çîì îïðåäåëèì ôóíêöèþ f �T A: äëÿ âñåõ e, Wf(e) = fhq(e)g.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî e èìååìWe = Wf(e), â ÷àñòíîñòè We 6= ;. Òîãäà  (e) 2 We è, ñîãëàñíî (3),hq(e) 6= �q(e)(q(e)) =  (e), ïîýòîìó  (e) 62 Wf(e), ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé (3) è (4). Äëÿ äî-êàçàòåëüñòâî (4) ! (3) âûáèðàåì n0 òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî e âåðíî�n0(e) ' �e(e), è ïðèìåíÿåì óñëîâèå (4). Äîêàæåì (3) ! (4). Ïî äàí-íîìó ÷èñëó n ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ r:äëÿ ëþáûõ e è x, �r(e)(x) = �n(e). Òåïåðü ïóñòü h �T A èç ñîîòíîøåíèÿ(3) è îïðåäåëèì k = h � r. Äëÿ âñåõ e 2 ! èìååì
�n(e) = �r(e)(r(e)) 6= h(r(e)) = k(e);÷òî óñòàíàâëèâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (4). �

Òåîðåìà 22 Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå íå Ò-ïîëíîå ìíîæåñòâî, ò. å.;0 6�T A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà j ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ �j òàêàÿ, ÷òî åñëè �Aj âñþäó îïðåäåëåíà, òîãäàäëÿ íåêîòîðîãî e èìååò ìåñòî �j(e) #, è
�Aj (e) = �j(e): (2:1)Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íîìåð ôóíêöèè �j íàõîäèòñÿ ðàâíîìåðíîïî ÷èñëó j, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ r, ÷òî�j = �r(j) äëÿ ëþáîãî j.Òîãäà êàæäàÿ âû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî A ôóíêöèÿ �Aj èìååòíåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî åñòü ��Aj (e) ' �e äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ �Aj âñþäó îïðåäåëåíà, òî ïî óñëîâèþòåîðåìû �Aj (e) = �r(j)(e) äëÿ íåêîòîðîãî e.Ñîãëàñíî ëåììå 21 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíî-âèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n 2 ! ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
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8h �T A9e(h(e) = �n(e)): (2:2)
Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, ÷òî íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîé ôóíêöèè �n èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

9h �T A8e(h(e) 6= �n(e)): (2:20)
Îïðåäåëèì  (hi; ji) = �r(i)(j) è âîçüìåì ôóíêöèþ h �T A èç ñîîò-íîøåíèÿ (2:20) ïðè �n =  . Îïðåäåëèì ki(x) = h(hi; xi) äëÿ âñåõ i è x.Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ p, ÷òî äëÿ âñåõ i

ki = �Ap(i):Ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî i0, ÷òî�Ap(i0) = �Ai0 . ßñíî, ÷òî �Ai0 âñþäó îïðåäåëåíà, è äëÿ âñåõ e ñïðàâåäëèâî
�Ai0(e) = �Ap(i0)(e) = h(hi0; ei) 6= �n(hi0; ei) =  (hi0; ei) = �r(i0)(e):

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî e èìååì �Ai0(e) 6= �Ar(i0)(e) = �i0(e), ÷òîïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (2.1) èç óñëîâèÿ òåîðåìû ïðè j = i0. Ïîëó-÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (2:2), à ñëåäîâàòåëüíî èòåîðåìó.�
Òåîðåìà 58 ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ íî-âûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ âñå âû÷èñëèìûå îòíîñèòåëüíî íèõôóíêöèè îáëàäàþò íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, ÷òî, êàê ìû óâèäèì íèæå,â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò îáîáùèòü êðèòåðèé ïîëíîòû â. ï. ìíî-æåñòâ íà íîâûå êëàññû ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå íåÒ-ïîëíûå â. ï. ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 58. Äåéñòâè-òåëüíî, åñëè A íå Ò-ïîëíî, òî ïóñòü � ñëåäóþùàÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ: äëÿ ëþáîãî j,

�j(x) = (�Asj;s(x) , åñëè �Asj;s(x) # &x 2 Ks;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:
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Çäåñü ïî-ïðåæíåìó K - êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ôóíêöèÿ �j âñþäó îïðå-äåëåíà. Åñëè äëÿ êàæäîãî e 2 ! èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî �Aj (e) 6= �(e),òîãäà, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî e, e 2 K $ e 2 Ks, ãäå s = �t(�Atj;t(e) #&Ad'j(e) = Atd'j;s(e)). Òàêèì îáðàçîì, K �T A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-âèþ íå T-ïîëíîòû A.Ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 58 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâîåäîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ïîëíîòû â. ï. ìíîæåñòâ. Â òåîðåìå 67 îíà ïîç-âîëÿåò ýòî ñäåëàòü è äëÿ êëàññà d-â. ï. ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 23 Ïóñòü D <T ;0 - d-â. ï. ìíîæåñòâî. Êàæäàÿ âû÷èñëèìàÿîòíîñèòåëüíî D ôóíêöèÿ f îáëàäàåò íåïîäâèæíîé òî÷êîé íà íîìåðàõâ. ï. ìíîæåñòâ, òî åñòü Wf(x) = Wx äëÿ íåêîòîðîãî x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D = B � C, ãäå B � C - â. ï. ìíîæåñòâà.Ïóñòü fBsgs2!; fCsgs2! - âû÷èñëèìûå ïåðå÷èñëåíèÿ B è C ñîîòâåòñòâåí-íî. Îïðåäåëèì Ds = Bs � Cs. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâî

D(x) = lims Ds(x) è jfs : Ds+1 6= Ds(x)gj � 2:
Äëÿ êàæäîãî j è êàæäîãî n ïîñòðîèì ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìóþ îòíîñè-òåëüíî D ôóíêöèþ 	j;n, ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìóþ îòíîñèòåëüíî D ôóíê-öèþ 
j è ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ �j ñ òåì, ÷òîáû ê êîíöó êîí-ñòðóêöèè

ëèáî äëÿ êàæäîãî j óäîâëåòâîðÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ
Pj : �Dj âñþäó îïðåäåëåíà ) 9e(�Dj (e) #= �j(e) #); (1)

ëèáî òðåáîâàíèå Pj äëÿ íåêîòîðîãî j íå âûïîëíÿåòñÿ, íî òîãäàäëÿ ýòîãî j è âñåõ n; k âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ

R(j)n;k : (a) k 62 K ! 	j;n(k) # è
(b) k 2 K&	j;n(k) # &n 62 K ! 
j(n) #; (2a)
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à òàêæå ñëåäóþùåå ãëîáàëüíîå òðåáîâàíèå:
Sj : 8n [
j(n) #! n 62 �K]: (2b).
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òðåáîâàíèå Pj âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî j, òî óòâåð-æäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 58. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî j òðåáî-âàíèå Pj íå âûïîëíåíî, íî óäîâëåòâîðåíû âñå òðåáîâàíèÿ R(j)n;k; n; k 2 !,à òàêæå òðåáîâàíèå Sj, òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ �Dj âñþäó îïðåäåëåíàè �K � dom
j. Òàê êàê �K 6= dom
j (èíà÷å K �T D), òî ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî n, ÷òî n 2 �K � dom
j. Íî òîãäà �K = dom	j;n èç-çà âûïîëíåíèÿòðåáîâàíèÿ R(j)n;k è ïî âûáîðó ÷èñëà n.(Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ê êîíöó êîíñòðóêöèè ìûóäîâëåòâîðèì è òðåáîâàíèÿì Pj; j 2 !, òàê êàê â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿK 6�T D âòîðîãî ñëó÷àÿ ñ óñëîâèÿìè (2a) è (2b) áûòü íå ìîæåò.)
Êîíñòðóêöèÿ.
Øàã s+ 1; s � 0:Ïîäøàã 1) Äëÿ âñåõ k � s; n � s è j � s ïîñòóïàåì ñëåäóþùèìîáðàçîì:a) Åñëè k 62 Ks;	�j;n;s(k) " &��j;s(hn; ki) # äëÿ íåêîòîðîãî � � Ds, òîîïðåäåëÿåì 	�j;n;s+1(k) = 0.(Çàìåòèì, ÷òî åñëè �Dj âñþäó îïðåäåëåíà, òî ýòî îáåñïå÷èâàåò âûïîë-íåíèå ïóíêòà a) òðåáîâàíèÿ R(j)n;k.)b) Åñëè k 2 Ks è 	�j;n;s(k) # äëÿ íåêîòîðîãî � � Ds è n 62 Ks, òîîïðåäåëÿåì 
�j;s+1(n) = 0.(Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå ïóíêòà b) òðåáîâàíèÿ R(j)n;k.)
Ïîäøàã 2) Äëÿ âñåõ k � s; n � s; j � s, åñëè n 2 Ks è 
�j;s(n) #;	�j;n;s(k) # äëÿ íåêîòîðîãî � � Ds, íî �j;s(hn; ki) ", òî îïðåäåëÿåì�j;s+1(hn; ki) = ��j;s(hn; ki):Êîíñòðóêöèÿ çàêîí÷åíà.
Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîå ìåñòî, ãäå ôóíêöèÿ 	�n(k) îïðåäåëÿåòñÿ,ïóíêò a) ïîäøàãà 1. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå	�j;n;s+1(k) #! ��j;s(hn; ki) # : (3)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè äëÿíåêîòîðîãî j òðåáîâàíèå Pj íå óäîâëåòâîðåíî, òî äëÿ ýòîãî j âûïîëíåíîãëîáàëüíîå òðåáîâàíèå Sj.Ïî êîíñòðóêöèè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s, n 2 Ks è äëÿ íåêîòîðîãî� � Ds ñïðàâåäëèâî 
�j;s(n) # (è, ñëåäîâàòåëüíî, 	�j;n;s(k) #), òîãäà, åñ-ëè �j;s(hn; ki) ", òî îïðåäåëÿåì �j;s+1(hn; ki) = ��j;s(hn; ki). Êàê ìû íèæåóâèäèì, äëÿ d-â. ï. ìíîæåñòâà D ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòüãëîáàëüíîìó òðåáîâàíèþ Sj (ïðè óñëîâèè, ÷òî íå óäîâëåòâîðåíî òðåáî-âàíèå Pj).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n 2 K èìååì 
Dj (n) #, òî åñòüäëÿ ýòîãî n óñëîâèå 2b) ëîæíî. Ôèêñèðóåì íàèìåíüøèé �1 � D òàêîé,÷òî 
�1j (n) # è ïóñòü u = �t[
�1j;t(n) #]. Ïî êîíñòðóêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî k 2 Ku , ÷òî 	�1j;n;u(k) # , n 62 Ku è �1 � Du. Ôèêñèðóåì òàêîå ÷èñëîk. ßñíî, ÷òî 	Dj;n(k) #, òàê êàê �1 � D. Òàê êàê n 2 K, òî ñóùåñòâóåò òà-êîé øàã v > u, ÷òî n 2 Kv, 	Dvj;n;v(k) # è 
Dvj;v (n) #. Îòñþäà ïî êîíñòðóêöèèèìååì �j(hn; ki) #. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r + 1 òîò øàã, íà êîòîðîì îïðåäåëÿ-åòñÿ �j(hn; ki), è âûáåðåì òàêîå íàèìåíüøåå �2 � Dr, ÷òî 	�2j;n;r(k) #.Íî òåïåðü èìååì ��2j;r(hn; ki) #, ïî çàìå÷àíèþ (3), è, î÷åâèäíî,��2j;r(hn; ki) = �j(hn; ki).ßñíî, ÷òî �2 6� D, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �j(hn; ki) = �Dj;r(hn; ki)è òðåáîâàíèå Pj âûïîëíåíî ïðè e = hn; ki.ßñíî òàêæå, ÷òî r > u, òàê êàê n 2 Kr � Ku. Ñóùåñòâóþò äâå âîç-ìîæíîñòè:1) �2 � �1. Òîãäà, òàê êàê	�1j;n;u(k) #, èìååì ��1j;u(hn; ki) # ïî çàìå÷àíèþ(3). Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê �Dj (hn; ki) #, èìååì

��1j;u(hn; ki) = ��2j;r(hn; ki) = �j(hn; ki);÷òî ñíîâà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå Pj.2) �2 6� �1: Íî òàêæå �1 6� �2, òàê êàê D � �1, íî D 6� �2. Òàêèìîáðàçîì, ñòðîêè �1 è �2 íå ñðàâíèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y òàêîå ÷èñëî,÷òî �2(y) #6= �1(y) #.Ïóñòü q > r òàêîé øàã, ÷òî Dq � �1, è ïóñòü p = �t[	�2j;n;t+1(k) #].Òàêîå ÷èñëî p ñóùåñòâóåò, òàê êàê 	�2j;n;r(k) #. Èìååì, ïî êîíñòðóêöèè,k 62 Kp è Dp � �2. Òàê êàê, êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî k 2 Ku �Kp, èìååìòàêæå p < u.
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì p < u < r < q, è Dp � �2, Du � �1, Dr � �2 è,íàêîíåö, Dq � �1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Dp(y) 6= Du(y) 6= Dr(y) 6= Dq(y), ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì. �
In �5 we continue the study of fixed point theorems which began withKleene's Recursion Theorem II.3.1 and continued with Arslanov's FixedPoint Theorems V.5.1 and V.5.5. We show that for any function f �T ;(2)there is Turing fixed point n such that Wn �T Wf(n).The Recursion Theorem II.3.2 asserted that every recursive function f hasa fixed point n satisfying Wn = Wf(n). In Corollary V.5.2 this was extendedto every function f of c. e. degree < 00. Moving up one level we saw inExercise V.5.5 that every function f �T ;0 has a *-fixed point n satisfyingWn =� Wf(n). We now show that every function f �T ;(2) has a Turingfixed point, namely some n satisfying Wn �T Wf(n). This is an immediatecorollary of Theorem 5.1. Both Theorem 5.1 and Corollary 5.2 are generalizedin Theorems 6.2 and 6.3, respectively.

Òåîðåìà 24 If  is a function partial recursive in ;(2) then there is arecursive function g such that for all e 2 dom  , Wg(e) �T W (e).
Ñëåäñòâèå 25 If f is a total function recursive in ;(2) then there is aninteger n such that Wn �T Wf(n).
Proof of Corollary 5.2. By Theorem 5.1 and the Recursion Theorem II.3.2.Proof of Theorem. Since  is p.r. in ;(2) we can apply the Limit LemmaIII.3.3 twice to obtain a total recursive function f̂ such that

 (e) = limy lims f̂(e; y; s)
for all e 2 dom  , and such that lims f̂(e; s; y) exists for all e and y. Foreach e, we shall construct uniformly in e an r.e set Ae, and hence there isa recursive function g such that Wg(e) = Ae. Furthermore, we shall arrangethat Ae �T W (e) for all e 2 dom  . The reductions between Ae and W (e),however, will not be uniform in e.We define Ae = �yAye where the yth �row� Aye = SsBe;y;s, for Be;y;sconstructed as follows.Stage s = 0. For each e and y, set Be;y;0 = ;.Stage s > 0. Let Be;y;s contain all elements x satisfying:
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� (i) x 2 Wf̂(e;y;s);s;
� (ii) (vertical condition) (8j � x) [f̂(e; y; s) = f̂(e; y + j; s)]; and
� (iii) (horizontal condition) (8t)x�t�s[f̂(e; y; t) = f̂(e; y; t+ 1)].

This ends the construction. (Note that Be;y;s is finite because
Be;y;s � Wf̂(e;y;s);s

by (i).)Fix e 2 dom  . Define y0 and s0 by
y0 = (�y) (8z � y) [lims f̂(e; z; s) =  (e)];

and s0 = (�s) (8t � s) [f̂(e; y0; t) =  (e)]:(We think of all rows Aye , y � y0, as good and rows Aye , y < y0, as bad. Weshall see that Aye =� W (e) for y = y0 (and indeed for every good row Ay)while condition (ii) ensures that Aye =� ; for each bad row. Condition (iii)ensures that Ae �T W (e).)Lemma 1. (8y < y0) [Aye is finite].Proof. Fix y < y0. By definition of y0, we have some y1, y < y1 � y0,such that lims f̂(e; y1; s) 6= lims f̂(e; y; s). Choose s such that f̂(e; z; t) =lims f̂(e; z; s) for all t � s and z � y1. Let k = y1 � y. Choose any t � s.Now any x � k fails by (ii) to enter Be;y;t so Be;y;t � [0; k), and hence Aye isfinite since Aye � St<sBe;y;t [ [0; k).Lemma 2. Ay0e =� W (e) (and hence W (e) �T Ae).Proof. First Ay0e �� W (e) since for every s � s0, f̂(e; y0; s) =  (e) soBe;y0;s � W (e) by (i). To see that W (e) �� Ay0e note that no x � s0 isrestrained from any Be;y0;t by (iii). Thus, for any x � s0, x 2 W (e), chooseany t such that x 2 W (e);t and f̂(e; y0; t) = f̂(e; y0 + j; t) for all j � x.Then x 2 Be;y0;t so x 2 Ay0e . (Such t exists since all good rows Aye havelimt f̂(e; y; t) =  (e).)Lemma 3. Ae �T W (e).Proof. By Lemma 1, Sy<y0 Ay =� ; so it suffices to prove that for everyy � y0, Aye �T W (e) uniformly in y. Fix y � y0. To test whether x 2 Aye seewhether x 2 W (e).
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Case 1. x 2 W (e). Choose the least s > s0 such that x 2 W (e);s and (ii)is satisfied for x (i. e. f̂(e; y; s) = f̂(e; y + j; s) for all j � x). If x =2 Be;y;sit must be that (iii) restrains x from entering Be;y;s, but then (iii) ensuresx =2 Be;y;t for any t > s. Hence, x 2 Aye iff x 2 St�sBe;y;t.Case 2. x =2 W (e). Then x 2 Aye only if x 2 Be;y;s for some s such thatf̂(e; y; s) 6=  (e). Choose any s > x such that f̂(e; y; s) =  (e). (Such s existsbecause y � y0.) If x 2 Be;y;t for any t > s then f̂(e; y; v) 6=  (e) for someminimal v, s < v � t. But then (iii) prevents x 2 Be;y;p for any p � v.
Óïðàæíåíèÿ
5.1. (Äæîêóø) Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî !. Äîêàæèòå,÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:a) äëÿ ëþáîãî n 2 ! ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî Aôóíêöèÿ k, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 8e(k(e) 6= �n(e));b) äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè r ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿîòíîñèòåëüíî A ôóíêöèÿ h, ÷òî åñëè h = �Ai äëÿ íåêîòîðîãî i, òîãäàñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 8e(h(e) 6= �r(i)(e)):Óêàçàíèå. Äîêàçàòåëüñòâî b) ! a) îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèòå, ÷òîa) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîé �n è îïðåäåëèòå r(i) = n äëÿ âñåõ i.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà a) ! b) îïðåäåëèòå �(hi; ji) = 'r(i)(j) è ïóñòük �T A ôóíêöèÿ èç óñëîâèÿ a) ïðè � = 'n. Îïðåäåëèòå òàêæå äëÿ âñåõi; x, ki(x) = k(hi; xi), è ïóñòü p - òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ âñåõi, ki = �Ap(i). Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî i, ÷òî �Ap(i) =�Ai . Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå b) âûïîëíåíî, åñëè çà h âçÿòü ôóíêöèþ �Ai .
5.2. (Äæîêóø, Ëåðìàí, Ñîàð è Ñîëîâåé) Îáîáùàÿ äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 67 óñòàíîâèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n > 1 ìíîæåñòâî A ÿâ-ëÿåòñÿ n-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì, òîãäà ìíîæåñòâî A Ò-ïîëíî òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Ò-ñâîäÿùàÿñÿ ê íåìó ôóíêöèÿ áåç íåïî-äâèæíûõ òî÷åê.
Êîììåíòàðèè. Ëåììà 21 ïðèíàäëåæàò Äæîêóøó (ñì. Ñîàð [1987]),òåîðåìû 58, 67 ïðèíàäëåæàò Äæîêóøó, Ëåðìàíó, Ñîàðó è Ñîëîâåé [1989].
x6: Îðäèíàëû. Àðèôìåòèêà îðäèíàëüíûõ ÷èñåë.
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Ïóñòü hA;Ri è hB; Si äâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà. Ãîâî-ðÿò, ÷òî hA;Ri è hB; Si èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäêîâûé òèï, åñëè îíèèçîìîðôíû êàê ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: hA;Ri ' hB; Si.ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå "èìåòü îäèíàêîâûé ïîðÿäêîâûé òèï" ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæå-ñòâàìè, è ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ ïîðÿä-êîâûìè òèïàìè. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè äâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ïîðÿäêîâîìó òèïó, òîãäà îíèêàê ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà íå ðàçëè÷èìû: îäíî èç íèõ ìîæ-íî ïðåâðàòèòü â äðóãîå, ïðîñòî ïîìåíÿâ îáîçíà÷åíèå îäíîãî ëèíåéíîãîïîðÿäêà íà äðóãîå.Ïîðÿäêîâûå òèïû âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ îð-äèíàëàìè. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé òàêîé ïîðÿäêîâûé òèï ñîäåðæèò îñî-áîå ìíîæåñòâî, ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì "2" ïðèíàäëåæíî-ñòè îäíîãî ìíîæåñòâà ê äðóãîìó â êà÷åñòâå åãî ýëåìåíòà. ×àñòî ýòî ìíî-æåñòâî (êàê äàëåå è â ýòîé êíèãå) ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå îðäè-íàëà (ñì. óïð. 6:2). Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà;; f;g; f;; f;gg; f;; f;g; f;; f;ggg; : : : , êîòîðûå "ïðåäñòàâëÿþò" ñîîòâåò-ñòâåííî ïîðÿäêîâûå òèïû ïóñòîãî, îäíîýëåìåíòíîãî, äâóõýëåìåíòíîãî,òðåõýëåìåíòíîãî è ò. ä. ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó ýòè îðäèíàëû îòîæäåñòâ-ëÿþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 0; 1; 2; 3; : : :. (Äàëåå ïî èíäóêöèè, åñëèóæå îïðåäåëåí îðäèíàë z, ñîîòâåòñòâóþùèé íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, òîîðäèíàë z [ fzg ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n+ 1.)Â îáùåì ñëó÷àå îðäèíàëîì íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî z,êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî òàêæå òðàíçèòèâåí. Ìíîæåñòâî z íàçûâàåòñÿòðàíçèòèâíûì, åñëè 8x8y(x 2 y&y 2 z ! x 2 z).Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâîìîæåò áûòü âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî ìî-æåò áûòü "ïðåäñòàâëåíî" íåêîòîðûì îðäèíàëîì, êîòîðûé ñ íèì áóäåòèìåòü îäèíàêîâûé ïîðÿäêîâûé òèï, ïîäîáíî òîìó, êàê íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà "ïðåäñòàâëÿþò" êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îðäèíàëû òàê-æå íàçûâàþò îðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè.Îðäèíàëüíûå ÷èñëà ìû îáîçíà÷àåì ìàëûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè �,�; ; : : : (ñ èíäåêñàìè èëè áåç èíäåêñîâ). Åñëè � 2 �, òî ïèøåì òàêæå� < � (÷èòàåòñÿ " � ìåíüøå �"), â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî"� ïðåäøåñòâóåò �". Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îðëèíàëîâ � è �,ëèáî � = �, ëèáî � < �, ëèáî � < �, äðóãèìè ñëîâàìè êëàññ âñåõ îðäè-
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íàëüíûõ ÷èñåë (ýòîò êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì) ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíîòíîøåíèåì " 2 ". Êàæäûé îðäèíàë ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñâîèõ ïðåä-øåñòâåííèêîâ è âïîëíå óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì "2". Èçâåñòíî òàêæå,÷òî ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ �0; �1; �2; : : :èìååò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç limn �n.Íàèìåíüøèé áåñêîíå÷íûé îðäèíàë ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íà-òóðàëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç !: ! = f0; 1; 2; 3; : : :g. Êàæäûéîðäèíàë  èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ (âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ) âèäîâ:
(1) Íàèìåíüøèé îðäèíàë 0;
(2) Îðäèíàë, êîòîðûé èìååò íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà: = � [ f�g. Â ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîìäëÿ  ÿâëÿåòñÿ �, à  íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì �, ïèøåòñÿ  =� + 1.
(3) Ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Îðäèíàë  íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè îííå íàèìåíüøèé è íå èìååò íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà.Ïðèìåðîì ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà ÿâëÿåòñÿ !.
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ âîçðàñòàþùåéïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðäèíàëîâ �0 < �1 < : : : îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç limn �n.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �0; �1; �2; : : : íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ äëÿ  = limn �n. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî limn �n =[n<!�n.Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðûé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿäëÿ äîêàçàòåëüñòâ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (äîêàçàòåëü-ñòâà èíäóêöèåé) è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé íàòóðàëüíîãîàðãóìåíòà (îïðåäåëåíèÿ ïî èíäóêöèè), òåïåðü îáîáùàåòñÿ íà àíàëîãè÷-íûå ïðèíöèïû íà îðäèíàëàõ, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äîêàçàòåëüñòâàõ èîïðåäåëåíèÿõ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé.

Òåîðåìà 26 (Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè) Ïóñòü R � íåêîòî-ðîå ñâîéñòâî îðäèíàëîâ. Äîïóñòèì, ÷òî, ïðåäïîëîæèâ ñïðàâåäëèâîñòüñâîéñòâà R äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ, ìåíüøèõ íåêîòîðîãî îðäèíàëà �, ìûìîæåì âûâåñòè ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñâîéñòâà è äëÿ îðäèíàëà �. Òî-ãäà âñå îðäèíàëû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R.
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Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìûâûïîëíåíû, íî òåì íå ìåíåå íåêîòîðûé îðäèíàë  ñâîéñòâîì R íå îáëà-äàåò. ßñíî, ÷òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü îðäèíàë �0 < , êîòîðûé òàêæåýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, èíà÷å ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâè-åì òåîðåìû. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì íåïóñòîåëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ �n < �n�1 < : : : < �0 < .Íî òåïåðü â ñèëó âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà , äîëæåí ñóùå-ñòâîâàòü íàèìåíüøèé îðäèíàë � < , êîòîðûé ñâîéñòâîì R íå îáëàäàåò.Ïî âûáîðó � âñå îðäèíàëû, ìåíüøèå ÷åì �, ñâîéñòâîì R îáëàäàþò è,ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñâîéñòâîì R äîëæåí îáëàäàòü è �,ïðîòèâîðå÷èå.�

Îïðåäåëèì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-íèÿ íà îðäèíàëàõ:
Îïðåäåëåíèå 8 Ïóñòü � � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Òðàíñôèíèòíîé èí-äóêöèåé ïî � îïðåäåëèì îïåðàöèè � + �, � � �.(Ñëîæåíèå)a) Ïîëàãàåì � + 0 = �;b) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðäèíàëà � îïðåäåëÿåì �+(�+1) = (�+�)+1;ñ) åñëè  ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òîãäà îïðåäåëÿåì �+ = [�<f�+�g.(Óìíîæåíèå)a) Ïîëàãàåì � � 0 = 0;b) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðäèíàëà � îïðåäåëÿåì � � (� + 1) = (� � �) + �;ñ) åñëè  ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òîãäà îïðåäåëÿåì � �  = [�<f� � �g.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (ñì. óïð. 6:4), ÷òî ýòè îïåðàöèè ñîãëàñîâàíû ñîñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííûìè íà ëè-íåéíûõ ïîðÿäêàõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â îïðåäåëåíèÿõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿè óìíîæåíèÿ íà îðäèíàëüíûõ ÷èñåë ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì èçýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé, ðåçóëüòàò áóäåò îäèí è òîò æå â òîì ñìûñëå,÷òî îðäèíàë, ïîëó÷åííûé ïî ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ, áóäåò èìåòü òîò æåïîðÿäêîâûé òèï, êîòîðûé áû îí èìåë ïðè ïðèìåíåíèè âòîðîãî îïðåäå-ëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü hA;Ri è hB; Si äâà ëèíåéíûõ ïîðÿäêà.
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(Ñëîæåíèå)Ñóììîé hA;Ri + hB; Si ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ëèíåéíûé ïîðÿäîêhC;Qi:c1 <Q c2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàa) ëèáî c1 2 A è c2 2 B,b) ëèáî c1 2 A; c2 2 A è c1 <R c2,ñ) ëèáî c1 2 B; c2 2 B è c1 <S c2.(Óìíîæåíèå)Ïðîèçâåäåíèåì hA;Ri�hB; Si ýòèõ äâóõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ áóäåò ëè-íåéíûé ïîðÿäîê hC;Qi, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìûðàññìàòðèâàåì B-êîïèé ëèíåéíîãî ïîðÿäêà hA;Ri, äëÿ óäîáñòâà ïðåäïî-ëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû êàæäîé êîïèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè áóêâàìè (õî-òÿ ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî áûëî áû è èçáåæàòü). Ïîëó÷àåì ñåìåéñòâîfAi : i 2 Bg ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî îò-íîøåíèåì Ri ïî òèïó hA;Ri. Òåïåðü ìíîæåñòâî C îïðåäåëÿåòñÿ êàêîáúåäèíåíèå [i2BfAig. Îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà Q íà ýëåìåíòàõC çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ýëåìåíòîâ c1 è c2îïðåäåëÿåì c1 <Q c2, åñëèa) ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî i 2 B èìååì c1 2 Ai; c2 2 Ai è c1 <Ri c2,b) ëèáî äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j; i; j 2 B; èìååì c1 2 Ai; c2 2 Aj è i <S j.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîñòîå è ìû åãî íåïðèâîäèì (ñì. óïð. 6:5).

Òåîðåìà 27 Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îðäèíàëüíûõ ÷èñåë óäî-âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì çàêîíàì: äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ �; � è ,
a) (� + �) +  = � + (� + );
b) � � (� + ) = � � � + � � ;
c) � � (� � ) = (� � �) � ;
d) 0 + � = �; 0 � � = 0;
e) åñëè  ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òîãäà 9�( = ! � �);
f) � < � !  + � <  + �;
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g) åñëè 0 < , òîãäà � < � !  � � <  � �;
h) � � � ! (� +  � � + )&(� �  � � � ).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. óïðàæíåíèå 6:5.
Êàê âèäíî èç ýòîé òåîðåìû (ñì. òàêæå óïð. 6:7 è 6:8), îïåðàöèè ñëî-æåíèÿ è óìíîæåíèÿ îðäèíàëüíûõ ÷èñåë îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè,êàêèìè îíè îáëàäàþò íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íî íå âñå çà-êîíû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïåðåíîñÿòñÿ íà ýòîòîáùèé ñëó÷àé. Íàïðèìåð, 2+! = !, íî !+2 = (!+1)+1 6= !, 2 �! = !,íî ! � 2 = ! + ! 6= !. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-íèÿ îðäèíàëüíûõ ÷èñåë íå êîììóòàòèâíû. Íà îðäèíàëüíûõ ÷èñëàõ íåâûïîëíÿåòñÿ òàêæå îäèí èç çàêîíîâ äèñòðèáóòèâíîñòè (óïð. 6:9).
Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íà îðäèíàëàõ.

Îïðåäåëåíèå 10 Ïóñòü � íåêîòîðûé îðäèíàë. Òðàíñôèíèòíîé èíäóê-öèåé ïî � îïðåäåëèì îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ��.(1) �0 = 1;
(2) ��+1 = �� � �;
(3) �� = limf�� : � < �g, åñëè � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.
Íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïðè-âåäåíû â óïðàæíåíèÿõ 6:12 è 6:13 . Çäåñü ìû ëèøü îòìåòèì, ÷òî ýòàîïåðàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü êàðäèíàëüíûõ÷èñåë. Íàïðèìåð, îðäèíàë !! ñ÷åòåí, òàê êàê !! = limf!n : n < !g:Òàêæå, î÷åâèäíî, ñ÷åòåí îðäèíàë 2!.Ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà Êàíòîðà [1897], êîòîðàÿ òå-ïåðü íàçûâàåòñÿ "Òåîðåìîé Êàíòîðà î íîðìàëüíîé ôîðìå", ÿâëÿåòñÿ îä-íèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè îðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 28 Ïóñòü � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Òîãäà
� = !�1 � n1 + !�2 � n2 + : : :+ !�k � nk;äëÿ íåêîòîðûõ îðäèíàëîâ �1 > �2 > : : : > �k è íàòóðàëüíûõ ÷èñåën1; n2; : : : ; nk. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå � åäèíñòâåííîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî �. Ïóñòü � � íàèìåíüøèéîðäèíàë òàêîé, ÷òî � < !�. Åñëè � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òîãäà (ñì. óïð.6:13) � < ! äëÿ íåêîòîðîãî  < �, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó �. Ïîýòîìó� ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì: � = �1+1. Òîãäà !�1 � �. Âûáåðåì n1 òàêèì,÷òîáû !�1 � n1 � � < !�1 � (n + 1). Òàêèì îáðàçîì, � = !�1 � n1 + , ãäå < !�1 . Òàê êàê  < �, òî, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå,ïîëó÷èì  = !�2 � n2 + !�3 � n3 + : : :+ !�k � nk:Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ � îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,÷òî �1 > �2.Åñëè �2 > �1, òîãäà !�1 � n1 + !�2 � n2 = !�2 � n2 � �, ÷òî ïðîòèâîðå-÷èò ìèíèìàëüíîñòè �. Åñëè æå �2 = �1, òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñâûáîðîì n1. Ïîýòîìó �2 < �1.Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ � åäèíñòâåííîå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �:

� = !1 �m1 + !2 �m2 + : : :+ !l �ml;Òîãäà èìååì !1 � � < !1+1. Îòñþäà � = 1 + 1, ïîýòîìó �1 = 1.Ïðèìåíÿÿ óïð. 6:7 ïîëó÷èì, ÷òî
!�1 � (n1�1)+!�2 �n2+ : : :+!�l �nl = !1 � (m1�1)+!2 �m2+ : : :+!l �ml:

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâåííîñòèïîäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìåíüøèõ îðäèíàëîâ. �
Óïðàæíåíèÿ
6.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâ x è y òàêèõ, ÷òîa) x òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, íî íå ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì;b) êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà y òðàíçèòèâåí, íî y íå ÿâëÿåòñÿ îðäè-íàëîì.
6.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäêîâûé òèï ëþáîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãîìíîæåñòâà ñîäåðæèò íåêîòîðûé îðäèíàë �, òî åñòü ìíîæåñòâî f� : � <�g, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì " 2 ".b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîðÿäêîâîãî òèïà ëþáîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åí-íîãî ìíîæåñòâà òàêîé îðäèíàë � åäèíñòâåííûé.
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6.3. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé îðäèíàë èìååò îäèí èç òðåõ âèäîâ, îïè-ñàííûõ íà ñòð. 42.Óêàçàíèå.Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îðäèíàë  > 0 è íå èìååò íåïîñðåäñòâåí-íîãî ïðåäøåñòâåííèêà, ïîñòðîéòå âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îð-äèíàëîâ �0; �1; �2; : : : òàêóþ, ÷òî  = limn �n.
6.4.Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 8 è 9 îïåðàöèé ñëîæåíèÿè óìíîæåíèÿ îðäèíàëîâ.
6.5. Äîêàæèòå ñâîéñòâà a)-h) îðäèíàëîâ èç òåîðåìû 27.
6.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà � 6= 0, � < ! � �.
6.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ �; � è  ñïðàâåäëèâî ñî-îòíîøåíèå: � + � = � +  ! � = . Óêàçàíèå. Ñì. ïóíêò f òåîðåìû27. 6.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ � è � ñïðàâåäëèâû ñëåäó-þùèå óòâåðæäåíèÿ:a) Ëåììà î ðàçíîñòè: � � � ! 9!�(� + � = �);b) Ëåììà î äåëåíèè: 9!�9!�[(� = � � � + �) & � < �].
6.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îðäèíàëîâ �; �; , äëÿ êîòîðûõ(� + �) �  6= � � � + � � .
6.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ � è �,� + � = � [ f� + � : � < �g.
6.11. Äîêàæèòå áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Êàíòîðà î íîðìàëüíîéôîðìå, ÷òî êàæäûé îðäèíàë � åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ ââèäå � + n, ãäå � - ïðåäåëüíûé îðäèíàë, à n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
6.12. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíüîðäèíàëîâ:a) ��+ = �� � �;b) (��) = ���.
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6.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè � < �� è � - ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òîãäà� < � äëÿ íåêîòîðîãî  < �.
x7: Êîíñòðóêòèâíûå îðäèíàëû. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîíñòðóê-òèâíûõ îðäèíàëîâ.
Ýôôåêòèâíûìè àíàëîãàìè ñ÷åòíîãî îðäèíàëà ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûåîðäèíàëû. Îðäèíàë � íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè åãî ïîðÿäêîâûé òèïñîäåðæèò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî h!;Ri, ãäå R - âû÷èñëèìîåîòíîøåíèå íà !. Âû÷èñëèìûå îðäèíàëû îáðàçóþò õîòÿ è íåáîëüøîé, íîäîñòàòî÷íî áîãàòûé ðàçäåë òåîðèè îðäèíàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òîêëàññ âû÷èñëèìûõ îðäèíàëîâ ïî îáúåìó ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíñòðóê-òèâíûõ îðäèíàëîâ, êîòîðûå, êàê ìû óâèäèì â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà-ôàõ, îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè ïðè îáîáùåíèè ïîñòðîåííîé â ïðåäûäóùèõïàðàãðàôàõ èåðàðõèè êîíå÷íûõ áóëåâûõ êîìáèíàöèé ìíîæåñòâ íà áåñ-êîíå÷íûå óðîâíè. Îðäèíàë � ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì (òî÷íîå îïðåäå-ëåíèå ïðèâîäèòñÿ ïîçäíåå), åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îáîçíà-÷åíèé, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåò êàæäîìó îðäèíàëó � � íåêîòîðîå (åäèí-ñòâåííîå) íàòóðàëüíîå ÷èñëî, åãî "îáîçíà÷åíèå", ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿñëåäóþùèå ñâîéñòâà "êîíñòðóêòèâíîcòè": a) ïî îáîçíà÷åíèþ ìîæíî ýô-ôåêòèâíî îïðåäåëèòü, êàêîìó èç òðåõ âîçìîæíûõ òèïîâ (0, ïîñëåäîâà-òåëü, èëè ïðåäåëüíûé îðäèíàë) îòíîñèòñÿ îðäèíàë, ïîëó÷èâøèé äàííîåîáîçíà÷åíèå; á) åñëè îáîçíà÷åíèå ïîëó÷àåò îðäèíàë �, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿïîñëåäîâàòåëåì íåêîòîðîãî îðäèíàëà � < �, òîãäà ìîæíî ýôôåêòèâíîîïðåäåëèòü îáîçíà÷åíèå è äëÿ �; â) åñëè îáîçíà÷åíèå ïîëó÷àåò ïðåäåëü-íûé îðäèíàë � , òîãäà ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðäèíàëîâ, â ïðåäåëå äàþùèõ �. Íî,ïîæàëóé, íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíà-ëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå èõ ñâîéñòâî: ïîñëåäîâàòåëü ëþáîãî êîíñòðóê-òèâíîãî îðäèíàëà ñíîâà ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì îðäèíàëîì, è ïðåäåëëþáîé âîçðàñòàþùåé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòðóêòèâíûõîðäèíàëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì îðäèíàëîì.Èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ îðäèíàëîâ ïî îáú-åìó ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ñåìåéñòâîì îðäèíàëîâ, êîòîðîå ñîäåðæèò0 è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëÿ è âçÿòèÿ ïðåäåëà ñ÷åò-íîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðäèíàëîâ (ïîäðîáíåå î íèõ ñì. âêíèãå Ðîäæåðñà [1967, óïð. 11-46]). Ïîñëåäíåå ñåìåéñòâî íîñèò íàçâàíèå
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âòîðîãî ÷èñëîâîãî êëàññà (ïåðâûé ÷èñëîâîé êëàññ ñîñòîèò èç íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë). Îí ïðèìå÷àòåëåí òåì, ÷òî îáðàçóåò íåñ÷åòíîå âïîëíå óïîðÿ-äî÷åííîå ñåìåéñòâî, êàæäûé ñîáñòâåííûé íà÷àëüíûé ñåãìåíò êîòîðîãîñ÷åòåí.Êîíñòðóêòèâíûå îðäèíàëû îáðàçóþò, òàêèì îáðàçîì, ñ÷åòíûé áåñêî-íå÷íûé íà÷àëüíûé ñåãìåíò âòîðîãî ÷èñëîâîãî êëàññà. Ñ÷åòíûå îðäèíà-ëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîíñòðóêòèâíûìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âû÷èñëè-ìîñòè "íåñ÷åòíû", òàê êàê èõ íåëüçÿ äîñòè÷ü íèêàêèìè âû÷èñëèìûìèâîçðàñòàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ. Ïî-ýòîìó íàèìåíüøèé íåêîíñòðóêòèâíûé îðäèíàë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì!CK1 (â òåîðèè êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë ÷åðåç !1 îáîçíà÷àåòñÿ ïåðâûé íåñ÷åò-íûé êàðäèíàë) è ÷èòàåòñÿ "×åð÷-Êëèíè-îìåãà-îäèí".Â òåîðèè îðäèíàëüíûõ ÷èñåë ìû ÷àñòî èìååì äåëî ñ ðàçëè÷íûìèîáîçíà÷åíèÿìè äëÿ îðäèíàëîâ. Íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè îðäèíàëîâ,ìåíüøèõ < !2, ìû ïîëüçóåìñÿ èõ îáîçíà÷åíèÿìè âèäà ! � n + m, ãäån è m íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êîíñòðóêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû, äëÿêîòîðûõ âîçìîæíû îáîçíà÷åíèÿ ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè "êîí-ñòðóêòèâíîñòè".Òåîðèÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ îðäèíàëîâ áûëà ðàçâèòà â ïèîíåðñêèõ ðàáî-òàõ ×åð÷à è Êëèíè (×åð÷ è Êëèíè [1937], ×åð÷ [1938], Êëèíè [1938]). Ñòåõ ïîð îíà ïðåòåðïåëà íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ. Íèæå ìû áîëåå ïî-äðîáíî ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé O, èçâåñòíóþ êàê "êëèíèåâñêàÿñèñòåìà îáîçíà÷åíèé" äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ è êîòîðàÿ, êàê ìûïîçäíåå óâèäèì, äàåò îáîçíà÷åíèå êàæäîìó êîíñòðóêòèâíîìó îðäèíàëóâ òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè êàêîé-íèáóäü îðäèíàë ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå âíåêîòîðîé (äðóãîé) ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé, òî îí ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå èâ O.Ïðèâåäåì ñíà÷àëà îáùåå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé.
Îïðåäåëåíèå 11Ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé S íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå j:jS íåêîòîðî-ãî ïîäìíîæåñòâà D ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà íåêîòîðûé íà-÷àëüíûé îòðåçîê îðäèíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò òàêèå÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè k; p è q, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 D:a) åñëè jxjS = 0, òîãäà k(x) = 0,åñëè jxjS ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì, òîãäà k(x) = 1,åñëè jxjS ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì, òîãäà k(x) = 2;
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b) åñëè jxjS ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì, òîãäàp(x) # è jxjS = jp(x)jS + 1;c) åñëè jxjS ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì, òîãäà q(x) #, ôóíêöèÿ�q(x) òîòàëüíà, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj�q(x)(n)jSgn2! ÿâëÿåòñÿ âîç-ðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îðäèíàëîâ, èìåþùåé ñâîèì ïðåäåëîìjxjS.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D íàçûâàþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè S. Ëåãêî äîêà-çàòü èíäóêöèåé (ñì. óïð. 7:1), ÷òî åñëè ñèñòåìà S äàåò îáîçíà÷åíèå íåêî-òîðîìó îðäèíàëó �, òî îíà äàåò îáîçíà÷åíèå è êàæäîìó îðäèíàëó < �.
Îðäèíàë � íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, åñëè íåêîòîðàÿ ñèñòåìàîáîçíà÷åíèé S äàåò åìó îáîçíà÷åíèå, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-íîå ÷èñëî n, ÷òî jnjS = �.Åñëè � ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå a 2 D, òî ïèøåì (�)S = a.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â òåîðèè îðäèíàëüíûõ ÷èñåë ïðèõîäèòñÿ ÷àñòîèìåòü äåëî ñ ðàçëè÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ îðäèíàëîâ, êîòîðûå ñîîò-âåòñòâóþò ýòîìó îïðåäåëåíèþ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõîðäèíàëüíûõ ÷èñåë < !!. Êàæäûé îðäèíàë � èç ýòîãî ìíîæåñòâà â êàí-òîðîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ êàê

� = !n1 �m1 + !n2 �m2 + : : :+ !nk �mk;äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1;m1; n2;m2 : : : ; nk;mk. Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî ïîäõîäÿùåé êîäèðîâêîé íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ýòîãîïðåäñòàâëåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé äëÿ îðäèíàëîâ < !!.
Ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé S íàçûâàåòñÿ óíèâàëåíòíîé, åñëè îòîáðàæåíèåj:jS ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì; âû÷èñëèìîé, åñëè ìíîæåñòâî D âû-÷èñëèìî; ðåêóðñèâíîé ïî óïîðÿäî÷åíèþ, åñëè ìíîæåñòâî

RS = fhx; yijx 2 D&y 2 D&jxjS � jyjSgâû÷èñëèìî. Ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé S íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíàäàåò îáîçíà÷åíèå êàæäîìó êîíñòðóêòèâíîìó îðäèíàëó. Íàêîíåö, ñèñòåìàîáîçíà÷åíèé S íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé ñèñòå-ìû S 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h : DS0 ! DS,÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 DS0 , jxjS0 � jh(x)jS.



53
Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ óíèâåðñàëü-íàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, ëåãêî òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ (ñì. óïð.7:2), ÷òî óíèâàëåíòíûå âû÷èñëèìûå ñèñòåìû ðåêóðñèâíû ïî óïîðÿäî÷å-íèþ. Ïðèìåðîì óíèâåðñàëüíîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîé) ñèñòå-ìû ÿâëÿåòñÿ êëèíèåâñêàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé O, ê îïðåäåëåíèþ êîòî-ðîé ìû ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.

Îïðåäåëåíèå 12 (Êëèíèåâñêàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé O) Ñëåäóþùèìîáðàçîì îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå j j0 íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíî-æåñòâà DO íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â êëàññ îðäèíàëîâ:
a) j1j0 = 0. (Îðäèíàë 0 ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå 1.)
b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî jnj0 # äëÿ íåêîòîðîãî n, è jnj0 = �. Òîãäà ïî-ëàãàåì j2nj0 = �+1. (Åñëè � ïîëó÷èë îáîçíà÷åíèå n, òî åãî ïîñëå-äîâàòåëü � + 1 ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå 2n.)
c) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî e, 8n(�e(n) # &j�e(n)j0 # &j�e(n)j0 < j�e(n+ 1)j0). Ïîëàãàåì j3 � 5ej0 = limn j�e(n)j0. (Åñëè ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü f�e(n)gn2! ñîñòîèò èç îáîçíà÷åíèé äëÿ âîçðàñ-òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðäèíàëîâ �0 < �1 < �2 < : : :, òîãäàïðåäåëüíûé îðäèíàë  = limn �n ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå 3 � 5e.)
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DO îòîáðàæåíèÿ j j0 îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç O.Ñóùåñòâîâàíèå äëÿ O ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé kO ; pO è qO , ó÷àñò-âóþùèõ â îïðåäåëåíèè ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
Îïðåäåëèì òåïåðü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê <0 íà O.

Îïðåäåëåíèå 13
Äëÿ ëþáîãî x 2 O ïîëàãàåì x <O 2x. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì z <0 2xäëÿ êàæäîãî z 2 O òàêîãî, ÷òî z <0 x.
Äëÿ ëþáîãî e 2 !, åñëè 3 � 5e 2 O , òîãäà, ñîãëàñíî ïóíêòó c)ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ, �e(n) # äëÿ ëþáîãî n, è �e(n) 2 O . Åñëè,êðîìå òîãî, 8n(�e(n) <0 �e(n + 1)), òî ïîëàãàåì z <0 3 � 5e äëÿêàæäîãî z 2 O òàêîãî, ÷òî z <0 �e(n) äëÿ íåêîòîðîãî n.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè x <0 y, òîãäà jxj0 <jyj0, îáðàòíîå, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïðèâîäèìîñíîâíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû O è îòíîøåíèÿ <0.

Òåîðåìà 29 a) Äëÿ ëþáîãî x 2 O , ìíîæåñòâî fyjy <0 xg îáðàçóåòóíèâàëåíòíóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé;b) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî äëÿ ëþáîãîx 2 O , Wf(x) = fyjy <0 xg;c) Äëÿ ëþáîãî x 2 O , îòíîøåíèå <0 ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåò ìíî-æåñòâî fyjy <0 xg.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. óïðàæíåíèå 7:3.
Íèæå â òåîðåìå 33 ìû äîêàæåì, ÷òî O ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ñèñòå-ìîé îáîçíà÷åíèé. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà êëèíèåâñêóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ+0 íà îáîçíà÷åíèÿõ èç O, êîòîðàÿ, êàê ìû ïîçäíåå óâèäèì, îáëàäàåòìíîãèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè.Ïóñòü h : !3 ! ! òàêàÿ 1�1-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ âñåõ e; a; dè n, �h(e;a;d)(n) ' �e(a;�d(n)):Òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f :
�f(e)(a; b) '

8>>><>>>:
a , åñëè b = 1 ;2�e(a;m) , åñëè b = 2m ;3 � 5h(e;a;d) , åñëè b = 3 � 5d ;0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïóñòü e0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f : �f(e0) ' �e0 . Èìååì

�e0(a; b) '
8>>><>>>:
a , åñëè b = 1 ;2�e0 (a;m) , åñëè b = 2m ;3 � 5h(e0;a;d) , åñëè b = 3 � 5d ;0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñì. óïð. 7:4), ÷òî �e0(a; b) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ íà-òóðàëüíûõ ÷èñåë a; b. Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âû÷èñëèìóþ ôóíê-öèþ a+0 b ñîîòíîøåíèåì a+0 b = �e0(a; b). Òàêèì îáðàçîì,
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a+0 b =

8>>><>>>:
a , åñëè b = 1 ;2�e0 (a;m) , åñëè b = 2m ;3 � 5h(e0;a;d) , åñëè b = 3 � 5d;0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êëèíèåâñêîé ôóíêöèåé +0 ñëîæåíèÿ íà O.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè +0 ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 30 Âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ +0 äëÿ âñåõ ÷èñåë x; y è z îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
a) x; y 2 O ! x+0 y 2 O ;
b) x; y 2 O&y 6= 1! x <0 x+0 y;c) x; y 2 O ! jx+0 yj0 = jxj0 + jyj0;d) x 2 O&y <0 z $ x+0 y <0 x+0 z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî b) î÷åâèäíî. Âñå îñòàëüíûå èìïëèêàöèè äî-êàçûâàþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî y. Ìûïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà c), îñòàâèâ îñòàëüíûå â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ.Åñëè y = 1, òîãäà x +0 y = x, ïîýòîìó jx +0 yj0 = jxj0 = jxj0 + 0 =jxj0 + jyj0.Åñëè y = 2z, òîãäà z 2 O . Èìååì x+0 y = 2x+0z è, ïî èíäóêöèîííîìóïðåäïîëîæåíèþ, jx +0 zj0 = jxj0 + jzj0. Îòñþäà jx +0 yj0 = j2x+0zj0 =jx+0 zj0 + 1 = jxj0 + jyj0.Òåïåðü ïóñòü y = 3 � 5e. Òîãäà �e(n) # äëÿ êàæäîãî n 2 ! è, ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, jx+0�e(n)j0 = jxj0+ j�e(n)j0 äëÿ âñåõ n. Ïîýòîìó,jx+0 yj0 = limn jx+0 �e(n)j0 = jxj0 + jyj0. �
Çàìå÷àíèå 31 Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2 O , ñîîòíîøå-íèå y <0 x +0 y íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ (ñì. óïð. 7:5). Îäíàêî, èç ïóíê-òà c) òåîðåìû 30 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 O òàêîãî, ÷òî 1 <0 x,ñïðàâåäëèâî jyj0 < jx+0 yj0.
Îïðåäåëåíèå 14 Ïóñòü a; b 2 O è jaj0 = �; jbj0 = �. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî � ìîíîòîííî ñâîäèòñÿ ê � (ïèøåòñÿ � �0 �), åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h : �! �, ÷òî
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1) (8�;  2 �)(� 2  $ h(�) 2 h()), è
2) (8djdj02�)(k0(d) = k0(h(d))),

çäåñü kO - ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ó÷àñòâóþùàÿ â îïðåäåëåíèèO êàê ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé.
ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå �0 ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî. Òåïåðü ñêàçàí-íîå â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïî-ëåçíîå ñâîéñòâî îáîçíà÷åíèé èç O, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ â ïàðàãðàôå9.

Ïðåäëîæåíèå 32 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2 O èìååò ìåñòî ñîîòíî-øåíèå y �0 x+0 y.
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè +0 ìû òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî O ÿâëÿåòñÿóíèâåðñàëüíîé ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé.

Òåîðåìà 33 Ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé O ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äàííîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé S ìû äîëæíû ïîñòðî-èòü ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f : DS ! O , äëÿ êîòîðîé

x 2 DS ! �S(x) � jf(x)j0:
Ïóñòü kS; pS è qS ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå âîïðåäåëåíèè S êàê ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà âû÷èñëè-ìóþ ôóíêöèþ h: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z 2 !,
�h(z)(x) =

8>>><>>>:
1 , åñëè kS(x) = 0;2�z(pS(x)) , åñëè kS(x) = 1 ;3 � 5y , åñëè kS(x) = 2 è qS(x) # ;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Çäåñü y íîìåð ñëåäóþùåé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè  :

 (0) = �z(�qS(x)(0)), åñëè �qS(x)(0) #; (n+ 1) =  (n) +0 �z(�qS(x)(n+ 1)), åñëè �z(�qS(x)(n+ 1)) #.
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Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî �h(n) ' �n. Ïîîïðåäåëåíèþ ïîëîæèì f = �n. Òàêèì îáðàçîì,
f(x) =

8>>><>>>:
1 , åñëè kS(x) = 0;2f(pS(x)) , åñëè kS(x) = 1 ;3 � 5y , åñëè kS(y) = 2 è qS(x) # ;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,ãäå y íîìåð ôóíêöèè  , ãäå  (0) = f(�qS(x)(0)), è  (n+ 1) =  (n) +0f(�qS(x)(n+ 1)), åñëè f(�qS(x)(n+ 1)) #.Åñëè x 2 DS, òî ïóñòü jxj0 = �. Èíäóêöèåé ïî îðäèíàëàì � � ëåãêîäîêàçàòü, ÷òî f(x) #. Äîêàæåì, ÷òî �S(x) � jf(x)j0, åñëè x 2 DS.Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòüx 2 DS òàêîå ÷èñëî, ÷òî �S(x) - íàèìåíüøèé îðäèíàë òàêîé, ÷òî �S(x) >jf(x)j0. ßñíî, ÷òî ïåðâûå äâå ñòðîêè îïðåäåëåíèÿ f(x) íå ìîãóò èìåòü ìå-ñòà, òàê êàê ýòî íåìåäëåííî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Îñòàåòñÿ òðåòèé ñëó-÷àé. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå kS(y) = 2 è qS(x) #, òî ôóíêöèÿ  , ó÷àñòâóþ-ùàÿ â îïðåäåëåíèè f , âñþäó îïðåäåëåíà. Íî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèèè ïðåäëîæåíèÿ 32 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, �(�qS(x)(n)) < jf(�y(n))j0.Ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü jf(x)j0 > �S(x), ïðîòèâîðå÷èå. �

Óïðàæíåíèÿ
7.1. Äîêàæèòå òðàíôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî îðäèíàëàì < �, ÷òî åñëè�S äàåò îáîçíà÷åíèå � è � < �, òîãäà �S äàåò îáîçíà÷åíèå è �.
7.2. Äîêàæèòå, ÷òî óíèâàëåíòíûå âû÷èñëèìûå ñèñòåìû ðåêóðñèâíûïî óïîðÿäî÷åíèþ.
7.3. Ïðèâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29.
7.4. Äîêàæèòå, ÷òî êëèíèåâñêàÿ ôóíêöèÿ +0 îïðåäåëåíà íà âñåì ìíî-æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x+0 y íå îïðå-äåëåíà äëÿ íåêîòîðûõ x; y. Òîãäà y = 2z äëÿ íåêîòîðîãî z, òàê êàê äðóãèåâîçìîæíîñòè äëÿ y ñðàçó æå èñêëþ÷àþòñÿ (íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ hâñþäó îïðåäåëåíà). Òåïåðü íàøå ïðåäïîëîæåíèå çíà÷èò, ÷òî è x +0 z íåîïðåäåëåíà. Îñòàåòñÿ ïðîâåñòè ðàññóæäåíèå èíäóêöèåé ïî z.
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7.5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð x; y 2 O òàêèõ, ÷òî íåâåðíî, ÷òî y <0 x+0 y.
7.6.Ìàêñèìàëüíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé O î÷åâèäíî íå ÿâëÿåòñÿ óíè-âàëåíòíîé: îáîçíà÷åíèå ëþáîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà  çàâèñèò îò òîãî,êàêîé íîìåð ôóíêöèè, ïåðå÷èñëÿþùåé îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëü-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ , ìû áåðåì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþòóíèâàëåíòíûå ìàêñèìàëüíûå ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé. Óêàçàíèå. Ðàñïîëî-æèòå âñå ýëåìåíòû O â ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0; x1; x2; : : :, è ðàñ-ñìîòðèòå ïóòü â O, ñîäåðæàùèé x0; x0 +0 x1; (x0 +0 x1) +0 x2; : : :.
7.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà � ñóùå-ñòâóåò ðåêóðñèâíàÿ ïî óïîðÿäî÷åíèþ óíèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷å-íèé, êîòîðàÿ äàåò îáîçíà÷åíèå ýòîìó îðäèíàëó. Óêàçàíèå. Ïóñòü z 2 Oîáîçíà÷åíèå äëÿ �: jzj0 = � (ïî òåîðåìå 33 òàêîé z ñóùåñòâóåò). Ðàññìîò-ðèòå ìíîæåñòâî Az = fy : y <0 z _ y = zg.
7.8. Îïðåäåëåíèå. Îðäèíàë � íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè åãî ïî-ðÿäêîâûé òèï ñîäåðæèò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî h!;Ri, ãäå R� âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå.(Ìàðêâàëä [1954], Ñïåêòîð [1955]) Äîêàæèòå, ÷òî îðäèíàë ðåêóðñè-âåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí êîíñòðóêòèâåí. Óêàçàíèå. Äëÿ ÷àñòè"òîãäà" ñì. óïð. 7:7. Ìíîæåñòâî Az, ïîñòðîåííîå â ýòîì óïðàæíåíèè ïîäàííîìó êîíñòðóêòèâíîìó îðäèíàëó � (jzj0 = �) äàåò ïðèìåð èñêîìî-ãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ÷àñòè "òîëüêî òîãäà" ïóñòüR - âû÷èñëèìîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå íà ! îïðåäåëÿåò âïîëíåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ïîðÿäêîâûé òèï êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ �. Ñëå-äóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèòå ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà !:

Q = fhhx1; y1i; hx2; y2iijhx1; x2i 2 R & (x1 = x2 ! y1 � y2)g:
Ïîðÿäêîâûé òèï Q î÷åâèäíî ñîäåðæèò ! ��. Ïî Q òåïåðü îïðåäåëèòåñèñòåìó îáîçíà÷åíèé S, ãäå DS = fxjhx; xi 2 Qg, êîòîðàÿ äàåò îáîçíà-÷åíèÿ âñåì îðäèíàëàì < ! � �, è, ñëåäîâàòåëüíî, îðäèíàëó �, òàê êàê� < ! � � (ñì. óïð. 6:6).
Êîììåíòàðèè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, òåîðèÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ îðäèíà-ëîâ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ ×åð÷à è Êëèíè (×åð÷ è Êëèíè [1937], ×åð÷[1938], Êëèíè [1938]). Â ýòèõ æå ðàáîòàõ ñîäåðæàòñÿ âñå ïðèâåäåííûå
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â ýòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ.Îïðåäåëåíèå 14 â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå ïðèâåäåíî â ðà-áîòå Åðøîâà [1968b], òàì æå äîêàçàíî è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 32.

x8: Îïèñàíèå �02-ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíûõ îðäè-íàëîâ
Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 11â), !-â. ï. ìíîæåñòâà íå äàþò èñ-÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè �02-ìíîæåñòâ, õîòÿ è ñîäåð-æàò âàæíåéøèé êëàññ òàáëè÷íî ñâîäÿùèõñÿ ê ;0 ìíîæåñòâ. Â ñëåäóþùåìïàðàãðàôå â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøåãî ðàñøèðåíèÿ êëàññà !-â. ï. ìíî-æåñòâ ìû ïîëó÷èì ïîëíîå îïèñàíèå è âñåõ �02-ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîé öåëèáóäóò èñïîëüçîâàíû èäåè, ñîäåðæàùèåñÿ â õàðàêòåðèñòèêå �02-ìíîæåñòâ,ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 3, à òàêæå â îïðåäåëåíèè n-â. ï. ìíîæåñòâ ïðèn < !, è õàðàêòåðèñòèêå !-â. ï. ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùåéñÿ â òåîðåìå 16.
Â îïèñàíèè !-â. ï. ìíîæåñòâ (òåîðåìà 16) ìû èñïîëüçîâàëè ðàâíîìåð-íî â. ï. íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R0 � R1 � : : : â. ï. ìíîæåñòâ,à â îïðåäåëåíèè n-â. ï. ìíîæåñòâ ïðè n < ! áûëè èñïîëüçîâàíû íåâîç-ðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R0 � R1 � : : : � Rn�1 â. ï. ìíîæåñòâ.Ïðåæäå âñåãî óíèôèöèðóåì íàøè îïðåäåëåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ ðàâíîìåð-íî â. ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ âõîäÿùèå â ýòèïîñëåäîâàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ â �-îòíîøåíèÿõ, ñîãëàñî-âàííûõ ñ ïîðÿäêîâûì òèïîì îðäèíàëà, îïðåäåëÿþùåãî óðîâåíü ìíîæå-ñòâà â èåðàðõèè.

Îïðåäåëåíèå 15 Ïóñòü P (x; y) - âû÷èñëèìûé ïðåäèêàò, êîòîðûé íàìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. (Äëÿ óäîá-ñòâà áóäåì ïèñàòü x �P y, åñëè P (x; y).) Ãîâîðÿò, ÷òî ðàâíîìåðíî â.ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fRxg â. ï. ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ P - ( èëè �P - )ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè äëÿ ëþáûõ x; y, x �P y âëå÷åò Rx � Ry.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 16 â îïèñàíèè !-â. ï. ìíîæåñòâó÷àñòâóþò !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fRxgx2!, â êî-òîðûõ îòíîøåíèå Rx � Ry ñîãëàñîâàíî ñ ïîðÿäêîâûì òèïàì! = f0 < 1 < : : :g : R0 � R1 � : : :.
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Îïðåäåëåíèÿ n-â. ï. ìíîæåñòâ ïðè n < ! òàêæå ìîæíî ïðåîáðàçî-âàòü, ïðèâåäÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè,íàïðèìåð, A = (A1 � A2) [ A3, ãäå A1 � A2 � A3, òî ïîëîæèâ R0 = A3,R1 = A2 è R2 = A1 , ïîëó÷èì 3-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3 = f0 < 1 < 2g)R0 � R1 � R2, êîòîðàÿ çàäàåò ìíîæåñòâî A: A = (R2�R1)[R0. Â îáùåìñëó÷àå, åñëè, íàïðèìåð, A = (A1�A2)[ : : :[ (An�1�An) (n - ÷åòíîå ÷èñ-ëî è A - n-â. ï. ìíîæåñòâî), òî ïóñòü R0 = An; R1 = An�1; : : : ; Rn�1 =A1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R0 � R1 � : : : � Rn�1 ÿâëÿåòñÿ n-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (n = f0 < 1 < : : : < n� 1g) è A = [n�12 ][i=0 (R2i+1�R2i):
Îïðåäåëåíèå 16 Ïóñòü S - óíèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé äëÿêîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ, � - îðäèíàë, êîòîðûé ïîëó÷àåò ïðè S íåêî-òîðîå îáîçíà÷åíèå, è ïóñòü 	 - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, à f -íåêîòîðàÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ìû ïèøåì 	!f�;Sg f , åñëè äëÿ âñåõx 2 domf èìååò ìåñòî f(x) = 	(n; x), ãäå n - îáîçíà÷åíèå äëÿ íàèìåíü-øåãî îðäèíàëà � < � òàêîãî, ÷òî 	(n; x) #.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü (ñð. ñ òåîðåìàìè 14 è 15)f(x) = 	((��<�)S(	((�)S; x) #); x).
Îïðåäåëèì òàêæå ïîíÿòèå ÷åòíîñòè íà îðäèíàëàõ. Îðäèíàë íàçû-âàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè îí ëèáî ðàâåí 0, ëèáî ïðåäåëüíûé, ëèáî ÿâëÿåòñÿïîñëåäîâàòåëåì íå÷åòíîãî îðäèíàëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îðäèíàë íàçû-âàåòñÿ íå÷åòíûì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè � - ÷åòåí, ÷òî �0 (ïîñëåäîâàòåëü�) íå÷åòåí è íàîáîðîò.
Â ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé S ôóíêöèÿ ÷åòíîñòè e(x) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:Ïóñòü n 2 DS. Òîãäà e(n) = 1, åñëè îðäèíàë jnjS íå÷åòåí, è e(n) = 0,åñëè jnjS ÷åòåí.Ïóñòü � - îðäèíàë, ïîëó÷èâøèé îáîçíà÷åíèå a â ñèñòåìå S, ò. å. jajS =�. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà A, äâóõìåñòíîé ÷. â. ôóíêöèè 	 è äëÿ ëþáîãîx èìååò ìåñòî
A(x) = 	((��<�)S(	((�)S; x) #; x)) (1)
(Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ 	!f�;Sg A)
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Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â. ï. ìíîæåñòâfRxg: äëÿ ëþáîãî x <S a
Rx = [y<SxRy [ ( fzj 9t �S x(	(t; z) #= 1)g; åñëè e(x) 6= e(a).fzj 9t �S x(	(t; z) #= 0)g; åñëè e(x) = e(a).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
A = fzj 9x <S a(z 2 Rx&e(x) 6= e(a)&8y <S x(z =2 Ry)g (2)
Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = ! èìååì ïîëó÷åííîå ðàíåå (ñì. Çàìå÷àíèå 17)îïèñàíèå !-â. ï. ìíîæåñòâ ÷åðåç !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ïðè � = n < !(� � íàòóðàëüíîå ÷èñëî), îïèñàíèå n-â. ï. ìíîæåñòâ.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A îïðåäåëåíî êàê â (2) ÷åðåç íåêîòîðóþ�-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fRxg òàêóþ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå [x<SaRx = !,òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ìíîæåñòâî A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíîêàê â (1) äëÿ íåêîòîðîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè 	.
Ñ ýòîé öåëüþ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ôóíêöèþ 	 :
	(x; z) =

8><>:
1 , åñëè z 2 Rx, e(x) 6= e(a);0 , åñëè z 2 Rx, e(x) = e(a);" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Â ñèëó óñëîâèÿ [x<SaRx = ! èìååì 8z9x(	(x; z) #). Òåïåðü íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî A(z) = 	((��<�)S(	((�)S; z) #; z)).Çàìå÷àíèå 34 Çäåñü óñëîâèå [x<SaRx = ! íåîáõîäèìî, ò.ê. èíà÷å íå áó-
äåò âûïîëíåíî óñëîâèå 8z9x(	(x; z) #), êîòîðîå íóæíî äëÿ (1). Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî �-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fRxg â (2) òàêæå óäîâëåòâîðÿ-åò ýòîìó óñëîâèþ.Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 35 Ïóñòü S - óíèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé äëÿ êîí-ñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ, A � ! è � - îðäèíàë, ïîëó÷èâøèé îáîçíà÷åíèåa ïðè S. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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à) Äëÿ ëþáîãî x, A(x) = 	((��<�)S(	((�)s; x) #; x)) äëÿ íåêîòîðîé÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîé ôóíêöèè 	.á) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fRxgx<sa, ÷òî[x<SaRx = !, è A = fzj 9x <S a(z 2 Rx&e(x) 6= e(a)&8y <S x(z =2 Ry)g.

Ìû âèäåëè, ÷òî òåîðåìà 35 îáîáùàåò ïîëó÷åííûå ðàíåå îïèñàíèÿ !- â.ï. è n-â.ï ìíîæåñòâ ïðè n < ! ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç !- è n-ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîå �02-ìíîæåñòâîèìååò òàêîå îïèñàíèå äëÿ íåêîòîðîé a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fRxg, ãäå aÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà � ïðè ñèñòåìå îáîçíà-÷åíèé S. Áîëåå òîãî, êàê ìû íèæå óâèäèì, � ìîæíî âûáðàòü � !2.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâà, êîòîðûå äîïóñêàþò òàêîå îïèñàíèå÷åðåç a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fRxg äëÿ íåêîòîðîãî a 2 S, ÿâëÿþòñÿ �02-ìíîæåñòâàìè, ò. å. ýòè îïðåäåëåíèÿ íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû �02-ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 36 Ïóñòü S - óíèâàëåíòíàÿ è ðåêóðñèâíàÿ ïî óïîðÿäî÷åíèþñèñòåìà îáîçíà÷åíèé, � - êîíñòðóêòèâíûé îðäèíàë, ïîëó÷èâøèé íåêî-òîðîå îáîçíà÷åíèå ïðè S, 	 - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, è ôóíê-öèÿ f òàêîâà, ÷òî 	!f�;Sg f . Òîãäà f �T ;0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x äàíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ f(x) ñ ïîìîùüþ îðàêó-ëà ;0 íàõîäèì ïåðâîå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ÷èñëî n òàêîå, ÷òî 	(n; x) #.(Åñëè òàêîãî n íåò, òî f(x) ".)Ïóñòü 	(n; x) # äëÿ íåêîòîðîãî n. Ñ ïîìîùüþ îðàêóëà ;0 íàõîäèì(åñëè îíî ñóùåñòâóåò) òàêîå m, ÷òî �S(m) < �S(n) è 	(m;x) #. Òàê êàêS ðåêóðñèâíà ïî óïîðÿäî÷åíèþ, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Òåïåðü ïîâòîðÿ-åì ïðåäûäóùèå äåéñòâèÿ ñ çàìåíîé n íà m è ò.ä. Òàê êàê ìíîæåñòâî� âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî ýòî ïðîäåëûâàåì íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñ-ëî ðàç. Ïóñòü m - òàêîå ÷èñëî, ÷òî �s(m) - íàèìåíüøèé îðäèíàë, äëÿêîòîðîãî 	(m;x) #. Èìååì f(x) = 	(m;x). �

Òåîðåìà 37 Ïóñòü f �T ;0 - íåêîòîðàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.Ñóùåñòâóþò óíèâàëåíòíàÿ ðåêóðñèâíàÿ ïî óïîðÿäî÷åíèþ ñèñòåìà îáî-çíà÷åíèé S è ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ 	 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãîx, f(x) = 	((��<!2)S(	((�)S; x) #); x):
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = lims g(s; x) äëÿ ëþáîãî x è íåêîòîðîéâû÷èñëèìîé ôóíêöèè g. Ïóñòü 0 = sx0 < sx1 < : : : < sxkx - âñå ÷èñëà s, äëÿêîòîðûõ g(s; x) 6= g(s+ 1; x). Òàêèì îáðàçîì, kx - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé ôóíêöèè g íà ìíîæåñòâå ïàð f(s; x)js 2 !g.Ðàñïîëîæèì âñå ïàðû (y; x) (òî÷íåå, íîìåðà hy; xi ýòèõ ïàð) â !2-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Áëîê 0
8>>>>>><>>>>>>:

hs0k0 ; 0i; hs0k0 + 1; 0i; hs0k0 + 2; 0i; : : : ; hs0k0 + j; 0i; : : :hs0k0�1; 0i; hs0k0�1 + 1; 0i; hs0k0�1 + 2; 0i; : : : ; hs0k0 � 1; 0i:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::hs01; 0i; hs01 + 1; 0i; hs01 + 2; 0i; : : : ; hs02 � 1; 0ih0; 0i; h1; 0i; h2; 0i; : : : ; hs01 � 1; 0i

Áëîê 1
8>>>>>><>>>>>>:

hs1k1 ; 1i; hs1k1 + 1; 1i; hs1k1 + 2; 1i; : : : ; hs1k1 + j; 1i; : : :hs1k1�1; 1i; hs1k1�1 + 1; 1i; hs1k1�1 + 2; 1i; : : : ; hs1k1 � 1; 1i:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::hs11; 1i; hs11 + 1; 1i; hs11 + 2; 1i; : : : ; hs12 � 1; 1ih0; 1i; h1; 1i; h2; 1i; : : : ; hs11 � 1; 1i............................................................................
Êàæäàÿ i-ÿ ñòðîêà (êðîìå íóëåâîé) x-ãî áëîêà (0 � x <1) çàïîëíÿåòñÿ÷èñëàìè hsxi ; xi; hsxi +1; xi; hsxi +2; xi; : : : ; hsxi+1�1; xi, à íóëåâàÿ åãî ñòðîêàñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë hsxkx+j; xi ; j � 0. ßñíîòàêæå, ÷òî x-é áëîê ìàòðèöû ñîäåðæèò áåç ïîâòîðåíèé âñå íàòóðàëüíûé÷èñëà âèäà hj; xi; j � 0.

Ïðåîáðàçóåì ñòðîêè x-ãî áëîêà äëÿ êàæäîãî x òàê, ÷òîáû å¼ i-ÿ ñòðî-êà äëÿ ëþáîãî i � 0 (à íå òîëüêî äëÿ i = 0) ñîäåðæàëà áåñêîíå÷íîåêîëè÷åñòâî ÷èñåë, íî ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:
1) ïåðâûìè ýëåìåíòàìè êàæäîé i-îé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà hsxkx�i; xi,2) áëîê ñîäåðæèò áåç ïîâòîðåíèé âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà hj; xi; j � 0.
Ñ ýòîé öåëüþ ñëåäóþùèì îáðàçîì çàïîëíÿåì ñòðîêè x-ãî áëîêà: âû-÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ g(0; x); g(1; x); : : : è îäíîâðåìåííî çàïîëíÿåì ÷èñëàìèh0; xi; h1; xi; h2; xi; : : : ïîçèöèè ïîñëåäíåé ñòðîêè áëîêà ñëåâà íàïðàâî äî
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òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî ÷èñëà sx1 , äëÿ êîòîðîãî g(sx1 � 1; x) 6= g(sx1 ; x).Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåì ïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿòü ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìèhsx1 ; xi; hsx1+1; xi; : : : ïîçèöèè óæå äâóõ ñòðîê: ïðåäïîñëåäíåé è ïîñëåäíåé,ïîêà íå äîéäåì äî ÷èñëà sx2 , äëÿ êîòîðîãî g(sx2 � 1; x) 6= g(sx2 ; x). Òåïåðüïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿåì ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè hsx2 ; xi; hsx2 + 1; xi; : : :ïîçèöèè âñåõ òðåõ ñòðîê: ïðåäïðåäïîñëåäíåé, ïðåäïîñëåäíåé è ïîñëåäíåé(â òàêîì ïîðÿäêå), ïîêà íå äîéäåì äî ÷èñëà sx3 è òàê äàëåå. Îáîçíà÷èìýòó ïðîöåäóðó ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñòðîåííîé ìàòðèöû ÷åðåç M,à ýëåìåíò ìàòðèöû, íàõîäÿùèéñÿ â j-îì ìåñòå å¼ i-îé ñòðîêè ÷åðåç ai;j.

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû (x; y) ÷èñëî hx; yi âõîäèò â îäíó è òîëüêîîäíó èç ñòðîê òàáëèöû. Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ëèíåéíûé ïîðÿ-äîê <' íà ýëåìåíòàõ òàáëèöû: ai;j <' ak;l, åñëè ëèáî i < k, ëèáî i = k, íîj < l. Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè êàæäîãî áëîêà ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû ïî òèïó! � n äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, à âñå ÷èñëà âíóòðè òàáëèöû óïîðÿäî÷åíû ïîòèïó !2.
Îïðåäåëèì óíèâàëåíòíóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé S äëÿ îðäèíàëîâ< !2ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòîáðàçèì (îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç �s)÷èñëî ai;j â îðäèíàë ! � i+ j, 0 � i < !, ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê: � < � òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà (�)S <' (�)S.×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷å-íèé óíèâàëåíòíà, îïðåäåëèì âû÷èñëèìûå ôóíêöèè kS, pS è ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ qS, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ñèñòåìû îáîçíà-÷åíèé äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îðäèíàëîâ:
kS(hs; xi) =

8><>:
0 , åñëè s = s0k0 ; x = 0;2 , åñëè s = 0 _ (s > 0 & g(s; x) 6= g(s� 1; x));1 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.ßñíî, ÷òî kS - âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, è åñëè kS(x) = 0, òî �S(x) = 0;åñëè �S(x) ïîñëåäîâàòåëü, òî kS(x) = 1, è åñëè �S(x) ïðåäåëüíûé îðäèíàë,òî kS(x) = 2.

Ôóíêöèþ pS(x) îïðåäåëÿåì òàê. Åñëè l(x) 6= sr(x)i äëÿ íåêîòîðîãîi � kr(x), òî pS(x) = hl(x)� 1; r(x)i .
ßñíî, ÷òî pS - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, è åñëè �S(x) ïîñëåäî-
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âàòåëü, òî pS(x) îïðåäåëåíà è �S(x) = �S(pS(x)) + 1:

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ qs. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1 ñëó÷àé. x = hn; 0i. (×èñëî x íàõîäèòñÿ â 0-ì áëîêå òàáëèöû.) Îïðå-äåëÿåì qs(x) êàê ãåäåëåâñêèé íîìåð ñëåäóþùåé ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîéôóíêöèè f : åñëè n < s0k0 , òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿg(n; 0); g(n+1; 0); : : : ; äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì òàêîãî ÷èñëà s > n, ÷òîg(s � 1; 0) 6= g(s; 0). (ßñíî, ÷òî åñëè n = s0i äëÿ íåêîòîðîãî i < k0, òîãäàs = s0i+1.) Îïðåäåëÿåì f(t) = g(s+ t; 0) äëÿ ëþáîãî t � 0.2 ñëó÷àé. x = hn;mi;m > 0: (×èñëî x íàõîäèòñÿ â m-ì íåíóëåâîìáëîêå.) Â ýòîì ñëó÷àå qs(x) ÿâëÿåòñÿ ãåäåëåâñêèì íîìåðîì ñëåäóþùåé÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f : çíà÷åíèÿ f(0); f(1); : : : ïîñëåäîâàòåëü-íî îïðåäåëÿåì êàê h0;m� 1i; h1;m� 1i; h2;m� 1i, . . . (ïîñëåäîâàòåëüíûåýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè m � 1-ãî áëîêà) è îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿåìçíà÷åíèÿ g(n;m); g(n + 1;m); g(n + 2;m); : : : äî òåõ ïîð, ïîêà ñíîâà íåäîéäåì äî òàêîãî ÷èñëà s > n, ÷òî g(s � 1; 0) 6= g(s; 0). (ßñíî, ÷òî åñ-ëè n = smi äëÿ íåêîòîðîãî i < km, òîãäà ñíîâà s = smi+1.) Ïîñëå ýòîãîïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà÷èíàåì îïðåäåëÿòü êàê çíà÷åíèÿôóíêöèè g(s+ t;m); t � 0.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè �S(x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì, òîqS(x) îïðåäåëåíî è f�S(�qS(x)(n))gn2! ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ, èìåþùåé ñâîèì ïðåäåëîì �S(x).
Òàê êàê, î÷åâèäíî, �S(x) < �S(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáîr(x) < r(y), ëèáî r(x) = r(y), íî l(x) < l(y), òî S ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåêóð-ñèâíîé ïî óïîðÿäî÷åíèþ ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé.
Òåïåðü ïóñòü
	(hs; yi; x) = ( g(s; x) , åñëè x = y;" , â ïðîòèâíîì ñëó÷àåßñíî, ÷òî 	 - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî xf(x) = 	((��<!2)S(	((�)S; x) #); x) �
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Óïðàæíåíèÿ
8.1. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 37 íå èìååò ìåñòà, åñëè â íåé ñîîòíîøåíèå

f(x) = 	((��<!2)S(	((�)S; x) #); x)
çàìåíèòü íà f(x) = 	((��<!�n)S(	((�)S; x) #); x)äëÿ íåêîòîðîãî n; 1 � n < !.

8.2. Èç òåîðåìû 33 ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà 37 ñïðàâåäëèâà ñ çàìåíîé Síà O. Ïðèâåäèòå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 37 ñ òàêîé çàìåíîé.
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìû 36 è 37 ïðèíàäëåæàò Åðøîâó [1968b]. Â äî-êàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â Ýïøòåéí, Õààñ èÊðàìåð [1981]. Òåîðåìà 35 òàêæå ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ðàáîòå.
x9: Áåñêîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà
Ìû âèäåëè, ÷òî êîíå÷íûå óðîâíè è óðîâåíü ! èåðàðõèè Åðøîâà íåèñ÷åðïûâàþò êëàññ âñåõ �02-ìíîæåñòâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàñïðîñòðà-íèì ýòó èåðàðõèþ ìíîæåñòâ ïî êîíñòðóêòèâíûì îðäèíàëàì. Ìû óâèäèì,÷òî ïîñðåäñòâîì òàêîé ðàñøèðåííîé ïî òðàíñôèíèòàì èåðàðõèè ìîæíîâ òî÷íîñòè èñ÷åðïàòü êëàññ �02-ìíîæåñòâ.
Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ êëèíèåâñêîé ñèñòåìûîðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé (O ; <0). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ a 2 O ÷åðåç jaj0îáîçíà÷àåòñÿ îðäèíàë �, ïîëó÷èâøèé O-îáîçíà÷åíèå a. Òàêèì îáðàçîìjaj0 èìååò ïîðÿäêîâûé òèï hfxjx <0 ag; <0i, è ñëîâà "a-ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü â. ï. ìíîæåñòâ fRxg"äëÿ a 2 O íóæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå îïðåäå-ëåíèÿ 15.
Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a 2 O îïåðàöèè Sa è Pa, êîòîðûå îòîá-ðàæàþò a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fRxgx<0a â ïîäìíîæåñòâà !, ñëåäóþùèìîáðàçîì:
Sa(R) = fzj9x <0 a(z 2 Rx&e(x) 6= e(a)&8y <0 x(z =2 Ry))g.
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Pa(R) = fzj9x <0 a(z 2 Rx&e(x) = e(a)&8y <0 x(z =2 Ry))g [ f! � [x<0aRxg.
Êàê âèäíî èç èõ îïðåäåëåíèé, Pa(R) = Sa(R) äëÿ âñåõ a 2 O è âñåõa-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R.
Êëàññ ��1a (��1a ) äëÿ a 2 O åñòü ïî îïðåäåëåíèþ êëàññ âñåõ ìíîæåñòââèäà Sa(R) (ñîîòâåòñòâåííî âèäà Pa(R)), ãäå R = fRxgx<0a ïðîáåãàåò âñåa-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â. ï. ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì ��1a = ��1a \ ��1a .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > 0 è äëÿ òåõ a 2 O ,ãäå jaj0 = !, ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåííûìè ðàíåå. (Çäåñüè â äàëüíåéøåì êîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà íóìåðóåì ñàìèìèîðäèíàëàìè, à íå èõ O-îáîçíà÷åíèÿìè.)
Äîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá èåðàðõèè:

Òåîðåìà 38 (Îá èåðàðõèè) Ïóñòü a; b 2 O è a <0 b.Òîãäà ��1a [ ��1a � ��1b \ ��1b .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ïðè a <0 b âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ ��1a [��1a � ��1b \ ��1b ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ìíî-æåñòâ ��1a ;��1a . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî çäåñü âñå âêëþ÷åíèÿ ñîá-ñòâåííûå, ñì. óïð. 9:1.
Ñëåäñòâèå 39 Äëÿ ëþáîãî a 2 O , ��1a � �02 \ �02.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, ÷òî äëÿíåêîòîðîãî a 2 O ñïðàâåäëèâî ��1a = �02 \ �02. Ïóñòü b 2 O òàêîå, ÷òîa <0 b. Òîãäà, ïî òåîðåìå 38, ��1a � ��1b . Òàêèì îáðàçîì, �02\�02 = ��1a ���1b . Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 40 Ïóñòü jaj0 - ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ìíîæåñòâî A ïðèíàä-ëåæèò êëàññó ��1a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿa-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R, ÷òî A = Sa(R) è Sb<0aRb = !.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ()) Ïóñòü A 2 ��1a . Òîãäà A = Sa(R0) è ! � A =Sa(R1) äëÿ a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â. ï. ìíîæåñòâ R0 = fR0;xgx<0a è R1 =fR1;xgx<0a.Îïðåäåëèì íîâóþ a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P = fPxgx<0a ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: åñëè â ïîðÿäêå fx j x <0 ag îðäèíàë jxj0 ïðåäåëåí, òî ïîëàãàåìPx = R0;x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå jxj0 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì îðäèíàëàjyj0 äëÿ íåêîòîðîãî y <0 x. Ïîëàãàåì Px = R0;x [R1;y.Òàê êàê A � [x<0aR0;x, !�A � [x<0aR1;x, è äëÿ âñåõ y <0 a ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ R0;y � Py, R1;y � Px, ãäå y <0 x <0 a, òî [x<0aPx = !. Ïðî-âåðêà óñëîâèÿ A = Sa(P ) î÷åâèäíà è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ.

(() Òåïåðü ïóñòü A = Sa(P ) äëÿ íåêîòîðîé a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòèP = fPxgx<0a, ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî [x<0aPx = !. Ñëåäóþùèì îáðàçîìîïðåäåëèì íîâóþ a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R = fRxgx<0a: R1 = ;. Äàëåå,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 2 O , 1 <0 x <0 a; ïîëàãàåì Rx = [y<xRy, åñëè jxj0ïðåäåëåí â fx j x <0 ag. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì Rx = Py äëÿ y <0 xòàêîãî, ÷òî jxj0 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì jyj0. Ñíîâà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî ! � A = Sa(R).
Îáîáùàÿ îïðåäåëåíèå 5 (ñì. òàêæå ïðåäëîæåíèå 18) !-â. ï. ìíîæåñòâíà áåñêîíå÷íûå îðäèíàëû, ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 17 Ïóñòü jaj0 - ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Åñëè A 2 ��1a , òî-ãäà ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ jaj0-â. ï. (èëè �-â. ï., åñëè jaj0 = �).
Òàêæå, êàê è n-â. ï. ìíîæåñòâà ïðè n < !, �-â. ï. ìíîæåñòâà âåäóòñåáÿ èíà÷å, ÷åì â. ï. ìíîæåñòâà, íî íåêîòîðûå ñâîéñòâà â. ï. ìíîæåñòâñíîâà ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé. Â óïð. 4:1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëèX �m Y è Y ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì, òî X òàêæå ÿâëÿåòñÿ n-â. ï.ìíîæåñòâîì. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå�-â. ï. ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 41 Åñëè A 2 ��1a äëÿ íåêîòîðîãî a 2 O , à B �m A, òî B 2��1a .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãîx, x 2 B $ f(x) 2 A, è ïóñòü A = Sa(R) äëÿ R = fRxgx<0a. ÎïðåäåëèìR0 = fR0xgx<0a, ãäå äëÿ êàæäîãî x <0 a, R0x = f�1(Rx). ßñíî, ÷òî B =Sa(R0): �

Ñëåäñòâèå 42 Åñëè A jaj0-â. ï. äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî a 2 O , àB �m A, òî B òàêæå jaj0-â. ï.
Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåì35,36 è 37 (ñì. óïð. 9:4.)
Òåîðåìà 43 [a2O��1a = [a2O;jaj0=!2��1a = �02 \ �02.

Ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìó 43 íåëüçÿ óñèëèòü:
Òåîðåìà 44 [a2O;jaj0<!2��1a 6= �02 \ �02.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a; b 2 O òàêèå, ÷òî jaj0 = !2, jbj0 < !2.Òîãäà, êàêëåãêî âèäåòü, b �0 a, ÷òî âëå÷åò ��1b � ��1a (ñì. óïð. 9:2). Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ ëþáîãî a 2 O òàêîãî, ÷òî jaj0 � !2, [b2O ;jbj0<!2 � ��1a � �02 \ �02.�
Òåîðåìà 45 à) Äëÿ ëþáîãî a 2 O ñóùåñòâóåò ïðîõîäÿùèé ÷åðåç aïóòü T0 â O òàêîé, ÷òî [b2T0��1b = �02 \ �02.á) Ñóùåñòâóåò ïóòü T â O òàêîé, ÷òî jT j0 = !3 è [a2T��1a = �02\�02.
Äîêàçàòåëüñòâî.a) Ïóñòü a 2 O , è ïóñòü fb0; b1; : : :g ïðîèçâîëüíûé ïåðåñ÷åò âñåõ b 2 Oòàêèõ, ÷òî jbj0 = !2. Îïðåäåëèì T0 êàê ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåçc0; c1; c2; : : : ; ãäå c0 = a; c1 = a +0 b0; c2 = (a +0 b0) +0 b1; : : : ; cn =((: : : (a +0 b0) +0 : : :) +0 bn. ßñíî, ÷òî c0 <0 c1 <0 c2 <0 : : :, è ïîðÿäêîâûéòèï T0 åñòü jaj0 + !3. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n < ! èìååì cn = d +0 bn äëÿíåêîòîðîãî d 2 O , à äëÿ ëþáûõ x; y, y �0 x+0 y (ñì ïðåäëîæåíèå 32), òî
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äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî bn �0 cn. Òåïåðü èç òåîðåìû 43 ñëåäóåò, ÷òî[b2T0��1b = �02 \ �02.b) Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè a = 1. �

Òåîðåìó 45 b) òàê æå íåëüçÿ óñèëèòü, òàê êàê ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 46 Åñëè ïóòü T â O òàêîé, ÷òî jT j0 < !3, òî [a2T��1a 6=
�02 \ �02.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:
Ëåììà 47 Äëÿ ëþáîãî a 2 O ñïðàâåäëèâî [a�0b;jbj0�jaj0<!2��1b 6= �02 \ �02.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü d 2 O òàêîé, ÷òî a �0 d è jdj0 = jaj0+!2.Òîãäà, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, äëÿ ëþáîãî b 2 O òàêîãî, ÷òî a �0 bè jbj0 � jaj0 < !2 èìååì b �0 d. Ïîýòîìó [a�0b;jbj0�jaj0<!2��1b � ��1d 6=
�02 \ �02. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 46. Òàê êàê jT j0 < !3, òî â T íàéäåòñÿòàêîé ýëåìåíò a, ÷òî jT j0 = jaj0 + � äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà � < !2.Òîãäà, åñëè b 2 T è a �0 b, òî jbj0 � jaj0 < !2. Ñëåäîâàòåëüíî, [b2T��1b �[a�0b;jbj0�jaj0<!2 ��1b . Òåïåðü îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ ëåììó. �

Óïðàæíåíèÿ
9.1. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 38.
9.2. (Åðøîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a; b 2 O cïðàâåäëèâî ñëåäó-þùåå: a �0 b! ��1a � ��1b .
9.3. (Ñåëèâàíîâ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îðäèíàë jaj0 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-âàòåëåì îðäèíàëà jbj0 è b <0 a, òî ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò êëàññó ��1bòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R,÷òî A = Sa(R) è Sb<0aRb = !.
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9.4. Èç òåîðåì 35,36 è 37 âûâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 43.
Êîììåíòàðèè. Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèíàäëåæàò Þ.Ë.Åðøîâó è ñîäåðæàòñÿ â åãî ñòàòüå Åðøîâ [1968b].
x10: Îáîáùåíèÿ òàáëè÷íîé ñâîäèìîñòè
Âûøå ìû âèäåëè (òåîðåìà 12), ÷òî òàáëè÷íàÿ ñâîäèìîñòü ñëåäóþùèìîáðàçîì ñâÿçàíà ñ !-â. ï. ìíîæåñòâàìè: Ìíîæåñòâî A òàáëè÷íî ñâîäèòñÿê êðåàòèâíîìó ìíîæåñòâó K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî !-â. ï.Îïðåäåëèì êëàññ ñâîäèìîñòåé, îáîáùàþùèõ òàáëè÷íóþ, òàê, ÷òîáû ñ èõïîìîùüþ ïîëó÷èòü òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó è äëÿ �-â. ï. ìíîæåñòâ äëÿïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà �.
×òîáû ñèëüíî íå çàãðîìîæäàòü ïîñòðîåíèé, èçëîæåíèå áóäåì âåñòèòîëüêî äëÿ îðäèíàëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ !!.
Âûáåðåì óíèâàëåíòíóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþïðåäñòàâëåíèþ � < !! â íîðìàëüíîé ôîðìå:

� = !m � n0 + :::+ ! � nm�1 + nm:
Èç ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíîñòè (O ; <0) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ òàêóþ ñèñòåìó â O ñ ñî-õðàíåíèåì ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ � < !! âìåñòî îáîçíà÷åíèé èçO ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñàìèìè îðäèíàëàìè, ïîäðàçóìåâàÿ èõ çàïèñü âíîðìàëüíîé ôîðìå.
Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì êëàññû îáîáùåííûõ òàáëè÷íûõ óñëî-âèé (gtt(�)-óñëîâèé) B�, � � !!.
� � = n: B� ñîñòîèò èç âñåõ tt-óñëîâèé ñ íîðìîé < n;
� � = !: B� ñîñòîèò èç âñåõ tt-óñëîâèé;� � = !m � n+ �, � < !m (n > 1; åñëè n = 1, òîãäà � > 0): B� ñîñòîèòèç âñåõ ôîðìóë âèäà �1&�1 _ ::: _ �n&�n _ �,
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ãäå �i 2 B!, �i 2 B!m , � 2 B�.� � = !m+1: B� = Sn B!m�n;� � = !!: B� = Sn B!n :

ßñíî, ÷òî âñå gtt(�)-óñëîâèÿ èç B� ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè tt-óñëîâèÿìè,â íèõ ëèøü âûäåëåíà íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà. Ïîëüçóÿñü ýòîéñòðóêòóðîé, îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî � íóìåðàöèþ f��ngn2! gtt(�)-ôîðìóë ñâÿçàííûõ ñ gtt(�)-óñëîâèÿì èç B�.Ïóñòü ôîðìóëîé �!n áóäåò tt-ôîðìóëà ñ íîìåðîì n.Ïðè � = !m � n + � (m � 1; � < !m, n > 1; åñëè n = 1, òîãäà � > 0),gtt(�)-ôîðìóëîé ��hp;q;ri c íîìåðîì hp; q; ri áóäåò ôîðìóëà�!�p(0)&��q(0) _ ::: _ �!�p(n�1)&��q(n�1) _ ��r ,ãäå  = !m, �p(i) - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ñ íîìåðîì p, ñõîäÿùà-ÿñÿ ïðè âñåõ i � n� 1, �q(i) - ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ñ íîìåðîìq. Â äàëüíåéøåì çàïèñü � 2 B� áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî � = ��i äëÿ íåêîòî-ðîãî i.Òàêèì îáðàçîì, gtt(�)-ôîðìóëà ��i ñ íîìåðîì i = hp; q; ri ÿâëÿåòñÿíåêîòîðûì gtt-óñëîâèåì � 2 B�, � = !m � n + �, m � 1; n � 1; � < !m,òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �p(x) # ïðè âñåõ x � n � 1 è r ÿâëÿåòñÿíîìåðîì íåêîòîðîãî gtt-óñëîâèÿ èç B�.
Äëÿ � = !m+1 è � = !! íóìåðàöèÿ gtt(�)-ôîðìóë f��g îïðåäåëÿåò-ñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ýôôåêòèâíîãî ïåðåñ÷åòà âñåõgtt-ôîðìóë èç SnB!m�n (ñîîòâåòñòâåííî èç SnB!n).Äëÿ óäîáñòâà äîïîëíèì íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë òàêæå äâóìÿ íîâûìèîáúåêòàìè true è false, äëÿ êîòîðûõ ��true åñòü òîæäåñòâåííî èñòèííîått-óñëîâèå, a ��false - ïðîòèâîðå÷èâîå tt-óñëîâèå.Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà îòîæäåñòâëÿåì êëàññ B� ñ êëàññîì âñåõgtt(�)-ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 18 gtt-Ôîðìóëà � èç êëàññà B� íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿíà ìíîæåñòâå A � !, åñëè1. � � !, ò. å. ëþáàÿ ôîðìóëà èç B�, � � !, ñõîäèòñÿ íà ëþáîììíîæåñòâå A � N , ëèáî
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2. � èìååò âèä ( Wi6m�!f(i)&�g(i))_��j , è äëÿ ëþáîãî i6m, åñëè A j= �!f(i),òî g(i) # è �g(i) ñõîäèòñÿ íà À.

Îïðåäåëåíèå 19 gtt-Ôîðìóëà � èç êëàññà B� âûïîëíÿåòñÿ íà ìíî-æåñòâå A � ! (èëè ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò �, ïèøåì A j= �),åñëè � ñõîäèòñÿ íà A è
åñëè � 2 B!, òî À óäîâëåòâîðÿåò tt-óñëîâèþ �,
åñëè � èìååò âèä ( Wi6m�i&�i) _ �, òî A j= � èëè íàéäåòñÿ i6mòàêîå, ÷òî A j= �i è A j= �i:

Îïðåäåëåíèå 20 Ìíîæåñòâî A gtt(�)-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B(ïèøåì A6gtt(�) B), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f ,÷òî äëÿ ëþáîãî x
(i) gtt-ôîðìóëà ��f(x) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå B, è
(ii) x 2 A$ B j= ��f(x).
Çàìå÷àíèå 48 ×àñòü (i) â ýòîì îïðåäåëåíèè íóæíà äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî � � !!, �gtt(�)-ñâîäèìîñòü âëå÷åò òüþðèí-ãîâóþ (ñì. íèæå òåîðåìó 49). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå óñëîâèÿ (i) âîïðåäåëåíèè gtt(�)-ñâîäèìîñòè íå ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ãëàâíîìóòðåáîâàíèþ, êîòîðîå ìû ïðåäúÿâëÿåì ýòèì ñâîäèìîñòÿì: ïðîèçâîëü-íîå �02-ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ �-â. ï. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàA �gtt(�) K: (Â òåîðåìå 12 ìû âèäåëè, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåòòàáëè÷íàÿ ñâîäèìîñòü.) Íèæå â òåîðåìå 50 ìû äîêàæåì áîëåå ñëà-áûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè A �gtt(�) K, òîãäà A ïðèíàä-ëåæèò óðîâíþ ��1� èåðàðõèè Åðøîâà, à åñëè íàîáîðîò, A 2 ��1� , òîãäàA �gtt?(�) K. Çäåñü gtt?(�)-ñâîäèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç gtt(�)-ñâîäèìîñòèèçúÿòèåì ÷àñòè (i) â îïðåäåëåíèè 20. Ñì. íèæå îïðåäåëåíèå 21

Òåïåðü ñëåäñòâèå 2.10 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèìîáðàçîì: ïðè � < ! A 2 ��1�+1 $ A6btt(�)K (ò. å. A6gtt(�)K). Ïðåäëî-æåíèå 18 óòâåðæäàåò, ÷òî A 2 ��1! $ A6gtt(!)K. Íèæå îáîáùèì ýòèóòâåðæäåíèÿ íà âñå ��1� -ìíîæåñòâà, ïðè âñåõ �6!!.
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Ïîëåçíîé õàðàêòåðèñòèêîé gtt(�)-ñâîäèìîñòè âíå çàâèñèìîñòè îò êîí-êðåòíîãî âûáîðà ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååñâîéñòâî ýôôåêòèâíîñòè: ïî îðäèíàëó � è íîìåðó i ôîðìóëû ��i ìîæíîîïðåäåëèòü åå ïðåäñòàâëåíèå

��i = ( Wi6m�!g(i)&� (i)) _ ��k :Ýòî åå ñâîéñòâî îêàæåòñÿ ïîëåçíûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 49 è 50.Åñëè îðäèíàë � òàêîâ, ÷òî íè äëÿ êàêîãî n > 0 íå èìååò ìåñòà � = !n,òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü (ñì. óïð. 10.1), ñâîäèìîñòü 6gtt(�) íå ÿâëÿåòñÿòðàíçèòèâíîé, ïîýòîìó ñëåäóþùóþ òåîðåìó ôîðìóëèðóåì òîëüêî äëÿïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ âèäà !n; n > 0.
Òåîðåìà 49 Ïðè � = !; !2; :::; !! ñâîäèìîñòü 6gtt(�) ÿâëÿåòñÿ ñâîäèìî-ñòüþ ïî ðàçðåøèìîñòè, ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó tt- è T -ñâîäèìîñòÿìè,ïðè÷åì ïðè ðàçëè÷íûõ � âñå 6gtt(�) ðàçëè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî íîìåðàì i è j ôîðìóë ��i ,��j ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü íîìåð k ôîðìóëû ��k , ïîëó÷àþùåéñÿïðè ïîäñòàíîâêå ��i â ��j , ò. å. äëÿ � = 1; 2; :::; !; !2; :::; !! ìíîæåñòâî B�ýôôåêòèâíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê è îòíîøåíèå 6gtt(�) âýòîì ñëó÷àå òðàíçèòèâíî. ßñíî òàêæå, ÷òî îòíîøåíèå 6gtt(�) ðåôëåêñèâ-íî. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òàáëè÷íîé ñâîäèìî-ñòè. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî 6gtt(�)-ñâîäèìîñòü âëå÷åò òüþðèíãîâóþ.Ïóñòü A6gtt(�)B äëÿ íåêîòîðûõ A;B è �. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f âû÷èñ-ëèìóþ ôóíêöèþ, gtt(�)-ñâîäÿùóþ A ê B: äëÿ ëþáîãî x
(i) ôîðìóëà ��f(x) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå B, è(ii) x 2 A$ B j= ��f(x).Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïî îðäèíàëó � è íîìåðó f(x) ôîðìóëû ��f(x)ìîæíî îïðåäåëèòü åå ïðåäñòàâëåíèå

��i = ( Wi6m�!g(i)&� (i)) _ ��kÑ ïîìîùüþ îðàêóëà ìíîæåñòâà B âûÿñíÿåì, íàéäåòñÿ ëè õîòÿ áûîäèí äèçúþíêò �!g(i)&� (i) òàêîé, ÷òî B j= �!g(i). Åñëè òàêîé äèçúþíêòåñòü, òî  (i) îïðåäåëåíà, òàê êàê ïî óñëîâèþ ��f(x) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
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B äëÿ ëþáîãî x. Òåïåðü ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ îðàêóëà ìíîæåñòâà Bïðîâåðèòü è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ B j= � (i). ßñíî, ÷òî åñëè è îíî âûïîë-íåíî, òî èìååì x 2 A. Åñëè æå íåò, òî âñå ýòî ïðîäåëûâàåì ñ ��k , ÷òî âêîíå÷íîì èòîãå ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü x ê ìíîæåñòâó A.Òàê êàê äëÿ âñåõ a <0 b ñîâîêóïíîñòü Ò-ñòåïåíåé ��1a -ìíîæåñòâ ÿâëÿ-åòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ñîâîêóïíîñòè ��1b -ìíîæåñòâ (Ñåëèâà-íîâ [1985]), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 50 ïî êðàéíåé ìåðå ñòåïåíè êðåàòèâíîãîìíîæåñòâà ïî ýòèì ñâîäèìîñòÿì ðàçëè÷íû. Ñì. óïð. 10:2. �

Îïðåäåëåíèå 21 Ìíîæåñòâî A gtt?(�)-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B (ïè-øåì A �gtt?(�) B), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òîäëÿ ëþáîãî x, x 2 A$ B j= ��f(x).Òåîðåìà 50 Ïóñòü ! � � � !!. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � !,
(i) Åñëè A 2 ��1� , òîãäà A �gtt?(�) K;
(ii) Åñëè A �gtt(�) K, òîãäà A 2 ��1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ � = ! � 2.Ïîñëå ýòîãî áóäåò ÿñíî, êàê ðàññóæäàòü è â îáùåì ñëó÷àå.
(i ) Ïóñòü R0 � R1 � : : : � R! � R!+1 � : : : ÿâëÿåòñÿ ! � 2-ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ òàêîé, ÷òî A = ([1i=0(R2i+1 �R2i)) [ ([1i=0(R!+2i+1 �R!+2i)).Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ôàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò ÷àñòü (äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12.

Ëåììà 51 Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ��1! -ìíîæåñòâîì, è P0 � P1 � P2 � : : :òàêàÿ !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî A = S1i=0(P2i+1 � P2i). Äëÿ êàæäîãîx 2 !, åñëè x 2 Pn äëÿ íåêîòîðîãî n < !, ñóùåñòâóåò òàêîå tt-óñëîâèå�!m, ÷òî x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K j= �!m. Çäåñü ÷èñëî míàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî ïî x è n.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü x 2 Pn äëÿ íåêîòîðîãî n < !. Îïðåäåëèìâ. ï. ìíîæåñòâî M :

M = fhod(m); x;mi : 9s(x 2 Pm;s&x 62 Pm�1;s)g:Çäåñü od(x) = 1, åñëè x ÷èñëî íå÷åòíîå, è od(x) = 0, åñëè x ÷èñëî÷åòíîå.
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ßñíî, ÷òî M â. ï. è x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h1; x; ni 2M & h0; x; n�1i 62M & h1; x; n�1i 62M _ h1; x; n�1i 2M & h0; x; n�2i 62M & h1; x; n� 2i 62M _ : : : _ h1; x; 1i 2M & h0; x; 0i 62M & h1; x; 0i 62M:Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå tt-óñëîâèÿ. Ïîýòîìó A �tt M .Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïî äàííîìó x ñíà÷àëà îïðå-äåëÿåì �!�p(x)(0) = �!�p(x)(1) = "true", îñòàâëÿåì �q(x)(0) è �q(x)(1) ïîêàíåîïðåäåëåííûìè, è æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà, íà êîòîðîì äëÿíåêîòîðîãî i < ! ëèáî x 2 Ri, ëèáî x 2 R!+i. Åñëè òàêîé øàã íàñòóïèò,òîãäà ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ (x 2 Ri) íàõîäèìòàêîå tt-óñëîâèå �!x0 , ÷òî x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K j= �!x0 ,àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ (x 2 R!+i) íàõîäèì tt-óñëîâèå �!x1 (ïî!-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R! � R!+1 � : : :) òàêîå, ÷òî x 2 A òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà K j= �!x1 . Â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåì �!�q(x)(0) = �!x0 , à âîâòîðîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåì �!�q(x)(1) = �!x1 .Òåïåðü ÿñíî, ÷òî �!�q(x)(0)&�!�q(x)(0) _ �!�p(x)(1)&�!�q(x)(1) ÿâëÿåòñÿ èñêî-ìîé gtt(! � 2)-ôîðìóëîé, êîòîðàÿ gtt?(! � 2)-ñâîäèò A ê K: åñëè x 62([1i=0Ri)[ ([1i=0R!+i), òîãäà x 62 A, à �q(x)(0);�q(x)(1) îñòàþòñÿ íåîïðåäå-ëåííûìè. Åñëè æå x 2 ([1i=0Ri)[ ([1i=0R!+i), òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìûíåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû.(ii) Òåïåðü ïóñòü A �gtt(!�2) K, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ f , ÷òî x 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K j= �!�2f(x). Ïî îïðå-äåëåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè p è q, ÷òî äëÿ âñåõ x,�!�2f(x) = �!�p(x)(0)&�!�q(x)(0)_�!�p(x)(1)&�!�q(x)(1), è äëÿ i � 1, åñëè K j= �!�p(x)(i),òîãäà �q(x)(i) #.Òàê êàê �!�p(x)(0) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì òàáëè÷íûì óñëîâèåì, ñóùåñòâóþòáóëåâà ôóíêöèÿ �0;x è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F0 = fu0;1; u0;2; : : : ; u0;n0(x)gòàêèå, ÷òî �!�p(x)(0) = (F; �0;x) (çäåñü n0(x) è �0;x âû÷èñëèìûå ôóíêöèè îòx). Àíàëîãè÷íî, åñëè �q(x)(0) #, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé m0(x) è�0;x ïóñòü �!�q(x)(0) = (fv0;1; v0;2; : : : ; v0;m0(x)g; �0;x) .Ïîäîáíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì òàêæå ôóíêöèè n1(x);m1(x); �1;x è�1;x äëÿ tt-óñëîâèé �!�p(x)(1) è �!�q(x)(1) (åñëè �q(x)(1) #).Ìû èìååì x 2 A $ K j= �!�p(x)(0)&�q(x)(0) # &K j= �!�q(x)(0) _ K j=�!�p(x)(1)&�q(x)(1) # &K j= �!�q(x)(1).Òåïåðü ïîñòðîèì òàêóþ ! � 2-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R0 � R1 � : : : �R! � R!+1 � : : :, ÷òî A = ([1i=0(R2i+1 �R2i)) [ ([1i=0(R!+2i+1 �R!+2i)):
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Ïî äàííîìó x 2 ! æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, ÷òî ëèáîKs j= �!�p(x)(0)&�q(x);s(0) # &Ks j= �!�q(x)(0), ëèáî Ks j= �!�p(x)(1)&�q(x);s(1) #&Ks j= �!�q(x)(1).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå s äëÿ íåêîòîðîãî i � 1 èìååìKs j= �!�p(x);s(i)&�q(x);s(i) # &Ks j= �!�q(x);s(i).Òîãäà ïåðå÷èñëÿåì x â R!+ni(x)+mi(x) è æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãàt > s, íà êîòîðîì Kt 6j= �!�p(x);t(i) _Kt 6j= �!�q(x);t(i). Òîãäà ïåðå÷èñëÿåì x âR!+ni(x)+mi(x)�1 è òàê äàëåå.Åñëè ïîçäíåå íà íåêîòîðîì øàãå l > s ïîëó÷èì �q(x);l(1 � i) #, òîãäàïåðå÷èñëÿåì x â Rr(x)+�, ãäå r(x) = n0(x)+n1(x)+m0(x)+m1(x), à ÷èñëî� îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(i) � = 1, åñëè ëèáî Kl j= �!�p(x);l(0)&Kl j= �!�q(x);l(0) èëè Kl j= �!�p(x);l(1),Kl j= �!�q(x);l(1), è r(x) åñòü ÷èñëî ÷åòíîå, ëèáîåñëè Kl 6j= �!�p(x);l(0) _Kl 6j= �!�q(x);l(0), è Kl 6j= �!�p(x);l(1) _Kl 6j= �!�q(x);l(1) èr(x) åñòü ÷èñëî íå÷åòíîå.(ii) � = 0, åñëè ëèáî Kl j= �!�p(x);l(0)&Kl j= �!�q(x);l(0) èëè Kl j= �!�p(x);l(1),Kl j= �!�q(x);l(1), è r(x) åñòü ÷èñëî íå÷åòíîå, ëèáîåñëè Kl 6j= �!�p(x);l(0) _Kl 6j= �!�q(x);l(0), è Kl 6j= �!�p(x);l(1) _Kl 6j= �!�q(x);l(1) èr(x) åñòü ÷èñëî ÷åòíîå.Òîãäà ìû êàê ïðåæäå ìîæåì ïåðå÷èñëèòü x â Rr(x)+��1 (èìåÿ ïðè� = 1 îòðèöàíèå óñëîâèÿ (i), è ïðè � = 0 îòðèöàíèå óñëîâèÿ (ii)) è ò.ä.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ! � 2-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R0 � R1 � : : : � R! �R!+1 � : : : òàêóþ, ÷òî A = S1i=0(R2i+1 �R2i) [ S1i=0(R!+2i+1 �R!+2i), ÷òîîçíà÷àåò A 2 ��1!�2. �

Ñëåäñòâèå 52 Ïóñòü ! � � � !!. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A,
åñëè A �gtt(�) K& �A �gtt(�) K, òîãäà A 2 ��1� , è
åñëè A 2 ��1� , òîãäà A �gtt?(�) K& �A �gtt?(�) K.
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Óïðàæíåíèÿ
10.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè � 6= !n äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, òîãäà ñó-ùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà A;B è C, ÷òî A �gtt(�) B, B �gtt(�) C, íîA 6�gtt(�) C.
10.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè � < � < !!, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæå-ñòâà A è B, ÷òî A �gtt(�) B, A 6�gtt(�) B.
10.3. Ïðèâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 50 äëÿ ñëó÷àåâ � = !2, � =!2 + n � !; n � 1 è � = !!.
10.4. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå gtt(�)-ñâîäèìîñòè äëÿ � � !!! è äîêà-æèòå äëÿ íèõ àíàëîãè òåîðåì 49 è 50.
x11: Ñâîéñòâà gtt(�)� ñâîäèìîñòè
Íà÷íåì èçëîæåíèå ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò,÷òî òüþðèíãîâàÿ ñâîäèìîñòü íå èñ÷åðïûâàåòñÿ íèêàêèì íàáîðîì gtt(�)-ñâîäèìîñòåé.

Òåîðåìà 53 Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A 6T K 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ �A 
gtt(�) K 0:
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 54 Åñëè B6gtt(�)C äëÿ íåêîòîðîãî �, òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëè-ìàÿ îòíîñèòåëüíî K ôóíêöèÿ �Ke òàêàÿ, ÷òî

(8x)[ x 2 B $ C j= �!�Ke (x)]Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü B6gtt(�) C ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîéôóíêöèè f , ò. å. äëÿ ëþáîãî x,
x 2 B $ C j= ��f(x):Êàê âûøå áûëî çàìå÷åíî, ïî íîìåðó f è îðäèíàëó � ýôôåêòèâíîíàõîäèì ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû
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��f(x) = ( Wi6m�!g(i;x)&� (i;x)) _ ��k(x).Åñëè  > !, òîãäà íàõîäèì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå è äëÿ �h(i;x) ÷å-ðåç íîâûå 0 è �0, è àíàëîãè÷íî äëÿ ��k(x) è ò.ä. Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èìñëåäóþùåå ðàçâåðíóòîå ïðåäñòàâëåíèå:

��f(x) = Wi6m(( Vji6ni �!pi;ji (x))&�!qi(x));ãäå âñå pi;ji(x); 0 � i � m; 0 � ji � ni; îïðåäåëåíû, íî íåêîòîðûå qi(x); 0 �i � m; äëÿ íåêîòîðûõ i ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû. Òåïåðü ïóñòü äëÿ0 � i � m,
�s(x) = 8<: ( Vji6ni �!pi;ji (x))&�!qi(x); åñëè qi(x) #;�!false; åñëè qi(x) ".

Ìû èìååì ��f(x) = �0(x) _ �1(x) : : : _ �k(x). ßñíî, ÷òî ýòî � òàáëè÷-íîå óñëîâèå, ÷åé íîìåð â íóìåðàöèè âñåõ tt-óñëîâèé ìîæåò áûòü íàéäåíýôôåêòèâíî ñ ïîìîùüþ îðàêóëà ;0. �
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ÏîëîæèìB � fxj(9y)[�Kx (x) = y&K 0 j= �!y ]g è ïóñòü A = ! �B.

Ñâîäèìîñòü A6TK 0 î÷åâèäíà. Åñëè A6gtt(�)K 0 äëÿ íåêîòîðîãî �, òîñóùåñòâóåò �Ke (x) èç ëåììû. Òîãäàe 2 A $ K 0 j= �! Ke (x) $ e 2 B $ e 62 A
�

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ñëàáî òàáëè÷íàÿ ñâîäè-ìîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì gtt(!2)-ñâîäèìîñòè.
Òåîðåìà 55 Åñëè A6wtt B, òî A6gtt(!2) B:
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = �B è g òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî'B(x) < g(x) äëÿ ëþáîãî x, ãäå 'B(x) use-ôóíêöèÿ äëÿ �B. Âñåãî ñó-ùåñòâóåò 2g(x) ïîäìíîæåñòâ Xi � f0; 1; :::; g(x)� 1g. Äëÿ êàæäîãî èç íèõçàïèøåì tt-ôîðìóëó �!p(i), i 6 2g(x); òàêóþ, ÷òî
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X j= �!p(i) $ X� g(x) = Xi:Òåïåðü ðàññìîòðèì ôîðìóëó

�!2f(x) � �!p(1)&�!q(1) _ ::: _ �!p(2g(x))&�!q(2g(x)),ãäå �!p(i) îïèñàíû âûøå, a q(x) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

q(x) =
8><>:
true; åñëè �Xi(x) #= 1;false; åñëè �Xi(x) #= 0;"; åñëè �Xi(x) " :

ßñíî, ÷òî çíàÿ x ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü íîìåð f(x) ýòîégtt(!2)-ôîðìóëû â íóìåðàöèè âñåõ gtt(!2)-ôîðìóë. Òåïåðü �B(x) = 1$-B j= �!2f(x), ò. å. A 6gtt(!2) B ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x). �Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå èìååò ìåñòà. Ðàñ-ñìîòðèì, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî A 2 ��1!2 � ��1! . Òîãäà A �gtt(!2) K, íîA 6�wtt K, òàê êàê A �wtt K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A �tt K (ñì.,íàïð., Ðîäæåðñ [1967, óïð. 9.45, ñ.159]), à ýòî èìååò ìåñòî (ïî òåîðåìå 12)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A 2 ��1! .
Óïðàæíåíèÿ
11.1. Ïîñòðîéòå ïðÿìîé êîíñòðóêöèåé ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òîA �gtt(!2) K, íî A 6�wtt K.



Ãëàâà 2
Òüþðèíãîâûå ñòåïåíè n-â. ï.
ñòåïåíåé

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì òüþðèíãîâûå ñòåïåíè ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæà-ùèõ ðàçëè÷íûì óðîâíÿì èåðàðõèè Åðøîâà. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîìíàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, êîãäà Áàð-ðè Êóïåð â ñâîåé äèññåðòàöèè îò 1971 ãîäà óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå òüþ-ðèíãîâîé ñòåïåíè, ñîäåðæàùåé d-â. ï. ìíîæåñòâî, íî íå ñîäåðæàùåé â.ï. ìíîæåñòâà (íèæå òàêèå ñòåïåíè ìû íàçûâàåì ñîáñòâåííî d-â. ï. ñòå-ïåíÿìè), à Ëàõëàí (íåîïóáëèêîâàíî) äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1 ïîäêàæäîé ñîáñòâåííî n-â. ï. ñòåïåíüþ íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ íåâû÷èñëèìàÿâ. ï. ñòåïåíü. Ýòè äâà ðåçóëüòàòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîâîêóïíîñòè n-â. ï.ñòåïåíåé îòëè÷àþòñÿ êàê îò ñîâîêóïíîñòè â. ï. ñòåïåíåé, òàê è îò ñîâî-êóïíîñòè âñåõ ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ íèæå 00 (òàê êàê ïî èçâåñòíîéòåîðåìå Ñàêñà ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå ñòåïåíè < 00, à ïî óïîìÿíóòîéòåîðåìå Ëàõëàíà íèêàêàÿ n-â. ï. ñòåïåíü íå ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíîé).Ýòè ðàáîòû âûçâàëè îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ. Îáîá-ùàÿ òåîðåìó Êóïåðà, Ëåðìàí è Õåé óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1ñóùåñòâóþò (n+1)-â. ï. ñòåïåíè c è d òàêèå, ÷òî èíòåðâàë fbj c � b � dgíå ñîäåðæèò n-â. ï. ñòåïåíåé. Îíè òàêæå îòìåòèëè, ÷òî ñî÷åòàíèå ïðåäëî-æåííîãî Êóïåðîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííî d-â. ï.ñòåïåíè ìåòîäà ñ ìåòîäîì ðàçðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîä êàæäîé
81
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íåâû÷èñëèìîé â. ï. ñòåïåíè ñîáñòâåííóþ d-â. ï. ñòåïåíü. Äàëåå, Øîð èÕåé, îáúåäèíÿÿ ìåòîä Êóïåðà ñ ìåòîäîì êîäèðîâàíèÿ Ñàêñà, ïîñòðîèëèñîáñòâåííóþ d-â. ï. ñòåïåíü è íàä êàæäîé íå Ò-ïîëíîé â. ï. ñòåïåíüþ.Ýòè ðàáîòû íå îïóáëèêîâàíû, î íèõ ãîâîðèòñÿ â ñòàòüå Õààñà, Êðà-ìåðà è Ýïøòåéíà [1981].

Áîëåå àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîòêå ñòðóêòóðíîé òåîðèè n-â. ï. (â îñíîâíîì d-â. ï.) ñòåïåíåé íà÷àëèñü ïîñëå ïóáëèêàöèé Àðñëàíîâà[1985,1988] è Äîóíåÿ [1989], â êîòîðûõ óñòàíîâëåíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûåòåîðèè â. ï. ñòåïåíåé è n-â. ï. ñòåïåíåé ðàçëè÷íû. Àðñëàíîâ äîêàçàë,÷òî äëÿ ëþáîãî n � 1 äëÿ êàæäîé n-â. ï. ñòåïåíè a > 0 ñóùåñòâóåò d-â.ï. ñòåïåíü d < 00 òàêàÿ, ÷òî a [ d = 00. Ðàíåå â ðàáîòàõ Åéòñà è Êóïåðà(íåîïóáëèêîâàíî, ñì. ñòàòüþ Ä. Ìèëëåðà [1981]) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîâ ïîëóðåøåòêå â. ï. ñòåïåíåé òàêîé ðåçóëüòàò íå èìååò ìåñòà. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî ýòè òåîðèè ðàçëè÷íû íà �03-óðîâíå. Äîóíåé äîêàçàë âîç-ìîæíîñòü âëîæåíèÿ ÷åòûðåõýëåìåíòíîé ðåøåòêè }, íàçûâàåìîé òàêæåðîìáîì, â d-â. ï. ñòåïåíè ñ ñîõðàíåíèåì 0 è 00 (ðàíåå Ëàõëàíîì [1966] áû-ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïîëóðåøåòêå â. ï. ñòåïåíåé òàêîé ðåçóëüòàò òàêæåíå èìååò ìåñòà). Òàêèì îáðàçîì, ýòè òåîðèè ðàçëè÷íû óæå íà �02-óðîâíå(íà �01-óðîâíå ýòè òåîðèè ñîâïàäàþò, ÷òî ëåãêî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãîâûøå ðåçóëüòàòà Ëàõëàíà). Â ñâîåé ðàáîòå Äîóíåé ñôîðìóëèðîâàë òàê-æå ñâîþ ñòàâøóþ çíàìåíèòîé ãèïîòåçó îá ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòèóïîðÿäî÷åíèé n- è m- â. ï. ñòåïåíåé ïðè n 6= m;n;m > 1.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ n-â. ï. ñòåïåíåé äîñòàòî÷íîõîðîøî ðàçðàáîòàíà. Ê íàèáîëåå êðóïíûì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì âýòîé îáëàñòè çà ýòè ãîäû, îòíîñÿòñÿ, êðîìå óïîìÿíóòûõ ðàáîò Àðñëà-íîâà è Äîóíåÿ, ðàáîòà Êóïåðà, Ëàõëàíà, Ëåìïïà, Ñîàðà è Õàððèíãòîíà[1991] î íåïëîòíîñòè óïîðÿäî÷åíèé n-â. ï. ñòåïåíåé äëÿ ëþáîãî n > 1,íåäàâíÿÿ ðàáîòà Àðñëàíîâà, Êàëèìóëëèíà è Ëåìïïà [ta], â êîòîðîé óñòà-íàâëèâàåòñÿ íå ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëóðåøåòîê d-â. ï. è 3-â.ï. ñòåïåíåé, ðàáîòà Éå ßíã è Ëèàíã Þ [ta], â êîòîðîé àâòîðû äîêàçûâà-þò, ÷òî â. ï. ñòåïåíè â ñèãíàòóðå f�g íå îáðàçóþò �1-ïîäñòðóêòóðó n-â.ï. ñòåïåíåé íè äëÿ êàêîãî n � 2, ñåðèÿ ðàáîò Êóïåðà, Ëè, Éå, Èøìóõà-ìåòîâà, â êîòîðûõ ïîäðîáíî èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ n-â.ï. ñòåïåíåé íàä m-â. ï. ñòåïåíÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ n è m � 1.Îäíàêî îòâåòû íà öåëûé ðÿä åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ âñååùå íå ïîëó÷åíû. Ê íèì ïðåæäå âñåãî îòíîñÿòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëèìî-ñòè â. ï. ñòåïåíåé â ñòðóêòóðàõ n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1 (â áîëåå îáùåé



83
ïîñòàíîâêå ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè m-â. ï. ñòåïåíåé â ñòðóêòóðàõ n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè 1 � m < n), ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòèñòðóêòóð n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè ðàçëè÷íûõ n > 2, ðàçðåøèìîñòü îãðàíè-÷åííûõ ôðàãìåíòîâ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé ýòèõ ñòðóêòóð, â ÷àñòíîñòèïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè 98-òåîðèè d-â. ï. ñòåïåíåé.Â ýòîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ áîëüøèíñòâî èç ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ìû ïåðå÷èñëÿåì òàêæå íàèáîëåå èíòåðåñíûå îò-êðûòûå ïðîáëåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè n-â. ï. ñòåïåíåé è ïðèâîäèìíåêîòîðûå íîâûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòèì ïðîáëåìàì, ðåçóëüòàòû.

x1: Ñîáñòâåííî n-â. ï. ñòåïåíè. Òåîðåìà îá èåðàðõèè
Îïðåäåëåíèå 22 Òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü a íàçûâàåòñÿ n-âû÷èñëèìî ïå-ðå÷èñëèìîé (n-â. ï. ñòåïåíü), åñëè îíà ñîäåðæèò íåêîòîðîå n-â. ï. ìíî-æåñòâî; n-â. ï. ñòåïåíü a íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî n-â. ï. ñòåïåíüþ,åñëè îíà íå ñîäåðæèò m-â. ï. ìíîæåñòâà íè äëÿ êàêîãî m < n.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ !-â. ï. ñòåïåíè, à òàêæå a-â. ï. ñòåïåíè,êîãäà a 2 O - îáîçíà÷åíèå äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà jaj0.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-â. ï. ñòåïåíåé îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn, à ÷åðåç Dè D(� 00) - ñîîòâåòñòâåííî ñîâîêóïíîñòè âñåõ òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé èñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ íèæå 00. ×åðåç D! îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòüâñåõ !- â. ï. ñòåïåíåé. Èìååì
D0 �D1 �D2 � : : : �D! �D(� 00)

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî n 2 ! ñóùåñòâóþò(n+1)-â. ï., íî íå n-â. ï. ìíîæåñòâà. Òåïåðü â òåîðåìàõ 61 è 62 ìû óâèäèì,÷òî n-â. ï. ìíîæåñòâà îáðàçóþò ñîáñòâåííóþ èåðàðõèþ è â òåðìèíàõèõ ñòåïåíåé. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåêîòîðîå óñèëåíèå óïðàæíåíèÿ 1.1.8 èçïðåäûäóùåé ãëàâû.
Ïóñòü D = D0 � D1 - ïðîèçâîëüíîå d-â.ï. ìíîæåñòâî. Ýôôåêòèâ-íûì d-ïåðå÷èñëåíèåì (èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, d-ïåðå÷èñëåíèåì) d-â. ï.
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ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ â. ï. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâfDsgs2!, ãäå Ds = D0;s�D1;s, à fDi;sgs2!; i � 1; ýôôåêòèâíûå ïåðå÷èñëå-íèÿ â. ï. ìíîæåñòâ Di; i � 1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è ýôôåêòèâíûån-ïåðå÷èñëåíèÿ n-â. ï. ìíîæåñòâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n; 2 < n < !.

Íàçîâåì â. ï. ìíîæåñòâî A(D) = fhs; xi : x 2 Ds �Dg àññîöèèðîâàí-íûì ñ ìíîæåñòâîì D â. ï. ìíîæåñòâîì. Â óïð. 1:1:9 ìû âèäåëè, ÷òîA(D) �T D è D â. ï. îòíîñèòåëüíî A(D). ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ìíîæå-ñòâà A(D) çàâèñèò îò âûáîðà ýôôåêòèâíîãî d-ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâàD. Òåì íå ìåíåå, òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâà A(D) îïðåäåëÿåòñÿîäíîçíà÷íî ïî ìíîæåñòâó D. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 56 Ïóñòü D - ïðîèçâîëüíîå d-â. ï. ìíîæåñòâî è A(D)- àññîöèèðîâàííîå ñ D â. ï. ìíîæåñòâî. Åñëè D â. ï. îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîãî ìíîæåñòâà B, òîãäà A(D) �T B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D = dom(�(B)), ãäå � - ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûéôóíêöèîíàë. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî hs; xi, åñëè x 62 Ds, òîãäà hs; xi 62 A(D).Åñëè æå x 2 Ds, òî ñ ïîìîùüþ îðàêóëà ìíîæåñòâà B íàõîäèì òàêîé øàãt > s, ÷òî

- ëèáî x 62 Dt (â ýòîì ñëó÷àå hs; xi 2 A(D))
- ëèáî �(B; x) # [t] (â ýòîì ñëó÷àå hs; xi 62 A(D)).�
Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, íîìåð (â íóìåðàöèè âñåõ â. ï.ìíîæåñòâ) àññîöèèðîâàííîãî ñ 2-â.ï. ìíîæåñòâîì D = D0 � D1 â. ï.ìíîæåñòâà A(D) íàõîäèòñÿ íå ðàâíîìåðíî ïî èíäåêñàì â. ï. ìíîæåñòâD0 è D1.

Òåîðåìà 57 Íå ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g è àñòè÷íî âû÷èñ-ëèìîãî ôóíêöèîíàëà � òàêèõ, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî We�Wi íå âû÷èñ-ëèìî, òî Wg(t;i) íå âû÷èñëèìî è Wg(t;i) = �We�Wi.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî äàííûì â. ï. ìíîæåñòâó V è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîìóôóíêöèîíàëó � ìû ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîèì d-â. ï.ìíîæåñòâî D, óäîâëåòâîðÿÿ äëÿ âñåõ e ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
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R: Ëèáî V âû÷èñëèìî, ëèáî V 6= �D;
Pe: D 6= �We:
Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî òàêèå âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûéôóíêöèîíàë � ñóùåñòâóþò. Òîãäà, â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè êîíñòðóêöèèè ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿh, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, Wh(n) íå âû÷èñëèìî è Ò-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó D(ïîñòðîåííîìó ïî Wn), åñëè D íå âû÷èñëèìî. Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ñó-ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî j, ÷òî Wh(j) = Wj. Òàê êàê ìíîæåñòâî D èç-çàòðåáîâàíèé Pe; e 2 !, íå âû÷èñëèìî, òî ìíîæåñòâî V = Wj ïðîòèâîðå÷èòòðåáîâàíèþ R.Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ R - ñòàíäàðòíàÿ ñòðàòåãèÿÑàêñà ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâà. Îïèøåì ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáî-âàíèÿ Pe ïðè ôèêñèðîâàííîì e è ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ Ráîëåå âûñîêîãî ïðèîðèòåòà.

(1) Âûáèðàåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ x, è
(2) æäåì, êîãäà íà íåêîòîðîì øàãå s x âîéäåò â We.Ìû òåïåðü ìîãëè áû óäîâëåòâîðèòü Pe, ïåðå÷èñëèâ x â D, íî íàì ìîæåòïðåïÿòñòâîâàòü çàïðåòû òðåáîâàíèÿ R. Íî òåì íå ìåíåå,(3) ïåðå÷èñëÿåì x â D.Òåïåðü ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè.
1) Ïåðå÷èñëåíèå x â D íå ñîêðàòèëî äëèíó ðàâåíñòâà ìåæäó ìíîæå-ñòâàìè V è �D. Â ýòîì ñëó÷àå ìû óäîâëåòâîðèëè òðåáîâàíèþ Pe, íå íà-ðóøèâ ñòðàòåãèþ Ñàêñà ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâà ïðè óäîâëåòâîðåíèè òðå-áîâàíèÿ R.2) Ïåðå÷èñëåíèå x â D ñîêðàòèëî äëèíó ðàâåíñòâà ìåæäó ìíîæåñòâà-ìè V è �D. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èçûìàåì x èç D è óäîâëåòâîðÿåì òðåáî-âàíèå R. à óäîâëåòâîðåíèå òðåáîâàíèÿ Pe íà÷èíàåì ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþíîâîãî ñâèäåòåëÿ. �
Â óïð. 1:1 ìû óâèäèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 56 ñïðàâåäëè-âî è äëÿ ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì óðîâíÿìèåðàðõèè Åðøîâà, ïðè åñòåñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ â åãî ôîðìóëèðîâêå.
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ßñíî, ÷òî ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì n = 2 äëÿ ëþáîãî n > 1 ìîæíîîïðåäåëèòü àññîöèèðîâàííûå ñ n-â. ï. ìíîæåñòâîì D ìíîæåñòâî A(D), âýòîì ñëó÷àå A(D) áóäåò (n� 1)-â. ï. ìíîæåñòâîì. Èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâîA(D) ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïîä ëþáîé n-â. ï. ñòåïåíüþ d > 0 (äëÿ ëþáîãîn > 1) ðàñïîëîæåíà íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü.

Ïðåäëîæåíèå 58 Ïóñòü d > 0 ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ñòåïåíüþ äëÿ íåêî-òîðîãî n � 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ â. ï. ñòåïåíü a, ÷òî d > a > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n-â. ï. ìíîæåñòâî D èìååò ñòåïåíü d è íå Ò-ýêâèâàëåíòíî íèêàêîìó (n � 1)-â. ï. ìíîæåñòâó. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîååãî ýôôåêòèâíîå n-ïåðå÷èñëåíèå è ïî íåìó îïðåäåëèì àññîöèèðîâàííîåñ D (n � 1)-â. ï. ìíîæåñòâî A(D). Òîãäà ; <T A(D) <T D (íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî åñëè A(D) âû÷èñëèìî, òîãäà D ÿâëÿåòñÿ (n � 1)-â. ï.ìíîæåñòâîì, ÷èî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà D). Åñëè n = 2, òîïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. Åñëè n > 2, òî àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ ïîëó÷èì; <T A(A(D)) <T A(D), è òàê äàëåå, ïîêà íå äîáåðåìñÿ äî íåêîòîðîãîâ. ï. íåâû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A(A : : : A(D) : : :). �

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè íåêîòîðûå ñâîéñòâà â. ï. ñòå-ïåíåé íà ñëó÷àé n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåìñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà.
Èç òåîðåìû Ëàõëàíà î íåâîçìîæíîñòè âëîæåíèÿ ðîìáà (ò. å. ÷åòû-ðåõýëåìåíòíîé ðåøåòêè fa; b; a[ b; a\ bg) â ïîëóðåøåòêó â. ï. ñòåïåíåé ññîõðàíåíèåì íàèìåíüøåãî 0 è íàèáîëüøåãî 00 ýëåìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî íèîäíà â. ï. ñòåïåíü, çà èñêëþ÷åíèåì 0 è 00 íå èìååò äîïîëíåíèÿ.(Äîïîëíåíèåì äëÿ â. ï. ñòåïåíè a åñòåñòâåííî íàçâàòü òàêîé ýëåìåíò

b 6= a, ÷òî a[b = 00 è a\b = 0. ßñíî, ÷òî 0 è 00 äîïîëíÿþò äðóã äðóãà.)Ïîçäíåå â òåîðåìå 74 ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò â ïîëóðåøåòêàõn-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1 íå èìååò ìåñòà, íî èç ïðåäëîæåíèÿ 58 ëåãêîâûâîäèòñÿ, ÷òî îí ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé n-â. ï. ñòåïåíåé â ñëåäóþùåéôîðìóëèðîâêå.
Òåîðåìà 59 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ â. ï. ñòåïåíü, êîòîðàÿ íå èìååò âêà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ íèêàêóþ n-â. ï. ñòåïåíü íè äëÿ êàêîãî n � 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 0 òàêàÿ â. ï. ñòåïåíü, ÷òî a \ b = 0 íèäëÿ êàêîé â. ï. ñòåïåíè b > 0 (Åéòñ [1966]). Åñëè áû äëÿ íåêîòîðîãî
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n � 1 ñóùåñòâîâàëà n-â. ï. ñòåïåíü b > 0, äëÿ êîòîðîé a \ b = 0,òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 58, a \ c = 0 äëÿ íåêîòîðîé â. ï. ñòåïåíè c > 0,ïðîòèâîðå÷èå. �

Äàëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ 58 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ìèíèìàëüíîé â
D2 ïàðû d-â. ï. ñòåïåíåé d0 è d1 ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ â R ïàðà â. ï.ñòåïåíåé a0 < d0 è a1 < d1. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Ëàõëàíà [] îñóùåñòâîâàíèè â. ï. ñòåïåíè, ïîä êîòîðîé íåò ìèíèìàëüíîé ïàðû â. ï.ñòåïåíåé, òåïåðü íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 60 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü, ïîä êî-òîðîé íåò ìèíèìàëüíîé ïàðû d-â. ï. ñòåïåíåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñîáñòâåííîé d-â. ï. ñòåïåíè,ïðèíàäëåæàùàÿ Êóïåðó [1971], ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ðåçóëüòàòîì î ñòåïåíÿõd-â. ï. ìíîæåñòâ.
Òåîðåìà 61 Ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D ñòðîèì â âèäå ðàçíîñòèD1�D2 äâóõ â. ï. ìíîæåñòâ D1 è D2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ "òüþðèí-ãîâàÿ ñòåïåíü D íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé", äëÿ êàæäîãî â.ï. ìíîæåñòâà W è ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèîíàëîâ � è 	 óäîâëå-òâîðÿåì òðåáîâàíèÿ

RW;�;	 : D 6= �W _W 6= 	D:
Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êîíêðåòíîãî òðåáîâàíèÿ RW;�;	 âûãëÿäèòòàê:

(1) Âûáèðàåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ x, è
(2) æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîì

D(x) = �W (x) ^W d'(x) = 	Dd'(x)[s]
(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òîãäà òðåáîâàíèå RW;�;	 óäîâëåòâîðåíîñ ïîìîùüþ ñâèäåòåëÿ x.)
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(3) çàïðåùàåì òðîãàòü ýëåìåíòû èíòåðâàëà Dd '(x) ïðè óäîâëåòâîðå-íèè äðóãèõ òðåáîâàíèé.

(Â äàëüíåéøåì â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ìû ïèøåì ïðîñòî "çàïðåùàåì èí-òåðâàë Dd '(x)".)
(4) Êëàäåì x â D (ò. å. ïåðå÷èñëÿåì x â D1), è(5) æäåì íàñòóïëåíèÿ íîâîãî øàãà s0, íà êîòîðîì

D(x) = �W d'(x)(x) ^W d'(x) = 	Dd '(x)d'(x)[s0]:
(Ñíîâà, åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òî òðåáîâàíèå RW;�;	 óäîâëå-òâîðåíî ïîñðåäñòâîì ñâèäåòåëÿ x. Åñëè æå ýòî ñëó÷èòñÿ, òî òîëüêî èç-çàèçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ �W (x) ìåæäó øàãàìè s è s0, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäüìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî èç-çà èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé W d'(x).)
(6) Óäàëÿåì x èç D (ò. å. ïåðå÷èñëÿåì åãî â D2).Òàê êàê ìíîæåñòâî W â. ï., òî èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ �W (x) ìåæäóøàãàìè s è s0 îêîí÷àòåëüíîå, è ïîýòîìó, óäàëèâ x èçD, ìû óäîâëåòâîðÿåìòðåáîâàíèå RW;�;	, äîáèâøèñü âûïîëíåíèÿ âòîðîãî äèçúþíêòà.Òåïåðü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîäðîáíîé êîíñòðóêöèè íàäî âûáðàòü ïðè-îðèòåòíîå óïîðÿäî÷åíèå âñåõ òðåáîâàíèé RW;�;	, âûáèðàÿ äëÿ êàæäîãîòðåáîâàíèÿ â êà÷åñòâå ñâèäåòåëÿ ÷èñëî, áîëüøåå âñåõ òåõ ÷èñåë, êîòîðûåóïîìÿíóòû äî ýòîãî â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè, è â ñëó÷àå, êîãäà òðåáîâà-íèÿ áîëüøåãî ïðèîðèòåòà íàðóøàþò çàïðåòû, íàëîæåííûå òðåáîâàíèÿ-ìè ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà, çàíîâî íà÷èíàòü ïðîöåäóðó âûïîëíåíèÿ òðå-áîâàíèé ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî òðåáî-âàíèÿ ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà èíèöèàëèçèðóþòñÿ. Ñòðàòåãèÿ íåêîòîðîãîòðåáîâàíèÿ èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïóòåì ñíÿòèÿ âñåõ åãî çàïðåòîâ è âûáîðàâ êà÷åñòâå ñâèäåòåëÿ íîâîãî ÷èñëà. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü óñëî-âèå çàùèòû çàïðåòîâ òðåáîâàíèé ñ áîëüøèìè ïðèîðèòåòàìè îò äåéñòâèéòðåáîâàíèé ñ ìåíüøèìè ïðèîðèòåòàìè. �
Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà ñëó÷àé n-â. ï.ìíîæåñòâ, äëÿ ëþáîãî n > 1.

Òåîðåìà 62 Äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ n-â. ï. ñòå-ïåíü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå n-â. ï. ìíîæåñòâî D ñòðîèì òàê æå, êàêýòî äåëàëîñü â òåîðåìå 61, óäîâëåòâîðÿÿ äëÿ âñåõ e âñåì òðåáîâàíèÿìD 6�T Ve, ãäå Ve ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì ñ íîìåðîì e (â íåêîòîðîéôèêñèðîâàííîé íóìåðàöèè fVege2! âñåõ n-â. ï. ìíîæåñòâ). Òàê êàê ìûçíà÷åíèå D(x) â ïðîöåññå åãî ïðåäåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæåì èçìåíèòüíà îäèí ðàç áîëüøå, ÷åì ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì âû÷èñëåíèè çíà÷å-íèÿ Ve(x), òî â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå åñëè ïîñëå øàãà s0 âûÿñíèòñÿ,÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s00 > s0 ñíîâà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

D(x) = �V d'(x)(x) ^ V d'(x) = 	Dd '(x)d'(x)[s00];
(òàê êàê òåïåðü V d'(x) ìîæåò âåðíóòü ñâîå ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå), òîãäàêëàäåì x îáðàòíî â D è ëèáî (ïðè n = 3) äèàãîíàëèçèðóåì RV;�;	, ëèáî(ïðè n > 3) ïðîäîëæàåì ïðîöåññ òàêèì îáðàçîì äàëåå. �

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
D0 (D1 (D2 ( : : : �D! � D(� 00)

Òåïåðü óñòàíîâèì, ÷òî çäåñü ïîñëåäíèå äâà âêëþ÷åíèÿ òàêæå ñîá-ñòâåííûå: Sn2!Dn (D! è D! (D(� 00):
Òåîðåìà 63
a) Ñóùåñòâóåò !-â. ï. ìíîæåñòâî A, Ò-ñòåïåíü êîòîðîãî íå ÿâëÿ-åòñÿ n-â. ï. ñòåïåíüþ íè äëÿ êàêîãî n 2 !.
b) Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A �T ;0, Ò-ñòåïåíü êîòîðîãî íå ÿâëÿ-åòñÿ !-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ n-â.ï. ìíîæåñòâ (îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ n < !), òî äîêàçàòåëüñòâ ïóíêòà a)ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, êàê è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 61 è 62 ñ íåçíà-÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè. Äëÿ ïóíêòà b) íóæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñè-ìàöèþ íóìåðàöèè âñåõ !- â. ï. ìíîæåñòâ, îïèñàííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 11 (óïð. 1.2.5). �
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Ë. Õåé è Ì. Ëåðìàí çàìåòèëè, ÷òî íåáîëüøîå èçìåíåíèå èçëîæåííîéñòðàòåãèè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 62 ïîçâîëÿåò ñëåäóþùèì îáðàçîì óñè-ëèòü ýòó òåîðåìó.

Òåîðåìà 64 Äëÿ âñåõ n > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå n- â. ï. ìíîæåñòâàV <T U , ÷òî ïî Ò-ñâîäèìîñòè ìåæäó V è U íåò (n � 1)-â. ï. ìíî-æåñòâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûå n-â. ï. ìíîæåñòâà V è U ñòðîèì, óäîâëåòâî-ðÿÿ äëÿ âñåõ (n� 1)- â. ï. ìíîæåñòâ D, ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèî-íàëîâ �;	 è � òðåáîâàíèÿì

RD;�;	 : V 6= �D _D 6= 	V�U ;
S� : U 6= �V :
Òðåáîâàíèÿ RD;�;	 óäîâëåòâîðÿþòñÿ òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü â äî-êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 62. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ S� âûáèðàåìåùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ x, æäåì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ �V (x)è îïðåäåëÿåì U(x) òàê, ÷òîáû U(x) 6= �V (x). Òàê êàê âñÿ êîíñòðóêöèÿïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïðèîðèòåòà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè, òî ýòè ñòðà-òåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé RD;�;	 è S� ëåãêî ñî÷åòàþòñÿ. �

Åñëè â òåîðåìå 64 çàðàíåå ôèêñèðîâàòü îäíî èç ìíîæåñòâ U >T ;èëè V <T ;0, òî âîçìîæíî ëè ïîñòðîèòü äðóãîå ìíîæåñòâ òàê, ÷òîáû âû-ïîëíÿëîñü óòâåðæäåíèå òåîðåìû? Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò íà ýòîò âîïðîñîòðèöàòåëåí (ñì. îá ýòîì ïîäðîáíåå â x7). Íî, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò òà-êîå íèçêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî V , ÷òî ìåæäó íèì è ;0 ïî Ò-ñâîäèìîñòèíåò â. ï. ìíîæåñòâ.
Òåîðåìà 65 Ñóùåñòâóåò òàêîå íèçêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî V , ÷òî åñëèíåêîòîðîå â. ï. ìíîæåñòâî W �T V , òî W �T ;0.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå n-â. ï. ñòå-ïåíè ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî ñðåäè ñòåïåíåé � 00, â ÷àñòíîñòè
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ìåæäó äâóìÿ â. ï. ñòåïåíÿìè ñóùåñòâóþò n-â. â. ñòåïåíè äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî n > 1. Ïîêà ëèøü äîêàæåì, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ n-â. ï. ñòåïåíåéíåò ìèíèìàëüíûõ. Òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2, äëÿ îáùåãîñëó÷àÿ ñì. óïð. 1:5 è 1:6.
Òåîðåìà 66 Ïóñòü A - íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåòòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D <T A, ÷òî 8x(Wx 6�T D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé RW;�;	 èç òåî-ðåìû 61 êîìáèíèðóåì ñ ìåòîäîì ðàçðåøåíèÿ: ñ êàæäûì òðåáîâàíèåìñâÿçûâàåì íå îäíî, à âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0; x1; : : : ñâè-äåòåëåé, è ÷èñëà xi ïåðå÷èñëÿåòñÿ â D èëè èçûìàþòñÿ èç íåãî òîëüêîåñëè ìíîæåñòâî A "ðàçðåøàåò" ýòî ñäåëàòü, èçìåíèâøèñü â ïðîìåæóò-êå Adxi. Òàê êàê ìíîæåñòâî A íåâû÷èñëèìî, òàêàÿ ñòðàòåãèÿ â êîíå÷íîìèòîãå ïðèâîäèò ê óñïåõó. Áîëåå ïîäðîáíî, ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðå-áîâàíèé

RW;�;	 : D 6= �W _W 6= 	D
òåïåðü âûãëÿäèò òàê: ìû èñïîëüçóåì !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ k =0; 1; 2; : : :, ãäå êàæäûé öèêë k � 0 ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ýòàï 1. Â êà÷åñòâå ñâèäåòåëÿ âûáèðàåì íîâîå, åùå íå èñïîëüçîâàííîå ÷èñëîxk è æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîì
D(xk) = �W (xk) ^W d'(xk) = 	Dd'(xk)[s]

(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òîãäà òðåáîâàíèå RW;�;	 óäîâëåòâîðåíîïîñðåäñòâîì ñâèäåòåëÿ xk.)
Ýòàï 2: Çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd '(xk) è æäåì ïåðå÷èñëåíèÿ êàêîãî-íèáóäü ýëåìåíòà y < xk â ìíîæåñòâî A, îäíîâðåìåííî íà÷èíàåìðàáîòàòü â öèêëå k + 1;
Ýòàï 3. Ïðèîñòàíàâëèâàåì ðàáîòó öèêëîâ > k, ïåðå÷èñëÿåì xk â D1 è æäåìíàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s0, íà êîòîðîì

D(x) = �W d'(x)(x) ^W d'(x) = 	Dd '(x)d'(x)[s0]:
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(Ñíîâà, åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òî òðåáîâàíèå RW;�;	 óäîâëåòâî-ðåíî ïîñðåäñòâîì ñâèäåòåëÿ x.)

Ýòàï 4. Ñíîâà æäåì ïåðå÷èñëåíèÿ êàêîãî-íèáóäü ýëåìåíòà y < x â ìíîæå-ñòâî A, è âîçîáíîâëÿåì ðàáîòó â öèêëàõ > k;
Ýòàï 5. Ïåðå÷èñëÿåì xk â D2 è ïðåêðàùàåì ðàáîòû âî âñåõ öèêëàõ.

Âîçìîæíûå âûõîäû ýòîé ñòðàòåãèè òàêîâû:
A. Ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàáîòàþùèõ öèêëîâ, Ýòî çíà-÷èò, ÷òî íåêîòîðûé öèêë k ëèáî áåñêîíå÷íî îæèäàåò íà îäíîì èç ýòàïîâ1 èëè 3, ëèáî çàâåðøàåò ðàáîòó íà ýòàïå 5.Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî ëèáî èç-çà òîãî, ÷òî ïî êðàé-íåé ìåðå îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ � è 	 íå âñþäó îïðåäåëåí, ëèáî èç-çàâûïîëíåíèÿ âòîðîãî åãî äèçúþíêòà.
B. Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàáîòàþùèõ öèêëîâ òàêèõ, ÷òîêàæäûé èç-íèõ áåñêîíå÷íî îæèäàåò íà ýòàïå 4.Ýòîãî ñëó÷àÿ áûòü íå ìîæåò, èíà÷å ìíîæåñòâî A áûëî áû âû÷èñëè-ìûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y îïðåäåëèòü, ïðèíàä-ëåæèò y ìíîæåñòâó A èëè íåò, ïðîâîäèì êîíñòðóêöèþ äî òåõ ïîð, ïîêàíåêîòîðûé öèêë k, äëÿ êîòîðîãî xk > y, íà íåêîòîðîì øàãå s íå ïîäîéäåòê ýòàïó 4 êîíñòðóêöèè. Òîãäà y 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y 2 As.
C. Ïðåäûäóùèå äâå âîçìîæíîñòè íå èìåþò ìåñòà. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òîñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíîãî öèêëîâ, è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî öèêëà kêàæäûé öèêë áåñêîíå÷íî îæèäàåò íà ýòàïå 2.Íî ýòîãî ñëó÷àÿ ñíîâà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê èíà÷å ìíîæåñòâî Aâû÷èñëèìî. ×òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y > xk+1 îïðåäåëèòü, ïðèíàäëå-æèò y ìíîæåñòâó A èëè íåò, ïðîâîäèì êîíñòðóêöèþ äî òåõ ïîð, ïîêàíåêîòîðûé öèêë k0, äëÿ êîòîðîãî xk0 > y, íà øàãå s íå ïîäîéäåò ê ýòàïó2 êîíñòðóêöèè. Òîãäà y 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y 2 As. �

Ñëåäñòâèå 67 Ñðåäè ñîáñòâåííî d�â. ï. ñòåïåíåé íåò ìèíèìàëüíûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 66 è óïðàæíåíèÿ1:1:9. �
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Óïðàæíåíèÿ
1.1. Ñëåäóþùèì îáðàçîì îáîáùèòå ïðåäëîæåíèå 56: ïóñòü D - ïðî-èçâîëüíîå n-â. ï. ìíîæåñòâî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n > 1. Òîãäà äëÿ àññî-öèèðîâàííîãî ñ D (n� 1)-â. ï. ìíîæåñòâà A(D) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:A(D) �T D, D â. ï. îòíîñèòåëüíî A(D), è åñëè D â. ï. îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîãî (n� 1)-â. ï. ìíîæåñòâà B, òîãäà A(D) �T B.
1.2. Ïóñòü a - ñîáñòâåííàÿ n-â. ï. ñòåïåíü äëÿ íåêîòîðîãî n > 1. Îáîá-ùàÿ ïðåäëîæåíèå 58 äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñòåïåíè a0; a1 : : : ;

an�1, ÷òî 0 < a0 < : : : < an�1 = a, äëÿ ëþáîãîm; 0 < m � n�1, ai ÿâëÿåò-ñÿ ñîáñòâåííîé m-â. ï. ñòåïåíüþ, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî
am�1, à a0 ÿâëÿåòñÿ â. ï. ñòåïåíüþ.

1.3. (Èøìóõàìåòîâ [1999]) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü àññîöèèðîâàííîãîñ d-â. ï. ìíîæåñòâîì D â. ï. ìíîæåñòâà A(D) õîòÿ è íå çàâèñèò (ñîãëàñ-íî ïðåäëîæåíèþ 56) îò âûáîðà ñïîñîáà d-ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà D,íî çàâèñèò îò âûáîðà ñàìîãî ìíîæåñòâà D èç d-â. ï. ñòåïåíè, êîòîðîéïðèíàäëåæèò D. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå d-â. ï. ìíîæåñòâà D1 èD2, ÷òî D1 �T D2, íî èõ àññîöèèðîâàííûå ìíîæåñòâà A(D1) è A(D2)íåñðàâíèìû ïî Òüþðèíãó.
1.4. Ïóñòü D0 � D1 - â. ï. ìíîæåñòâà è D = D0 �D1, à âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî rng(f) = D0. Îïðåäåëèì A�(D) = f�1(D1). (ßñíî,÷òî ìíîæåñòâî A�(D) çàâèñèò îò âûáîðà ïåðå÷èñëÿþùåé D0 âû÷èñëèìîéôóíêöèè, òàêæå, êàê ìíîæåñòâî A(D) çàâèñèò îò âûáîðà ýôôåêòèâíîãîïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà D.) Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà ýòèõïåðå÷èñëåíèé ñïðàâåäëèâî A(D) �m A�(D). Òàêèì îáðàçîì, êàê óòâåð-æäåíèå óïðàæíåíèÿ 1:1:9, òàê è ïðåäëîæåíèå 56 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-ìè, åñëè çàìåíèòü A(D) íà A�(D).
1.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü, òîãäà äëÿëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ n-â. ï. ñòåïåíü d < a: (Ïðè n = 2ýòî - òåîðåìà 66.)
1.6. (Èøìóõàìåòîâ, Ñåëèâàíîâ) Äëÿ ëþáîãî a 2 O ñóùåñòâóåò ñîá-ñòâåííàÿ a-â. ï. ñòåïåíü.
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1.7. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óñèëåíèå óïðàæíåíèÿ 1.1.13b: ñóùåñòâóåòòàêîå !-â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òî Ò-ñòåïåíü A íå ñîäåðæèò n-â. ï. ìíîæåñòâíè äëÿ êàêîãî n < !, à ìíîæåñòâî B(A) = fxjDx � Ag ÿâëÿåòñÿ 3-â. ï.ìíîæåñòâîì.
1.8. Ïóñòü A - ïðîèçâîëüíîå n-â. ï. ìíîæåñòâî, ÷òî ; <T A <T ;0.Èç òåîðåìû Ñàêñà î ðàçëîæåíèè (ñì. Ñîàð [1987, òåîðåìà VII.3.2 è óïð.VII.3.8]) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî D, ÷òî DjTA.Ïîñòðîéòå òàêîå ìíîæåñòâî D ïðÿìîé êîíñòðóêöèåé. Óêàçàíèå. Êîìáè-íèðóéòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 61 ñî ñòðàòåãèÿìè óäîâëåòâîðåíèÿ ñëå-äóþùèõ òðåáîâàíèé:
R� : D = �A ! K = �A (ïî äàííîìó ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîìó ôóíê-öèîíàëó � ñòðîèòñÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë �),
N	 : A = 	D ! A = �. (ïî äàííîìó ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîìó ôóíêöè-îíàëó 	 ñòðîèòñÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë �).Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ R� äëÿ êàæäîãî k � 0 âûáåðèòåíåêîòîðîå åùå íåèñïîëüçîâàííîå è íå çàïðåùåííîå ÷èñëî x(k) è æäè-òå óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà Ddx(k) = �Adx(k), îïðåäåëèòå �A(k) = 0 ñ(k) = '(k) è æäèòå, ïîêà k & K. Òîãäà ïîëîæèòå x(k) â D è äîæäèòåñüèçìåíåíèÿ Ad'(k) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîïðàâèòü �A(k) = 0. Äëÿ óäîâëåòâî-ðåíèÿ òðåáîâàíèÿ N	 äëÿ êàæäîãî k � 0 æäèòå óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâàAdk = 	Ddk è çàïðåòèòå èíòåðâàë Dd (k) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèîðèòå-òîì. Òàê êàê A íå âû÷èñëèìî, ðàíî èëè ïîçäíî ýòî ïðèâåäåò ê äèàãîíà-ëèçàöèè ëåâîé ÷àñòè òðåáîâàíèÿ. Äëÿ ñîâìåñòíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ

R- è N- òðåáîâàíèé ïðîâåäèòå ñòàíäàðòíîå ïðèîðèòåòíîå ðàññóæäåíèå ñêîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè.
1.9. à) Îáîáùèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå, çàìåíèâ 00 íà ïðîèçâîëü-íîå â. ï. ìíîæåñòâî B >T A.á) Åñëè â ïóíêòå à) ìíîæåñòâî B çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíîå d-â. ï.ìíîæåñòâî, òî òàêîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà (ñì. òåîðåìó 4.?? èç �1ãëàâû 4). Ïðîàíàëèçèðóéòå òðóäíîñòè, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñòðàòåãèèóäîâëåòâîðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåáîâàíèé ïðè òàêîé çàìåíå.
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà 57 ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Äîóíè è Ñòîáà [1993].Îáîáùàÿ ïðåäëîæåíèå 56 Èøìóõàìåòîâ [1999] äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåòòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D, ÷òî ñòåïåíü àññîöèèðîâàííîãî ñ D â. ï. ìíî-
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æåñòâà A(D) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõíèæå ñòåïåíè d ìíîæåñòâà D, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ d âû÷èñëèìî ïåðå-÷èñëèìà. Òåîðåìó 65 áåç óñëîâèÿ V 0 �T ;0 äîêàçàëè Ë.Õåé è Ð. Øîð (ñì.Ýïøòåéí, Õààñ è Êðàìåð [1981]).

x2: Ñâîéñòâà ñëàáîé ïëîòíîñòè d-â. ï. ñòåïåíåé.
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè, ÷òî d-â. ï. ñòåïåíè íàñëåäó-þòñÿ âíèç: ïîä êàæäîé ñîáñòâåííîé d-â. ï. ñòåïåíüþ åñòü íåâû÷èñëèìàÿâ. ï. ñòåïåíü, ïîä êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü ðàñïîëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ íî-âàÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü è ò. ä. Â òåîðåìå ... ìû óáåäèìñÿ, ÷òî,òåì íå ìåíåå, óïîðÿäî÷åíèå n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1 íåïëîòíî, õîòÿ,êàê ìû äîêàæåì â ýòîì ïàðàãðàôå, n-â. ï. ñòåïåíè ðàñïîëîæåíû ïëîòíîñðåäè â. ï. ñòåïåíåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ â. ï. ñòå-ïåíÿìè a < b ìîæíî ïîñòðîèòü ñîáñòâåííóþ n-â. ï. ñòåïåíü, äëÿ ëþáîãîn > 1. Ýòî ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åíèÿ n-â. ï. ñòåïåíåé íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîìèõ ñëàáîé ïëîòíîñòè. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íàä êàæäîé íåïîëíîé â. ï.ñòåïåíüþ òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü ñîáñòâåííóþ d-â. ï. ñòåïåíü, õîòÿ, êàêìû ïîçäíåå óâèäèì, íå íàä êàæäîé ñîáñòâåííîé d-â. ï. ñòåïåíüþ íàõî-äèòñÿ íåïîëíàÿ â. ï. ñòåïåíü.

Òåîðåìà 68 Ïóñòü V <T ;0 - â. ï. ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò òàêîåd-â. ï. ìíîæåñòâî D >T V , ÷òî 8x(Wx 6�T D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâà D1 è D2, D1 � D2, òîãäà èñ-êîìûì d-â. ï. ìíîæåñòâîì áóäåò ìíîæåñòâî V �D, ãäå D = D1 �D2. Ñýòîé öåëüþ äëÿ âñåõ i 2 ! óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì

Ri : D 6= �W _W 6= 	V�D; (1)
ãäå f(Wi;�i;	i)gi2!, ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ òðîåê, ñîñòîÿùèõ èçâ. ï. ìíîæåñòâà W è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèîíàëîâ � è 	. Ñòðà-òåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êîíêðåòíîãî òðåáîâàíèÿ Ri ïîâòîðÿåò ñòðàòåãèþóäîâëåòâîðåíèÿ àíàëîãè÷íîãî òðåáîâàíèÿ èç òåîðåìû 61 ñ íåêîòîðûìè
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èçìåíåíèÿìè. Ýòè èçìåíåíèÿ âûçâàíû òåì, ÷òî òåïåðü â îðàêóëå ïðàâî-ãî äèçúþíêòà òðåáîâàíèÿ (1) ïðèñóòñòâóåò ìíîæåñòâî V , êîòîðîå íåïîä-âëàñòíî íàøåìó êîíòðîëþ: V � Dd '(x) ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïîñëå íà-ëîæåíèÿ çàïðåòà íà ìíîæåñòâî Dd '(x) èç-çà èçìåíåíèÿ â ýòîì èíòåð-âàëå ìíîæåñòâà V , èñïîðòèâ âñþ ïîñëåäóþùóþ ðàáîòó. ×òîáû îáîéòèýòó òðóäíîñòü, ýòè èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà V èñïîëüçóåì äëÿ ïîñòðîåíèÿôóíêöèîíàëà �, êîòîðûé Ò-ñâîäèò êðåàòèâíîå ìíîæåñòâîK ê ìíîæåñòâîV . Ïîýòîìó äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Ri ìû òåïåðü èñïîëüçóåì íåîäíó, à öåëóþ ñåðèþ ïîïûòîê, èñïîëüçóÿ ïðè êàæäîé ïîïûòêå íîâîãîñâèäåòåëÿ xk.Ïðè k-é ïîïûòêå ìû ïûòàåìñÿ óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèå R ñ ïîìî-ùüþ ñâèäåòåëÿ xk òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû61, èñïîëüçóÿ âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà V ïîñëå ýòàïà (4) â èí-òåðâàëå [0; : : :  '(xk)] äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèî-íàëà �V â òî÷êå k. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñëåäóþùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðóåìñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðàòåãèþ òåîðåìû 61. Íà ýòàïå 4 ñòðàòåãèè ÷èñëî xkïîêà â V íå ïåðå÷èñëÿåì, à(3a) îïðåäåëÿåì àêñèîìó K(k) = �V (k) = 0 ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè(xk) =  '(xk), è(3b) æäåì, ïîêà ëèáî k ïåðå÷èñëèòñÿ â K, ëèáî èçìåíèòñÿ V d '(xk).(3c) Åñëè ïðîèçîéäåò èçìåíåíèå V d '(xk), òî ïðîñòî ïåðåîïðåäåëÿåìàêñèîìó ñ òåì æå çíà÷åíèåì, à åñëè k ïåðå÷èñëèòñÿ â K, òî(4) êëàäåì xk â D, è äàëüøå êàê â òåîðåìå 61.Òåïåðü ëèáî òðåáîâàíèå R óäîâëåòâîðèòñÿ ïîñðåäñòâîì ñâèäåòåëÿ xk,ëèáî ïîñëå ýòàïà (4) ïðîèçîéäåò èçìåíåíèå V d '(xk), ÷òî ïîçâîëèò ïî-ïðàâèòü àêñèîìó K(k) = �V (k) ñ íîâûì çíà÷åíèåì �V (k) = 1. Òàê êàê ïîóñëîâèþ K 6�T V , òî îäíà èç ýòèõ ïîïûòîê äîëæíà óâåí÷àòüñÿ óñïåõîì.Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Ri òåïåðü ïðî-èñõîäèò ïî !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâ k = 0; 1; : : :, è ðàáîòà êàæäîãîöèêëà k � ! âûãëÿäèò òàê:(1) Âûáèðàåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ xk, è(2) æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîìD(xk) = �W (xk) ^W d'(xk) = 	V�Dd'(xk)[s]
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(3) Çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd '(xk) è îïðåäåëÿåì K(k) = �Vi (k)[s] ñi(k) =  '(xk).(4) Îòêðûâàåì öèêë k + 1 è æäåì ëèáî èçìåíåíèÿ V d '(xk), ëèáî ïå-ðå÷èñëåíèÿ k â K íà íåêîòîðîì øàãå s0 > s.

Ñëó÷àé a) Ïðîèçîøëî èçìåíåíèå V d '(xk). Â ýòîì ñëó÷àå
(5a) ïðåêðàùàåì ðàáîòû âî âñåõ öèêëàõ > k, îñòàâëÿåì çíà÷åíèå �V (k)íåîïðåäåëåííûì (ýòî âîçìîæíî èç-çà èçìåíåíèÿ V d '(xk)) è âîç-âðàùàåìñÿ ê âûïîëíåíèþ ýòàïà (2) ñòðàòåãèè.
Ñëó÷àé b) V d '(xk) íå èçìåíèëîñü, à k ïåðå÷èñëèëñÿ â K. Â ýòîì ñëó÷àå
(5b) ïåðå÷èñëÿåì xk â D, ïðèîñòàíàâëèâàåì ðàáîòó öèêëîâ > k è
(6b) æäåì ëèáî èçìåíåíèÿ V d '(xk), ëèáî íàñòóïëåíèÿ íîâîãî øàãà s00,íà êîòîðîì

D(xk) = �W d'(x)(xk) ^W d'(xk) = 	V�Dd '(xk)d'(xk)[s00]: (2)
Ñëó÷àé b1) Ïðîèçîøëî èçìåíåíèå V d '(xk). Â ýòîì ñëó÷àå
(7b1) ïîïðàâëÿåì çíà÷åíèå �V (k) òàê, ÷òîáû �V (k) = K(k), çàâåðøàåìðàáîòó öèêëà k è âîçîáíîâëÿåì ðàáîòó öèêëîâ > k.

Ñëó÷àé b2) Íà íåêîòîðîì øàãå s00 óñòàíîâèëîñü ñîîòíîøåíèå (2). Âýòîì ñëó÷àå
(7b2) óäàëÿåì xk èç D,(8b2) æäåì èçìåíåíèÿ V d '(xk) è(9b2) âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó (7b1).

Âîçìîæíûå âûõîäû ñòðàòåãèè:
A. Íåêîòîðûé (íàèìåíüøèé) öèêë k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç âîçâðà-ùàåòñÿ ê ïóíêòó 2 ñòðàòåãèè. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíîèç-çà òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ �W è 	V�D âòî÷êå k íå îïðåäåëåí.
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B. Íåêîòîðûé öèêë áåñêîíå÷íî îæèäàåò â îäíîì èç ïóíêòîâ (2) èëè(6b). Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî èç-çà âûïîëíåíèÿ îäíîãîèç åãî äèçúþíêòîâ.C. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî öèêëîâ, è êàæäûé öèêë ëèáî áåñ-êîíå÷íî îæèäàåò â ïóíêòå (4), ëèáî çàâåðøàåò ñâîé ðàáîòó â ï. (7b1).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîñòðîèëè âñþäó îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë �,êîòîðûé ïî Òüþðèíãó ñâîäèò K ê V . Ýòîãî íå ìîæåò áûòü ïî âûáîðóìíîæåñòâà V , ïîýòîìó ýòîãî âûõîäà ñòðàòåãèè íå ñóùåñòâóåò. �
Êóïåð, Ëåìïï è Âàòñîí [1989] îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò, çàìåíèâ êðå-àòèâíîå ìíîæåñòâî K ïðîèçâîëüíûì â. ï. ìíîæåñòâîì U >T V .Òåîðåìà 69 Ïóñòü V <T U - â. ï. ìíîæåñòâà. Ñóùåñòâóåò òàêîåd-â. ï. ìíîæåñòâî D, ÷òî V <T D <T U è 8x(Wx 6�T D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿåì êîíñòðóêöèþ ïðåäûäó-ùåé òåîðåìû ïðè K = U ñ èçìåíåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ íåîáõîäèìîñòèîáåñïå÷èòü ñâîäèìîñòü D �T U . Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåì ìåòîä ðàç-ðåøåíèÿ. Íàì íóæíî ïîëó÷èòü ðàçðåøåíèå îò U íà ýòàïàõ (5b) è (7b2)êîíñòðóêöèè (ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðå÷èñëåíèè xk â D è ïðè èçúÿòèè xkèç D). Òàê êàê íà ýòàïå (5b) ÷èñëî xk ïåðå÷èñëÿåòñÿ â D ïðè óñëîâèè,÷òî íà ýòîì øàãå ÷èñëî k ïåðå÷èñëÿåòñÿ â U , òî ïåðâîå ðàçðåøåíèå îò Uìû óæå èìååì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ðàçðåøåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìèñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå U 6�T V :Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Ri òåïåðü ïðîèñõîäèò ïî !�!-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâ (j; k); j; k = 0; 1; : : :. Äëÿ êàæäîãî j � 0,íà !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâ (j; 0); (j; 1); : : : ïûòàåìñÿ óäîâëåòâîðèòüòðåáîâàíèþ R ñ ïîìîùüþ ñâèäåòåëåé xj;0; xj;1; : : : òàê æå, êàê ýòî äåëà-ëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 68 ñî ñëåäóþùèì èçìåíåíèåì: íà ýòàïå(7b2) ÷èñëî xj;k èç ìíîæåñòâà D ïîêà íå èçûìàåì, à ñîçäàåì íîâóþ àê-ñèîìó U(j) = �V (j) ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè �(j) =  '(xk;j)[s00]. Åñëèâ äàëüíåéøåì çíà÷åíèå U(j) íå èçìåíèòñÿ, òî ýòà àêñèîìà îñòàåòñÿ êîð-ðåêòíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ðàçðåøåíèå îò U è èçûìàåìxk;j èç D.Ïîñëå òàêîé ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ R,îíî ìîæåò îñòàòüñÿ íå óäîâëåòâîðåííûì òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî j � 0,äëÿ êàæäîãî xk;j; k � 0; ïîñëå ýòàïå (7b2) êîíñòðóêöèè- ëèáî U(j) íå ìåíÿåòñÿ,
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- ëèáî U(j) ìåíÿåòñÿ, íî ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèåV d '(xk;j).
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë �V âñþäó îïðåäåëåí è êîððåêò-íî âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ U(j) äëÿ êàæäîãî j, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþòåîðåìû.
Óïðàæíåíèÿ
2.1. Ïîñòðîéòå òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D, ÷òî D <T K, è åñëè äëÿíåêîòîðîãî â. ï. ìíîæåñòâà W âåðíî D <T W , òî K �T W .
2.2. Îáîáùàÿ óïðàæíåíèå 2:1 äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1 ñó-ùåñòâóåò òàêîå n-â. ï. ìíîæåñòâî D <T K, ÷òî ïî Ò-ñâîäèìîñòè ñòðîãîìåæäó D è K íåò (n� 1)-â. ï. ìíîæåñòâ, è ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå !-â. ï.ìíîæåñòâî U <T K, ÷òî ïî Ò-ñâîäèìîñòè ñòðîãî ìåæäó U è K íåò n-â. ï.ìíîæåñòâ íè äëÿ êàêîãî n < !.
2.3. Ñî÷åòàÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 69 ñ ìåòîäîì äîêàçàòåëü-ñòâà èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ñàêñà (ñì. Ñîàð [óïð. VIII.2.7]) äîêàæè-òå, ÷òî åñëè V è U òàêèå â. ï. ìíîæåñòâà, ÷òî V <T U , òîãäà ñóùåñòâóåòd-â.ï. ìíîæåñòâî D òàêîå, ÷òî V <T D <T U; 8x(Wx 6�T D) è D0 �T V 0:
2.4. ÏóñòüW - ïðîèçâîëüíîå â. ï. íåâû÷èñëèèîå ìíîæåñòâî. Äîêàæè-òå, ÷òîà) Ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà W , ÷òî Ò-ñòåïåíü ìíîæåñòâà W � A íå ñîäåðæèò â. ï. ìíîæåñòâà.á) Ñóùåñòâóþò òàêèå â. ï. ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà W , ÷òî Ò-ñòåïåíè ìíîæåñòâW�A èW�B îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ ïàðó ñòåïåíåé.
2.5. Ïóñòü W - ïðîèçâîëüíîå â. ï. ìíîæåñòâî ñ áåñêîíå÷íûì äîïîë-íåíèåì.à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå â. ï. íàäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâàW , ÷òî A�Wíå Ò-ýêâèâàëåíòíî íèêàêîìó â. ï. ìíîæåñòâó? ßñíî, ÷òî åñëèW âû÷èñëè-ìî, òî òàêîãî A íå ñóùåñòâóåò. Èç òåîðåìû Ëàõëàíà î ãèïåðãèïåðèììóí-íûõ ìíîæåñòâàõ (ñì. óïð. 1.1.8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè W ãèïåðãèïåðïðîñòî,òî ñíîâà òàêîãî A íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè W íåâû-÷èñëèìî è íåãèïåðãèïåðïðîñòî, òî òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî A ñóùåñòâóåò?
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á) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå â. ï. íàäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà W , ÷òîñòåïåíè A�W è B �W íå ñðàâíèìû? ßñíî, ÷òî åñëè W âû÷èñëèìî, òîòàêèå ìíîæåñòâà A è B ñóùåñòâóþò.
2.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé â. ï. ñòåïåíè a > 0 ñóùåñòâóåò ìè-íèìàëüíàÿ !-â. ï. ñòåïåíü m < a. Óêàçàíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûñóùåñòâîâàíèÿ ïîä êàæäîé â. ï. ñòåïåíüþ a > 0 ìíîæåñòâà M ìèíè-ìàëüíîé ñòåïåíè (ñì., íàïð., Ýïøòåéí [1975]) ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ðàç-ðåøåíèÿ, êîòîðûé, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìíîæåñòâîM x-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì.(Òàêèì îáðàçîì, äëÿ !-â. ï. ìíîæåñòâ àíàëîãè óïðàæíåíèé 1:1:9 è1:1:11 íå èìåþò ìåñòà.)
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà 68 ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüÿõ Àðñëàíîâà[1985,1988]. Ìîæíî ëè â òåîðåìå 69 ñòåïåíü ìíîæåñòâà D ñäåëàòü â. ï.îòíîñèòåëüíî V ? Ýòîò âîïðîñ àêòèâíî èçó÷àëñÿ. Ïîçäíåå ìû óáåäèìñÿ(ñì. òåîðåìó ... ), ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòîãî íåëüçÿ äîáèòüñÿ äàæå ïðèU = ;0. Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü ïðè V 0 �T U = 00 - îòêðûòûé âîïðîñ.Ýòîò ïðîáëåìó ìû îáñóäèì â x:::.
x3: Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà d-â. ï. ñòåïåíåé
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó Àðñëàíîâà [1985,1988] î òîì,÷òî äëÿ ëþáîãî n � 1 è äëÿ êàæäîé n-â. ï. ñòåïåíè a > 0 ñóùåñòâóåòòàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d < 00, ÷òî a [ d = 00. Êàê ïîêàçàëè Åéòñ è, íåçà-âèñèìî, Êóïåð, â ïîëóðåøåòêå â. ï. ñòåïåíåé òàêîé ðåçóëüòàò íå èìååòìåñòà, ïîýòîìó îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè R è Dn ðàçëè÷-íû íà x03-óðîâíå.Èñõîäíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû Åéòñîì è Êóïåðîì íå îïóáëè-êîâàíû. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà ñîäåðæèòñÿâ ñòàòüå Ìèëëåðà [1981]. Ïîýòîìó, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, ìû èçëîæåíèåíà÷íåì ñ åå äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 70 Ñóùåñòâóåò òàêîå íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî A,÷òî A� U <T ;0 äëÿ êàæäîãî â. ï. ìíîæåñòâà U <T ;0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïîñòðîèòü íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâîA òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî â. ï. ìíîæåñòâà U <T ;0 âûïîëíÿëîñü ñîîòíî-øåíèå ;0 6�T A� U .Ñ ýòîé öåëüþ èñêîìîå ìíîæåñòâî A, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíîå â. ï.ìíîæåñòâî D ñòðîèì, óäîâëåòâîðÿÿ òðåáîâàíèÿì:

Qe : A 6= �e
Ne : K �D = �A;Wee ) 9�e(K = �Wee )
ßñíî, ÷òî óäîâëåòâîðåíèå âñåì Q-òðåáîâàíèÿì îáåñïå÷èâàåò âûïîë-íåíèå óñëîâèÿ �ìíîæåñòâî A íå âû÷èñëèìî�, N-òðåáîâàíèÿ íàöåëåíû íàâûïîëíåíèå âñåõ îñòàëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû (ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èõóäîâëåòâîðåíèå îáåñïå÷èâàåò è óñëîâèå íå Ò-ïîëíîòû ìíîæåñòâà A).
Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Qe ::

(1) Âûáèðàåì íåêîòîðîãî ñâèäåòåëÿ xe 62 A è
(2) æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà, íà êîòîðîì �e(xe) #= 0 (åñëè òàêîéøàã íå íàñòóïèò, òî òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî, òàê êàê 0 = A(xe) 6=�e(xe)).(3) Ïåðå÷èñëÿåì xe â A.
Ñòðàòåãèÿ (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç �) óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Ne :
Ñòðàòåãèÿ íàöåëåíà íà ïîñòðîåíèå òàêîãî (÷àñòè÷íîãî) ôóíêöèîíàëà��, ÷òî åñëè K �D = �A;Wee , òî K = �Wee .Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ �äëòíà ñîãëàøåíèÿ�:

l(�; s)�maxfx : (8y < x)(K �D(y)[s] = �A;Wee (y)[s])g;
m(�; s) = maxfl(�; t) : t < s è t ÿâëÿåòñÿ �-øàãîìg:Ïî îïðåäåëåíèþ øàã s ÿâëÿåòñÿ �-ðàñøèðÿþùèìñÿ, åñëè ëèáî s = 0,ëèáî s ÿâëÿåòñÿ �-øàãîì è l(�; s) > m(�; s).
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Çíà÷åíèÿ �� îïðåäåëÿåì òîëüêî íà �-ðàñøèðÿþùèõñÿ øàãàõ. Èìåííî,åñëè øàã s ÿâëÿåòñÿ �-ðàñøèðÿþùèìñÿ è ��(x)[s] ", ãäå 2x < l(�; s),òîãäà îïðåäåëÿåì ��(x) = ()[s] ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè, áîëüøèì, ÷åì'(2x)[s]. Ïîñëå øàãà s ��(x) ìîæåò ñòàòü íå îïðåäåëåííûì òîëüêî, åñëèâ We ïåðå÷èñëÿòñÿ ìåíüøèå, ÷åì '(2x)[s], ÷èñëà. Åñëè ïîçäíåå ÷èñëî xïåðå÷èñëèòñÿ âK, òî íàì íåîáõîäèìî èìåòüWe-èçìåíåíèå íèæå '(2x)[s],òîãäà ìû ñìîæåì ïåðåîïðåäåëèòü ��(x) ðàâíûì K(x).Ñòðàòåãèÿ � èìååò äâà âûõîäà: áåñêîíå÷íûé âûõîä 0, êîòîðûé ñîîò-âåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà � ñòðîèò âñþäó îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë ��,è êîíå÷íûé âûõîä 1, îí ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïðîèñõîäèò äèàãî-íàëèçàöèÿ òðåáîâàíèÿ.Åäèíñòâåííûé òðóäíûé ñëó÷àé ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ òðåáîâàíèé, ýòîêîãäà íåêîòîðàÿ Q-ñòðàòåãèÿ � ðàñïîëîæåíà ïîä 0-âûõîäîì ñòðàòåãèè� íåêîòîðîãî N-òðåáîâàíèÿ: ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãås �We� (x)[s] #, � ïåðå÷èñëÿåò íåêîòîðîå ÷èñëî n < '(2x)[s] â A. Äàëåå,ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìåæäó øàãàìè s è ñëåäóþùèì �-ðàñøèðÿþùèìñÿøàãîì s0 ÷èñëî x ïåðå÷èñëèòñÿ â K, à We â èíòåðâàëå äî �(x)[s] íåèçìåíèòñÿ. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïîñëå øàãà s0 ìû áóäåì èìåòü�We� (x)[s0] #= 0 6= 1 = R(x)[s0] è �We� (x)[s0] ñòàíîâèòñÿ íå êîððåêòíûì.Äëÿ èçáåæàíèÿ ýòîé òðóäíîñòè íàì íåîáõîäèìî ïðè ïåðå÷èñëåíèè÷èñëà n < '(2x)[s] â A äîáèòüñÿ, ÷òîáû �We� (x)[s0] ñòàëà íåîïðåäåëåííîé.Ñ ýòîé öåëüþ â ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ � âíîñèì ñëåäóþ-ùåå èçìåíåíèå. Êàê òîëüêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðå÷èñëåíèÿ íåêî-òîðîãî ÷èñëà n < '(2x)[s] â A, ìû ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿåì â D íåêîòîðîå÷èñëî < x ñ òåì, ÷òîáû âûíóäèòü èçìåíèòüñÿ We â èíòåðâàëå äî �(x)[s](â ïðîòèâíîì ñëó÷àå K �D 6= �A;Wee è òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî).Òàêèì îáðàçîì, ñ òàêîé çàäåðæêîé îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ �We� âû-ãëÿäèò òàê: ïðè âûáîðå ÷èñëà n êàê íîâîãî ñâèäåòåëÿ äëÿ íåêîòîðîé

Q-ñòðàòåãèè �, ìû îäíîâðåìåííî âûáèðàåì íåêîòîðîå áîëüøåå âñåõ ñó-ùåñòâóþùèõ çàïðåòîâ ÷èñëî �)� è íà øàãå �We� îïðåäåëÿåì òîëüêî åñëèl(�; s) ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì 2�� + 1 (òî åñòü �A;Wee (2�� + 1)[s] #).Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî � íà íåêîòîðîì øàãå s0 > s õî÷åò ïîëîæèòü÷èñëî n â A. Òîãäà � ñíà÷àëà êëàäåò �)� â D (äëÿ òîãî, ÷òîáû âûíóäèòüWtd�(x) èçìåíèòüñÿ è ñäåëàòü �We� (x) " äëÿ âñåõ x � �)�), è æäåò íîâîãî�-ðàñøèðÿþùåãîñÿ øàãà s00 > s0. Åñëè òàêîé øàã ñóùåñòâóåò, òî ìåæäóøàãàìè s0 è s00 ïðîèçîøëî èçìåíåíèå We, êîòîðîå ñäåëàëî �We� (x) íåîïðå-äåëåííîé. Òåïåðü íà øàãå s00 � êëàäåò n â A è â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè (âñëåäóþùåì �-ðàñøèðÿþùåìñÿ øàãå) ïîïðàâëÿåò çíà÷åíèÿ �We� .�



103
Òåîðåìà 71 Äëÿ ëþáîãî â. ï. ìíîæåñòâà A >T ; ñóùåñòâóåò òàêîåd-â. ï. ìíîæåñòâî D <T ;0, ÷òî A�D �T ;0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â. ï. ìíîæåñòâî A >T ; äàíî. Èñêîìîå d-â. ï.ìíîæåñòâî D ñòðîèì, óäîâëåòâîðÿÿ òðåáîâàíèÿì:
S: D 6�T ;0, è
R: Êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî K �T A�D.
Êàê îáû÷íî, äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ S ñòðîèì âñïîìîãàòåëü-íîå íå Ò-ñâîäÿùååñÿ ê D â. ï. ìíîæåñòâî B, ò. å. òðåáîâàíèå R ïåðåïè-ñûâàåòñÿ òàê:
S: B 6�T D:
Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ êàæäîãî e óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì:
Se : B 6= �De

ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ñòðàòåãèè Ôðèäáåðãà-Ìó÷íèêà: áåðåì íåêîòîðîå åùåíå èñïîëüçîâàííîå ÷èñëî xe è1) æäåì, ïîêà íà íåêîòîðîì øàãå s íå ïîëó÷èì �De (xt)[s] #= 0.
2) Ïåðå÷èñëÿåì xe â B è çàïðåùàåì Ad'e(xe) äëÿ ñòðàòåãèé ñ ìåíü-øèìè ïðèîðèòåòàìè.
Îïèøåì ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ ãëîáàëüíîãî òðåáîâàíèÿ R ñ ó÷å-òîì S-òðåáîâàíèé. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òðåáîâàíèÿ

R âçàèìîäåéñòâóåò ñ îäíèì S òðåáîâàíèåì B 6= �D. Ñëó÷àé, êîãäà ïîäíèì ðàñïîëîæåíû íåñêîëüêî S-òðåáîâàíèé, ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñíåîáõîäèìûìè è ïîíÿòíûìè èçìåíåíèÿìè â ñòðàòåãèè.Íàì íóæíî ïîñòðîèòü Ò-ñâîäÿùèé ìíîæåñòâî K ê ìíîæåñòâó A�Dôóíêöèîíàë � (K = �A�D). Ñ ýòîé öåëüþ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãîn íà íåêîòîðîì øàãå sn ñîçäàåì àêñèîìó K(n) = �A�D(n) ñ äîñòàòî÷-íî áîëüøèì (áîëüøèì âñåõ ðàíåå óïîìÿíóòûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè÷èñåë) çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè (n), è æäåì n & K íà íåêîòîðîì øà-ãå v. Òîãäà, ÷òîáû ïîïðàâèòü àêñèîìó K(n) = �A�D(n), ïåðå÷èñëÿåì
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(n) â D. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå S-òðåáîâàíèÿ íàðó-øåíî, ò. å. îêàçàëîñü, ÷òî (n) < '(x), òî èíèöèàëèçèðóåì âûïîëíåíèåS-òðåáîâàíèÿ, âûáèðàÿ äëÿ åãî âûïîëíåíèå íîâîå ÷èñëî x1 > x è íà÷àââûïîëíåíèå S-òðåáîâàíèÿ ñíà÷àëà. Êðîìå òîãî, âñå (m) < '(x);m > n,êîòîðûå ê ýòîìó øàãó îïðåäåëåíû, ïåðåîïðåäåëÿåì ñ ñîõðàíåíèåì ïî-ðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ áîëüøèìè, ÷åì '(x) (ò. å. âûâîäèì èõ èç çîíû,ìîãóùåé èçìåíèòü çíà÷åíèå �D(x)[v]). Åñëè ïîçäíåå îáíàðóæèòñÿ, ÷òîäëÿ íåêîòîðîãî n ïðîèçîøëî Ad(n)-èçìåíåíèå, òîãäà âñå ïåðå÷èñëåí-íûå â D ÷èñëà (m);m � n; óäàëÿåì èç D, à òå (m);m � n; êîòîðûåîïðåäåëåíû, íî åùå â D íå ïîëîæåíû, ïåðåîïðåäåëÿåì áîëüøèìè, ÷åì'(x).Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ ðàíî èëè ïîçäíî ïîçâîëèò óäîâëåòâî-ðèòü S-òðåáîâàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ �D âñþäó îïðåäåëåíà(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî). Ñîãëàñíî ñòðàòåãèè,äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ S-òðåáîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþòñÿ ÷èñëàx < x1 < x2 < : : :. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì î÷åðåäíîìâûáîðå ÷èñëà xi ïîñëå òîãî, êàê íà íåêîòîðîì øàãå si çíà÷åíèå �D(xi)îïðåäåëèòñÿ ðàâíûì 0 (åñëè òàêîãî øàãà íå ñóùåñòâóåò, òî òðåáîâàíèåS óäîâëåòâîðåíî), ìû ïîëó÷èì �D(xi)[si] = �D(si). Äåéñòâèòåëüíî, åñëèíè äëÿ êàêîãî xi ýòî ðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî1) â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè âûáèðàþòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ÷èñåë x < x1 < x2 < : : :,2) äëÿ êàæäîãî èç íèõ íà øàãå si èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî �De (xi) =B(xi) = 0, è3) íà íåêîòîðîì øàãå ti > si íåêîòîðîå ÷èñëî (y) < '(xi) ïåðå÷èñëÿ-åòñÿ â D è èç íåãî ïîçäíåå íå âûáðàñûâàåòñÿ.Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ad(y) ïîñëå øàãà si íåìåíÿåòñÿ, à ýòî, ó÷èòûâàÿ 1), îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A âû÷èñëèìî, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. �
Ñëåäñòâèå 72 Ïóñòü a > 0 ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ñòåïåíüþ äëÿ íåêîòîðîãîn � 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d < 00, ÷òî a [ d = 00.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 58 ñóùåñòâóåò â. ï. ñòåïåíü b < a.Òåïåðü óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 71 ïðè A 2 deg(b). �
Ñëåäñòâèå 73 Äëÿ êàæäîãî n � 2, Dn è R íå ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-ëåíòíû íà �3-óðîâíå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ' ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

9x(x > 0&8y(y < 00 ! x [ y < 00)):Èç òåîðåì 70 è 71 ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî R j= ' è Dn j= :'.Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Òàðñêîãî-Êóðàòîâñêîãî,
' � 9x8y9z(x > 0 & [:(y < 00) _ (z < 00&x < z&y < z)]):

Òàê êàê è â R, è â Dn ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ x = 0$ 8y(x � y) è
x = 00 $ 8y(y � x), òî ' çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 989-ôîðìóëû â ñèãíàòóðåf�g. �

Óïðàæíåíèÿ
3.1. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 71: Äëÿ âñåõ n;m � 1è íåâû÷èñëèìûõ n - â. ï. ñòåïåíåé a1; : : : ; am ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï.ñòåïåíü d < 00, ÷òî ai [d = 00; 1 � i � m. Óêàçàíèå. Â ñëó÷àå n = 2 (äëÿn > 2 äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå) èñïîëüçóéòå ñòðàòåãèþ äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 71: ïî äàííûì â. ï. ìíîæåñòâàì A1 >T ;; A2 >T ; ïîñòðîéòå d-â.ï. ìíîæåñòâî D, óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
1) ;0 6�T D,2) K �T A1 �D,
3) K �T A2 �D,

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ 1) ïîñòðîéòå âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî B 6�T Dñ ïîìîùüþ ñòðàòåãèè Ôðèááåðãà-Ìó÷íèêà. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ 2) è 3)ïîñòðîéòå ôóíêöèîíàëû � è � òàêèìè, ÷òîáû K = �A1�D è K = �A2�D,êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1. Òåïåðü òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî íàì íóæíî, ÷òîáû A1- è A2-èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäèëè îäíîâðåìåííî,÷òîáû ìû ìîãëè óäàëèòü (x) èç D (÷òîáû ïîïðàâèòü îáå àêñèîìû K =�A1�D è K = �A2�D ) äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Se : B 6= �De . Íî,î÷åâèäíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A1 6�T A2 è A2 6�T A1 (èíà÷åýòî òåîðåìà 71). Òåïåðü, åñëè êàæäûé ðàç A2-èçìåíåíèå íà øàãå s âëå÷åòA1d(x) = A1;sd(x), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî A1 �T A2.



106 Ãëàâà 2. Òüþðèíãîâûå ñòåïåíè N-â. ï. ñòåïåíåé
3.2. Ñî÷åòàÿ ñòðàòåãèþ âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé èç ïðåäûäóùåãî óïð-àæíåíèÿ ñ ìåòîäîì high permitting äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:ïóñòü h � âûñîêàÿ â. ï. ñòåïåíü, a < h è b < h - ïðîèçâîëüíûå íåâû÷èñ-ëèìûå â. ï. ñòåïåíè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d < h, ÷òî

h = a[d = b[d. Óêàçàíèå. Îïèñàíèå ìåòîäà high permitting ñì. â êíèãåÑîàðà [1987, ãëàâà XI, �2].
3.3. Âûâåäèòå èç òåîðåìû 71, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1 è ëþáîé n-â. ï.ñòåïåíè a; 0 < a < 00, ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d, ÷òî ajd.
3.4. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè Dn è Dm ïðè n 6= m;n; m � !, ñîâïàäàþò íà �1 óðîâíå. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîåêîíå÷íîå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âëîæèìî â Dn; n � 1; c ñî-õðàíåíèåì îòíîøåíèÿ �T .
3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè Dn; n � 1, è D! îòëè÷àþòñÿíà x2 óðîâíå. Óêàçàíèå. Ñì. óïð. 2:5.
Êîììåíòàðèè. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 70 èñïîëüçîâàíî ïðåäëî-æåííîå Ã.Âó óïðîùåíèå. Êóïåð, Ëåìïï è Âàòñîí [1989] ñëåäóþùèì îá-ðàçîì óñèëèëè òåîðåìó 71: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ â. ï. ñòåïåíè a > 0 è âû-ñîêîé â. ï. ñòåïåíè h > a ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü b < h, ÷òî

a [ b = h (ñì. òàêæå óïð. 3:2). Õàððèíãòîí (ñì. Ìèëëåð [1981]), â ñâîþî÷åðåäü, îáîáùèë òåîðåìó Êóïåðà è Åéòñà, çàìåíèâ â íåé 00 ïðîèçâîëü-íîé âûñîêîé â. ï. ñòåïåíüþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n � 2 è äëÿïðîèçâîëüíîé âûñîêîé â. ï. ñòåïåíè h, Dn(� h) è R(� h) òàêæå íå ýëå-ìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû íà �3-óðîâíå.

x4: Òåîðåìà î âëîæåíèè ðîìáà
Êàê èçâåñòíî, ðîìá íåëüçÿ âëîæèòü â R ñ ñîõðàíåíèåì íàèáîëüøåãî èíàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ (Ëàõëàí [1966]). Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëèçàìåíèòü â. ï. ñòåïåíè �02-ñòåïåíÿìè (ñì. Êóïåð [1972] è Ïîçíåð è Ðî-áèíñîí [1981]). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ïðè êàêèõ íàèìåíüøèõ
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jaj0; a 2 O , ýòî ìîæíî ñäåëàòü â Da? Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Äîóíåÿ [1989]óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü óæå ïðè a = 2. Îòñþäà òàêæå ñëå-äóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè ïîëóðåøåòîê R è Dn; n > 1; ðàçëè÷àþòñÿóæå íà �02-óðîâíå.
Òåîðåìà 74 Ñóùåñòâóþò òàêèå d-â. ï. ìíîæåñòâà A è B, ÷òî AjTB,;0 �T A�B è äëÿ ëþáîãî d-â. ï. ìíîæåñòâàW , åñëèW �T A èW �T B,òî W âû÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûå d-â.ï. ìíîæåñòâà A è B, K �T A � B,ãäå K êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî, ñòðîèì ïîøàãîâîé êîíñòðóêöèåé, óäîâëå-òâîðÿÿ äëÿ âñåõ 2 ! òðåáîâàíèÿì:
P2e : �A 6= We; P2e+1 : �B 6= We.
Ne: �Ae = �Be =(âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f)! f âû÷èñëèìà.
Ñòðàòåãèè âûïîëíåíèÿ P -òðåáîâàíèé ñòàíäàðòíûå: íàïðèìåð. äëÿòðåáîâàíèÿ P2e âûáèðàåì íåêîòîðîå ÷èñëî x 62 A â êà÷åñòâå ñâèäåòå-ëÿ, æäåì, ïîêà x íå ïåðå÷èñëèòñÿ â We, è òîãäà ïåðå÷èñëÿåì x â A. Äëÿóäîâëåòâîðåíèÿ N -òðåáîâàíèé ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, êîòîðûé èñïîëüçó-åòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîé ïàðû â. ï. ñòåïåíåé: äëÿ ñîõðàíåíèÿäîñòèãíóòîãî ê øàãó s ðàâåíñòâà �Ae = �Be ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîëîæèòüíåêîòîðîå ÷èñëî â, íàïðèìåð, A, ïåðå÷èñëÿåì x â A, è óäåðæèâàåì çàïðåòíà ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë ìíîæåñòâà B, ïîêà äîñòèãíóòîå ê øàãó sðàâåíñòâî �Ae = �Be íå âîññòàíîâèòñÿ.Êîíôëèêò ìåæäó ýòîé ñòðàòåãèåé è ñòðàòåãèè �02-ðàçðåøåíèÿ, èñ-ïîëüçóåìîé äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ K �T A � B, ðàçðåøàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:Ñ êàæäûì ÷èñëîì x íà øàãå s ñâÿçûâàåì ïîäâèæíîé ìàðêåð (s; x)òàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (x) = lims (s; x) è ñîáëþäàëîñü óñëî-âèå x 2 K , (x) 2 A � B. Äëÿ ýòîãî, êàê îáû÷íî, ïðè ïåðå÷èñëåíèèíåêîòîðîãî ÷èñëà y � x â A èëè â B, (s + 1; x) ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ òàê,÷òîáû (s+ 1; x) > (s; x) è (s+ 1; x) 62 A�B. (Êðîìå òîãî, ïðè x < y,(s; x) < (s; y).)Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå s íåêîòîðîå ÷èñëî x ïåðå÷èñëèòñÿ â K, òîïåðå÷èñëÿåì (s; x) â îáà ìíîæåñòâà A è B è æäåì, ïîêà íå íåêîòîðîìøàãå s0 > s íå ïðîèçîéäåò îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
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Ñëó÷àé 1) Íåêîòîðîå ÷èñëî y < (s; x) ïåðå÷èñëèòñÿ â A [B.Ñëó÷àé 2) Íà øàãå s0 âîññòàíîâèòñÿ äîñòèãíóòîå ê øàãó s ðàâåíñòâî�Ae = �Be .
Â ïåðâîì ñëó÷àå èçûìàåì (s; x) èç îáîèõ ìíîæåñòâ A è B.Âî âòîðîì ñëó÷àå èçûìàåì (s; x) èç îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Ýòîïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçèðîâàòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà �Ae = �Be ïðîòèâåãî ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî æå ïðîèñõîäèò, åñëè íè îäèí èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâíå èìååò ìåñòà).Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ïî êîòî-ðîé ñòðîÿòñÿ â.ï. ìíîæåñòâà, îáðàçóþùèå ìèíèìàëüíóþ ïàðó ñòåïåíåé.

�

Ñëåäñòâèå 75 Äëÿ êàæäîãî n � 2, Dn è R íå ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-ëåíòíû íà �2-óðîâíå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 9x9y(x\y = 0 & x[y = 00), êîòîðîåëåãêî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 98-ôîðìóëû â ñèãíàòóðå f�g, èñòèííî â Dnäëÿ êàæäîãî n > 1 è ëîæíî â R. �
Òåîðåìó 74 ìîæíî ïîïðîáîâàòü óñèëèòü â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ.Ïðåæäå âñåãî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âîçìîæíîñòè â ýòîé òåî-ðåìå ñòåïåíè 0 è 00 çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûìè â. ï. ñòåïåíÿìè a è b, a < b,ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàõëàíà î íåâëîæèìîñòèðîìáà â â. ï. ñòåïåíè, â òåîðåìå 74 ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ñòåïåíåéd-â. ï. ìíîæåñòâ A è B îáÿçàíà áûòü ñîáñòâåííîé d-â. â. ñòåïåíüþ. Íîíåëüçÿ ëè îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñäåëàòü âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì? Íà-êîíåö, òåîðåìà 74 òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíàíåòðèâèàëüíàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d, îáëàäàþùàÿ äîïîëíåíèåì â ïîëóðåøåò-êå D2. (Äîïîëíåíèåì ñòåïåíè d íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñòåïåíü c, ÷òî d[c = 00è d \ c = 0.) Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàêèå ñòåïåíè èç D2îáëàäàþò äîïîëíåíèÿìè?Ñ ïåðâûì èç ýòèõ âîïðîñîâ ñâÿçàí áîëåå îáùèé âîïðîñ î ðàçëîæè-ìîñòè â. ï. ñòåïåíè a íàä äàííîé â. ï. ñòåïåíüþ b íà äâå íåñðàâíèìûåd-â. ï. ñòåïåíè, ò. å. î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ d-â. ï. ñòåïåíåé c0 è c1, ÷òî
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c0 > b; c1 > b è a = ñ	0[c1. (Êàê âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëàõëàíà î íåðàç-ëîæåíèè, â R òàêîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà ïðè a = 00 è íåêîòîðîéâ. ï. ñòåïåíè b > 0.)Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëó÷èëà Ä. Êàääàõ [1993],ïîñòðîèâ â D2 ïîä êàæäîé â. ï. ñòåïåíüþ a > 0 íåâåòâÿùóþñÿ1) â d-â. ï.ñòåïåíÿõ â. ï. ñòåïåíü b � a. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, íèç-êàÿ â. ï. ñòåïåíü l > 0 òàêàÿ, ÷òî ìåæäó ñòåïåíÿìè 00 è l ðîìá íåëüçÿâëîæèòü, ñîõðàíèâ l êàê åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ñâîéñòâà ðàçëîæè-ìîñòè d-â. ï. ñòåïåíåé ìû áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èì â øåñòîì ïàðàãðàôå.Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ýòî âûòåêàåò èç ñëå-äóþùåé òåîðåìû, ïðèíàäëåæàùåé Ëè è Èé [1999].
Òåîðåìà 76 Ñóùåñòâóþò íåïîëíûå d-â. ï. ñòåïåíè a0 è a1 òàêèå, ÷òîäëÿ êàæäîé n-â. ï. ñòåïåíè x > 0, ëèáî a0 [ x = 00, ëèáî a1 [ x = 00.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èì îáîáùàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 74. Ìûïîñòðîèì d-â. ï. ìíîæåñòâî A è âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî B,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïî-ñòðîèòü ìíîæåñòâà A è B, óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.
Ñëåäñòâèå 77 Ñóùåñòâóþò â. ï. ñòåïåíü a > 0 è d-â. ï. ñòåïåíü
b > 0 òàêèå, ÷òî a [ b = 00 è a \ b = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a0 è a1 óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 76. ßñíî, ÷òî
a0 \ a1 = 0. Ïóñòü d > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ d- â. ï. ñòåïåíü. Ïðåäïîëîæèìäëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî d [ a0 = 00. Åñëè d \ a0 6= 0, òî ñóùåñòâóåòòàêàÿ â. ï. ñòåïåíü b > 0, ÷òî b � d è b � a0. Òàê êàê a0 \ a1 = 0, òîè b \ a1 = 0. Òàê êàê b [ a0 = a0, òî ïî òåîðåìå ?? èìååì b [ a1 = 00.Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñòåïåíè d è a0, ëèáî ñòåïåíè
b è a1. �

Îáñóæäåíèå ñòàòóñà îñòàëüíûõ âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ ïåðåä ôîð-ìóëèðîâêîé òåîðåìû 76 ìû îòëîæèì äî ãëàâû 4.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 76. Ìû ïîñòðîèì d-â. ï. ìíîæåñòâî A è âû÷èñ-ëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî B, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû

1)Ñòåïåíü a íàçûâàåòñÿ âåòâÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñòåïåíè b > a è c > a,

÷òî b \ c = a.
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74. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà A è B, óäîâëåòâî-ðÿÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

G: K = �A�B;(Ýòî - ãëîáàëüíîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå íå ó÷àñòâóåò â ïðèîðèòåòíîì ðàñ-ïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé. Ïî íåìó ìû ñòðîèì âû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë�, êîòîðûé Ò-ñâîäèò êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî K ê A�B.)
N�;	 : �A = 	B âñþäó îïðåäåëåíû ! �A = �;
P0� : A 6= �;
P1� : B 6= �;
Ïîñëåäíèå òðè òðåáîâàíèÿ (áåç ó÷åòà ãëîáàëüíîãî òðåáîâàíèÿ G) óäî-âëåòâîðÿþòñÿ ñòðàòåãèåé ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïàðû â. ï. ñòåïåíåé,çíàêîìñòâî ñ êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ (ñì., íàïð., Ñîàð [1987, òåîðåìàIX.1.2], ñì. òàêæå ï. 3.1 ãëàâû XIV êíèãè Ñîàðà).
Íà øàãå s ñòðàòåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ ýòèõ òðåõ òðåáîâàíèé âîçìîæ-íûìè âûõîäàìè ÿâëÿþòñÿ:
A. Øàã s ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðÿþùèìñÿ;B. Çàïðåùåíî ìíîæåñòâî B (â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå);C. Çàïðåùåíî ìíîæåñòâî A.
Îïèøåì ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ G ñ ó÷åòîì ñòðàòåãèéóäîâëåòâîðåíèÿ îñòàëüíûõ òðåõ òðåáîâàíèé:
Äëÿ êàæäîãî k 2 !, ïîêà k 62 K, îïðåäåëÿåì àêñèîìó �A�B = 0 ñäîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè (k), è æäåì ïåðå÷èñëåíèÿk â K. Êàê òîëüêî íà íåêîòîðîì øàãå s ÷èñëî k ïåðå÷èñëèòñÿ â K, ïåðå-÷èñëÿåì (k) â As+1. Êàê ìû óæå âèäåëè, âîçìîæíî îäíî èç ñëåäóþùèõòðåõ ñëó÷àåâ:
A. Øàã s ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðÿþùèìñÿ øàãîì.B. Íà øàãå s çàïðåùåíî ìíîæåñòâî B.C. Íà øàãå s çàïðåùåíî ìíîæåñòâî A.
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ßñíî, ÷òî òîëüêî ñëó÷àé C òðåáóåò âíåñåíèÿ èçìåíåíèé â ñòðàòåãèþïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïàðû ñòåïåíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòóïàåì ñëå-äóþùèì îáðàçîì.
1. Æäåì î÷åðåäíîãî ðàñøèðÿþùåãî øàãà s0 > s, â ÷àñòíîñòè âîññòà-íîâëåíèÿ ðàâåíñòâ íà àðãóìåíòàõ, íà êîòîðûõ áûëè îïðåäåëåíû�-àêñèîìû.
2. Òàêîé øàã s0 íàñòóïèë. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé a) Íà òåõ àðãóìåíòàõ, íà êîòîðûõ �-àêñèîìû áûëè îïðåäå-ëåíû ïðè A((x)) = 0, çíà÷åíèÿ �A íå èçìåíèëèñü.Ýòîò ñëó÷àé áëàãîïðèÿòíûé è ìû íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ äåéñòâèéíå ñîâåðøàåì.
Ñëó÷àé b) Ñóùåñòâóåò y òàêîé, ÷òî �(y) # [s0] è �A(y)[s0] 6= �(y). Ýòîçíà÷èò, ÷òî �A(y) 6= �A�U(y)[s0], ãäå U = f(k0)j (k0) 2 As0 � Ss}.Â ýòîì ñëó÷àå,
3. Îæèäàåì î÷åðåäíîãî ðàñøèðÿþùåãî øàãà s00.
4. Ïåðå÷èñëÿåì â B âñå ÷èñëà èç U è
4. æäåì íîâîãî ðàñøèðÿþùåãî øàãà.
5. Âûáðàñûâàåì èç A âñå ÷èñëà èç U è äèàãîíàëèçèðóåì �A ïðîòèâ	B.
Óïðàæíåíèÿ
4.1. (Äîóíè) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1, (1 � n � 1)- ðåøåòêàâëîæèìà â D2 ñ ñîõðàíåíèåì íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ.
4.2. Òåîðåìà 74 î âëîæåíèè ðîìáà îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè

R è Dn; n > 1; íà ÿçûêå L= f[;\; 0; 1g ðàçëè÷àþòñÿ íà x1-óðîâíå. Äîêà-æèòå, ÷òî x1-òåîðèè R è Dn; n > 1; ñîâïàäàþò íà ÿçûêàõ L1 = f[; 0; 1g è
L2 = f�;\; 0; 1g.
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4.3. Äîêàæèòå, ÷òî â D2 óòâåðæäåíèå, äóàëüíîå ê òåîðåìå ??, íå èìååòìåñòà, ò. å. òàêèõ íå âû÷èñëèìûõ d-â. ï. ñòåïåíåé a0 è a1, ÷òî äëÿ êàæäîéd-â. ï. ñòåïåíè x < 00, ëèáî a0 \ x = 0, ëèáî a1 \ x = 0, íå ñóùåñòâóåò.
4.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ âûñîêàÿ â. ï. ñòåïåíü a > 0 ÿâëÿ-åòñÿ âåðøèíîé ðîìáà, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ 0. Óêàçàíèå. Èñ-ïîëüçóéòå êîíñòðóêöèþ Êóïåðà [] ïîñòðîåíèÿ ïîä êàæäîé âûñîêîé â. ï.ñòåïåíè h ìèíèìàëüíîé ïàðû â. ï. ñòåïåíåé.
Êîììåíòàðèè. Â ðàáîòå Äæèÿíãà [1993] ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå,÷òî â òåîðåìå 74 ìíîæåñòâî ;0 ìîæíî çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûì â. ï. ìíî-æåñòâîì âûñîêîé ñòåïåíè. Êàê ïîêàçàíî â óïð. 4:4, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåòáûòü òàêæå ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé Êóïåðîì []äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîä êàæäîé âûñîêîé â. ï. ñòåïåíè ìèíèìàëüíîé ïàðûâ. ï. ñòåïåíåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 60 ñëåäóåò, ÷òî íå êàæäàÿâ. ï. ñòåïåíü a > 0 ÿâëÿåòñÿ â D2 âåðøèíîé ðîìáà.
x5: Íåïëîòíîñòü óïîðÿäî÷åíèÿ n-â. ï. ñòåïåíåé
Âîïðîñ î ïëîòíîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1, â ÷àñò-íîñòè, d-â. ï. ñòåïåíåé, äîëãî îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, ïîêà Êóïåð, Õàððèíã-òîí, Ëàõëàí, Ëåìïï è Ñîàð [1991] íå óñòàíîâèëè ñóùåñòâîâàíèå d-â. ï.ñòåïåíè d < 00, ìàêñèìàëüíîé íå òîëüêî ñðåäè âñåõ d-â. ï. ñòåïåíåé, íîè äëÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ !-â. ï. ñòåïåíåé. Òàêèì îáðàçîì óïîðÿäî÷åíèÿâñåõ n-â. ï. ñòåïåíåé äëÿ êàæäîãî n > 1, à òàêæå âñåõ !-â. ï. ñòåïåíåé,íåïëîòíû.

Òåîðåìà 78 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d < 00, ÷òî íè äëÿ êà-êîé !-â. ï. ñòåïåíè b íå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå d < b < 00.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû Êóïåðà [1991] âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå 2-íèçêèõn-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1 ìû èìååì äðóãóþ êàðòèíó.
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Òåîðåìà 79 Äëÿ ëþáîãî n > 1 eïîðÿäî÷åíèå 2-íèçêèõ n-â. ï. ñòåïåíåéïëîòíî. Áîëåå òîãî, åñëè b < a � 2-íèçêèå n-â. ï. ñòåïåíè, òî ñóùå-ñòâóþò òàêèå n-â. ï. ñòåïåíè a0 è a1, ÷òî a = a0 [ a1 è b < a0; a1.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê âèäíî èç òåîðåìû 78, ñóùåñòâóåò d-â. â. ñòåïåíü < 00, ìàêñèìàëü-íàÿ ñðåäè âñåõ !-â. ï. ñòåïåíåé. Äæèÿíã [1993] óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò,óñòàíîâèâ ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîé d-â. ï. ñòåïåíè íàä êàæäîé íèç-êîé n-â. ï. ñòåïåíè, äëÿ ëþáîãî n � 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåòòàêàÿ âûñîêàÿ â. ï. ñòåïåíü h < 00, ïîä êîòîðîé íåò ìàêñèìàëüíîé d-â.ï. ñòåïåíè (Èé [ta]). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëóðåøåòêè D2 è D2(� h) íåýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû.
Óïðàæíåíèÿ
5.1. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî M ïëîòíî, åñëè äëÿ ëþáûõåãî ýëåìåíòîâ a < b íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò c, ÷òî a < c è c < b. Çàìåíèìýòî îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñëåäóþùåé å¼ ñëàáîé âåðñèåé: åñëè a < b è a íåÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, b � íàèáîëüøèì ýëåìåíòàìè M , òîãäà íàéäóòñÿòàêèå äâà ýëåìåíòà c0 è c1, ÷òî a < c0, íî b 6� c0, è c1 < b, íî c1 6� a.Äîêàæèòå, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå d-â. ï. ñòåïåíåé ïëîòíî îòíîñèòåëüíî ýòîéñëàáîé âåðñèè ïëîòíîñòè.
5.2. Ïóñòü d < 00 � d-â. ï. ñòåïåíü, ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 78, D 2 d� d-â. ï. ìíîæåñòâî, à A(D) � àññîöèèðîâàííîå ñ D â. ï. ìíîæåñòâî.Ìû âèäåëè, ÷òî A(D) <T D è D â. ï. îòíîñèòåëüíî A(D). Îòñþäà ïîòåîðåìå Ñàêñà î ïëîòíîñòè â. ï. ñòåïåíåé, ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëü-íî ìíîæåñòâà D, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî â. ï. îòíîñèòåëüíî A(D)ìíîæåñòâà B, ÷òî D <T B <T ;0. Îïðåäåëèòå (ïî âîçìîæíîñòè íàèìåíü-øèé) óðîâåíü ìíîæåñòâà B â èåðàðõèè Åðøîâà. Èç òåîðåìû 78 ñëåäóåò,÷òî îí äîëæåí áûòü âûøå !.
5.3. Èç òåîðåìû 79 Êóïåðà ñëåäóåò, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå íèçêèõ d-â. ï.ñòåïåíåé òàêæå ïëîòíî. Ïðèâåäèòå íå çàâèñÿùåå îò òåîðåìû 79 äîêàçà-òåëüñòâî ïëîòíîñòè íèçêèõ d-â. ï. ñòåïåíåé.
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5.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè d-â. ï. ñòåïåíè a;b òàêîâû, ÷òî a < b è

a0 = 00, b0 = 000, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü c, ÷òî a < c < b.
Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà 79 îñòàâëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ îá ýëåìåíòàð-íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëóðåøåòîê 2-íèçêèõ â. ï. ñòåïåíåé è 2-íèçêèõ d-â.ï. ñòåïåíåé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðèìåðîâ, êîòîðûå áû îòëè÷àëè ýòèäâå ïîëóðåøåòêè, íå èçâåñòíî.

x6: Ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè n-â. ï. ñòåïåíåé
Ïàðà ñòåïåíåé b è c íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ñòåïåíè a, åñëè b j c è

b[ c = a. Åñëè ïðè ýòîì b è c ïðèíàäëåæàò Dn äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, òîïàðà b è c íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì c â n-â. ï. ñòåïåíÿõ. Åñëè îáå ñòåïåíè
b è c ðàñïîëîæåíû íàä íåêîòîðîé ñòåïåíüþ d, òî ýòî - ðàçëîæåíèå cíàä d. Íàêîíåö, ðàçëîæåíèå a íà b è c ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì, êîòîðîåìèíóåò âåðõíèé êîíóñ ñòåïåíåé d, åñëè d 6� b;d 6� c.

Êàê èçâåñòíî (Ëàõëàí [1975]), ñóùåñòâóþò òàêèå â. ï. ñòåïåíè a < b,÷òî b íåðàçëîæèìà â â. ï. ñòåïåíÿõ íàä a, áîëåå òîãî, çäåñü çà ñòåïåíü bìîæíî ïðèíÿòü ñòåïåíü 00 (Õàððèíãòîí []). Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òàêîåðàçëîæåíèå â. ï. ñòåïåíè b â n-â.ï. ñòåïåíÿõ âîçìîæíî ïðè ëþáîì n > 1íàä ïðîèçâîëüíîé â. ï. ñòåïåíè a < b.
Òåîðåìà 80 Ïóñòü n > 1. Ïðîèçâîëüíàÿ â. ï. ñòåïåíü a > 0 ìîæåòáûòü ðàçëîæåíà â Dn íàä ëþáîé â. ï. ñòåïåíüþ b < a.

Òåïåðü ïóñòü a > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ n-â. ï. ñòåïåíü, äëÿíåêîòîðîãî n > 1, à b � òàêàÿ â. ï. ñòåïåíü, ÷òî b < a. Òàê êàê a â. ï. îòíî-ñèòåëüíî íåêîòîðîé (n�1)-â. ï. ñòåïåíè a0 < a (óïð. 1:1:11), òî, ñîãëàñíîòåîðåìå Ñàêñà î ðàçëîæåíèè, ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî a0[b < a,
a ðàçëîæèìà íà äâå �02-ñòåïåíè, ðàñïîëîæåííûå íàä b.Îêàçûâàåòñÿ, òà-êîå ðàçëîæåíèå âîçìîæíî è â d-â. ï. ñòåïåíÿõ.
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Òåîðåìà 81 Êóïåð è Ëè [2001]) Êàæäàÿ d-â. ï. ñòåïåíü a > 0 ìîæåòáûòü íåòðèâèàëüíî ðàçëîæåíà â D2 íàä ëþáîé â. ï. ñòåïåíüþ b < a.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê óïîðÿäî÷åíèå d-â. ï. ñòåïåíåé íåïëîòíî, òî â òåîðåìå 86 â.ï. ñòåïåíü b íåëüçÿ òàêæå çàìåíèòü íà d-â. ï. ñòåïåíü. Áîëåå òîãî, êàêñëåäóåò èç òåîðåìû 78, ýòîãî â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñäåëàòü äàæå åñëè aâû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà. Îäíàêî, ëþáàÿ â. ï. ñòåïåíü ðàçëîæèìà â d-â.ï. ñòåïåíÿõ íàä ëþáîé íèçêîé d-â. ï. ñòåïåíüþ:
Òåîðåìà 82 (Àðñëàíîâ, Êóïåð è Ëè [2000, 2004]) Ïóñòü a � ïðîèçâîëü-íàÿ â. ï. ñòåïåíü, l � íèçêàÿ d�â. ï. ñòåïåíü, è l < a. Ñóùåñòâóþòòàêèå d�â. ï. ñòåïåíè a0; a1, ÷òî l < a0; a1 < a è a0 [ a1 = a.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç òåîðåìû 79 ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà ïëîòíîñòè è ðàçëîæåíèÿ ìîãóòáûòü ñîåäèíåíû â ïîëóðåøåòêå 2-íèçêèõ n-â. ï. ñòåïåíåé. Èçâåñòíî (Øîðè Ñëàìàí [1990]), ÷òî 2-íèçêèå â. ï. ñòåïåíè òàêæå ðàçëîæèìû â R íàäëþáîé â. ï. ñòåïåíüþ, ðàñïîëîæåííîé íèæå çàäàííîé. Ýòà è íåêîòîðûåäðóãèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà, îáùèå äëÿ ïîëóðåøåòîê 2-íèçêèõ â. ï.è 2-íèçêèõ n-â. ï. ñòåïåíåé ïðè n > 1, ïîçâîëèëè Äîóíåþ è Ñòîáó []âûñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå:
Ãèïîòåçà 83 Óïîðÿäî÷åíèå 2-íèçêèõ d-â. ï. ñòåïåíåé äîëæíî áûòüýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíî óïîðÿäî÷åíèþ 2-íèçêèõ â. ï. ñòåïåíåé.

.......Äëÿ 3-íèçêèõ n-â. ï. ñòåïåíåé Êóïåð è Ëè [] óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå:
Òåîðåìà 84 Äëÿ ëþáîãî n > 1, ñóùåñòâóåò 3-íèçêàÿ n-â. ï. ñòåïåíü aè â. ï. ñòåïåíü b; 0 < b < a, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçëîæåíèè a íàn-â. ï. ñòåïåíè a0 è a1, õîòÿ áû îäíà èç ñòåïåíåé a0 èëè a1 áóäåò ðàñ-ïîëàãàòüñÿ íàä b. (Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî a íåëüçÿ ðàçëîæèòü,ìèíóÿ âåðõíèé êîíóñ ñòåïåíåé íàä b).

Òàê êàê â R òàêîå ðàçëîæåíèå 3-íèçêèõ â. ï. ñòåïåíåé âîçìîæíî(êòî?), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâå ïîëóðåøåòêè òàêæå íå ýëåìåí-òàðíî ýêâèâàëåíòíû.
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Òåîðåìà 85 (Ñàêñ [31]) Êàæäàÿ â. ï. ñòåïåíü a > 0 ðàçëîæèìà íà äâåâ. ï. ñòåïåíè, ìèíóÿ âåðõíèé êîíóñ ñòåïåíåé b, äëÿ ëþáîé �02-ñòåïåíè
b > 0.

Òåîðåìà (Ðîáèíñîí [33]). Êàæäàÿ â. ï. ñòåïåíü a > 0 ðàçëîæèìàíà äâå íèçêèå â. ï. ñòåïåíè íàä ëþáîé íèçêîé â. ï. ñòåïåíüþ.
Òåîðåìà (Êóïåð [34] äëÿ ñëó÷àÿ b = 0, Êóïåð è Ëè [35] äëÿ îáùåãîñëó÷àÿ). Êàæäàÿ d-â. ï. ñòåïåíü a > 0 ðàçëîæèìà â d-â. ï. ñòåïåíÿõíàä ïðîèçâîëüíîé â. ï. ñòåïåíüþ b < a.
Òåîðåìà (Êóïåð, Ëàõëàí, Ëåìïï, Ñîàð è Õàððèíãòîí [15]). Íå êàæ-äàÿ n-â. ï. ñòåïåíü (äàæå â. ï. ñòåïåíü) d ðàçëîæèìà (äàæå â !-â. ï.ñòåïåíÿõ) íàä ïðîèçâîëüíîé d-â. ï. ñòåïåíüþ a < d, äëÿ ëþáîãî n > 1.
Òåîðåìà (Àðñëàíîâ, Êóïåð è Ëè [35, 36]). Ëþáàÿ â. ï. ñòåïåíü a > 0ðàçëîæèìà â d-â. ï. ñòåïåíÿõ íàä ïðîèçâîëüíîé íèçêîé d-â. ï. ñòåïåíüþ

b < a.
Tåîðåìà (Ëè [37]). Êàæäàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d > 0 ðàçëîæèìà â d-â.ï. ñòåïåíÿõ íàä êàæäîé íèçêîé d-â. ï. ñòåïåíüþ x < d.
Òåîðåìà (Øîð è Ñëàìàí [38]). Ïóñòü ñòåïåíè d, a è b òàêîâû, ÷òîd ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, à a è b òàêèå �02-ñòåïåíè,÷òî a 6� b. Òîãäà d ìîæíî ðàçëîæèòü íàä a â �02-ñòåïåíÿõ, ìèíóÿâåðõíèé êîíóñ ñòåïåíåé b.
ßñíî, ÷òî ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íåëüçÿ óñèëèòü, ðàññìàòðèâàÿ ðàçëî-æåíèÿ íà d-â. ï. ñòåïåíè (â [15] äîêàçàíî, ÷òî ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü äàæåïðè a = 0). ßìàëååâ [20] äîêàçàë, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå âîçìîæíî ïðè

a = 0, åñëè d ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî d-â. ï. ñòåïåíüþ, à b òàêàÿ íåâû÷èñ-ëèìàÿ �02-ñòåïåíü, ÷òî ìåæäó d è b íåò â. ï. ñòåïåíåé.Ïóñòü a > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ n-â. ï. ñòåïåíü, äëÿ íåêîòî-ðîãî n > 1, à b � òàêàÿ â. ï. ñòåïåíü, ÷òî b < a. Òàê êàê a â. ï. îòíîñè-òåëüíî íåêîòîðîé (n � 1)-â. ï. ñòåïåíè a0 < a (óïð. 1:1:11), òî, ñîãëàñíîòåîðåìå Ñàêñà î ðàçëîæåíèè, ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî a0[b < a,
a ðàçëîæèìà íà äâå �02-ñòåïåíè, ðàñïîëîæåííûå íàä b, ò. å. ñóùåñòâóþò
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òàêèå �92-â. ï. ñòåïåíè c0 è c1, ÷òî c0 [ c1 = a, è b < c0 < a;b < c1 < a.Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå ðàçëîæåíèå âîçìîæíî è â d-â. ï. ñòåïåíÿõ.
Òåîðåìà 86 (Êóïåð è Ëè [2001]) Êàæäàÿ d-â. ï. ñòåïåíü a > 0 ìîæåòáûòü íåòðèâèàëüíî ðàçëîæåíà â D2 íàä ëþáîé â. ï. ñòåïåíüþ b < a.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ñëåäóåò èç "ìîíñòðà-òåîðåìû"Ëàõëàíà [1975], â â. ï. ñòåïåíÿõòàêîå ðàçëîæåíèå íåâîçìîæíî. Òàê êàê óïîðÿäî÷åíèå d-â. ï. ñòåïåíåéíåïëîòíî, òî â òåîðåìå 86 â. ï. ñòåïåíü b íåëüçÿ òàêæå çàìåíèòü íà d-â.ï. ñòåïåíü. Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 78, ýòîãî â îáùåì ñëó÷àåíåëüçÿ ñäåëàòü äàæå åñëè a âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà. Îäíàêî, ëþáàÿ â. ï.ñòåïåíü ðàçëîæèìà â d-â. ï. ñòåïåíÿõ íàä ëþáîé íèçêîé d-â. ï. ñòåïåíüþ(Àðñëàíîâ Êóïåð è Ëè [2000]).
Óïðàæíåíèÿ
6.1.
6.2.
6.3.
Êîììåíòàðèè.
x7: Èçîëèðîâàííûå d-â. ï. ñòåïåíè
Êóïåð è Èé [] îïðåäåëèëè èçîëèðîâàííûå d-â. ï. è èçîëèðóþùèå â. ï.ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî â. ï. ìíîæåñòâî A èçîëèðóåò d-â. ï. ìíîæåñòâîD, åñëè A <T D è äëÿ ëþáîãî â. ï. ìíîæåñòâà W ,

W �T D ! W �T A:
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî d-â. ï. ìíîæåñòâî D èçîëèðîâàíî â. ï.ìíîæåñòâîì A. Òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé d-â. ï.
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(èçîëèðóþùåé â. ï.) ñòåïåíüþ, åñëè îíà ñîäåðæèò èçîëèðîâàííîå d-â. ï.(ñîîòâåòñòâåííî, èçîëèðóþùåå â. ï.) ìíîæåñòâî.Ïîçäíåå âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà óäà÷íûìèíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ d-â. ï. ìíîæåñòâ ñðåäèâû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ. Â ÷àñòíîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî êàê èçîëèðî-âàííûå, òàê è íåèçîëèðîâàííûå d-â. ï. ñòåïåíè ðàñïîëîæåíû ïëîòíî âóïîðÿäî÷åíèè â. ï. ñòåïåíåé (ËàÔîðò [1995,1996] è Àðñëàíîâ, Ëåìïï èØîð [1996], ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëè-ìàÿ â. ï. ñòåïåíü a, êîòîðàÿ íå èçîëèðóåò íèêàêóþ ñòåïåíü b > a, âû-÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìóþ îòíîñèòåëüíî a (Àðñëàíîâ, Ëåìïï, Øîð [1996]).
Òåîðåìà 87 Ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâî A1; A2 �T U òàê, ÷òîáûìíîæåñòâî A = A1 � A2 áûëî èñêîìûì ìíîæåñòâîì. Äëÿ âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ "ñòåïåíü A íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé", ìû äëÿ êàæ-äîãî e óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì

Re : A 6= �Wee _ We 6= �Ae :Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ "ñòåïåíü A íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé"äëÿêàæäîãî e óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì
Se : We = 	Ae ) (9 â. ï. Ue �T A)(8 i)(Ue 6= 
Wei ):Çäåñü f(We;�e;�e;	e;
e)ge2! ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íóìåðàöèåé âñåõâîçìîæíûõ ïÿòåðîê, ñîñòîÿùèõ èç â. ï. ìíîæåñòâà W è ÷àñòè÷íî âû-÷èñëèìûõ ôóíêöèîíàëîâ �;�;	 è 
.Òðåáîâàíèÿ fRege2! óäîâëåòâîðÿþòñÿ òàêæå, êàê â òåîðåìå 68. Ïîýòî-ìó ðàññìîòðèì òîëüêî ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé fSege2!. Ñýòîé öåëüþ ìû ïîñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâî Ue òàê, ÷òî åñëè We = 	Ae , òîUe 6= 
Wei äëÿ âñåõ i è Ue �T A.Ñíà÷àëà ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàçîáüåì òðåáîâàíèå Se íà ïîäòðåáîâà-íèÿ Se;i:

Se;i : We = 	Ae ) Ue 6= 
Wei :
Îñíîâíîé ìîäóëü.
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(1) Âûáèðàåì äëÿ òðåáîâàíèÿ Se;i òàêîå ÷èñëî x, ÷òî îíî áîëüøå âñåõðàíåå óïîìÿíóòûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè ÷èñåë.
(2) Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, ÷òî


We;si;s (x) #= 0;
è òàêîãî (íàèìåíüøåãî) ÷èñëà u, ÷òî

We;sd!i;s(x) = 	Asdue;s d!i;s(x):(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òîãäà òðåáîâàíèå Se;i óäîâëåòâî-ðåíî ÷åðåç x.)
(3) Çàïðåùàåì èíòåðâàë Adu îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõ ñòðàòåãèé.
(4) Ïåðå÷èñëÿåì x â Ue è A.(5) Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s0, íà êîòîðîì


We;s0i;s0 (x) #= 1;è ïîÿâëåíèÿ òàêîãî (íàèìåíüøåãî) ÷èñëà u0, ÷òî
We;s0d!i;s0(x) = 	As0du0e;s0 d!i;s0(x):(Ñíîâà, åñëè ýòî íèêîãäà íå ñëó÷èòñÿ, òîãäà òðåáîâàíèå Se;i óäîâëå-òâîðåíî ïîñðåäñòâîì x. Åñëè æå ìû äîæäåìñÿ òàêîãî øàãà, òîãäàèçìåíåíèå â 
Wei (x) ìåæäó øàãàìè s è s0 ìîãëî ïðîèçîéòè òîëüêîèç=çà èçìåíåíèÿ â Wed!i;s(x). Òàê êàê We ÿâëÿåòñÿ â. ï. ìíîæå-ñòâîì, òî ýòî èçìåíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì. )

(6) Óäàëÿåì x èç A è çàïðåùàåì èíòåðâàë Adu0 îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõñòðàòåãèé. Òåïåðü òðåáîâàíèå Se;i óäîâëåòâîðåíî ïîñðåäñòâîì x, òàêêàê 	Ae d!i;s(x) = 	Ase;sd!i;s(x) = We;sd!i;s(x) 6= Wed!i;s(x):Ìû âèäèì, ÷òî Se;i-ñòðàòåãèÿ â îñíîâíîì âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàêè Re-ñòðàòåãèÿ, ïðè åñòåñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò óäîâëåòâî-ðèòü òðåáîâàíèÿ fSe;ige;i2! è fRege2! ñîâìåñòíî ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãîïðèîðèòåòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ òðåáîâàíèé. �
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Òåîðåìà 88 Ñóùåñòâóåò íå èçîëèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòå-ïåíü.

Èç òåîðåìû 89 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå èçîëèðîâàííîé d-â. ï. ñòåïåíèíåëüçÿ óñèëèòü, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ñòðîãî ìåæäó èçîëèðîâàííîé d-â. ï.ñòåïåíè d è åå èçîëèðóþùåé â. ï. ñòåïåíè a < d íå íàõîäèëèñü d-â. ï.ñòåïåíè.
Òåîðåìà 89 Ïóñòü a â. ï. è d > a d-â. ï. ñòåïåíè. Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü c, ÷òî a < c < d.

Ïóñòü â. ï. ñòåïåíü a èçîëèðóåò d-â. ï. ñòåïåíü d > a. Òàê êàê ìåæäóñòåïåíÿìè a è d íåò â. ï. ñòåïåíåé, îòëè÷íûõ a, òî ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òîñòåïåíè a è d ðàñïîëîæåíû "äîñòàòî÷íî áëèçêî". Èç ñëåäóþùåé òåîðåìûÈøìóõàìåòîâà è Âó [] ñëåäóåò, ÷òî ýòî íå òàê (åñëè ñîãëàñèòüñÿ, ÷òîâûñîêèå ñòåïåíè ðàñïîëîæåíû "áëèçêî"ê 00, à íèçêèå - "áëèçêî"ê 0).
Òåîðåìà 90 Ñóùåñòâóþò âûñîêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d è åå èçîëèðóþùàÿíèçêàÿ â. ï. ñòåïåíü a < d.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ èçîëèðîâàííûõ è íå èçî-ëèðîâàííûõ d-â. ï. ñòåïåíåé ñðåäè â. ï. ñòåïåíåé (ò. e. âåðíî ëè, ÷òî òàêèåñòåïåíè ñóùåñòâóþò ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñðàâíèìûìè â. ï. ñòåïåíÿ-ìè). Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ â. ï. ñòå-ïåíü èçîëèðóåò íåêîòîðóþ d-â. ï. ñòåïåíü. Íà ïåðâûé èç ýòèõ âîïðîñîâïîëîæèòåëüíûé îòâåò ïîëó÷èë ËàÔîðò [1995]:
Òåîðåìà 91 Ïóñòü v < u â. ï. ñòåïåíè. Ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿd-â. ï. ñòåïåíü d òàêàÿ, ÷òî v < d < u.

Ïëîòíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ íå èçîëèðîâàííûõ d-â. ï. ñòåïåíåé ñðåäèâ. ï. ñòåïåíåé óñòàíîâèëè Àðñëàíîâ, Ëåìïï èØîð [1996]. Äîêàçàòåëüñòâîýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïðèîðèòåòà ñ áåñêîíå÷íûìè íàðóøå-íèÿìè ïðèìåðíî ïî òîé æå ñõåìå, ïî êîòîðîé â ðàáîòå Êóïåðà, Ëåìïïà èÂàòñîíà [1989] (ñì. òåîðåìó 69) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñðàâíèìûìè â. ï.ñòåïåíÿìè ñòðîèòñÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü.
Òåîðåìà 92 Ïóñòü U >T V â. ï. ìíîæåñòâà. Ñóùåñòâóåò òàêîåd� â. ï. ìíîæåñòâî C ñîáñòâåííîé d-â. ï. ñòåïåíè, ÷òî V <T C <T U ,è äëÿ ëþáîãî â. ï. ìíîæåñòâà B, åñëè B <T C, òîãäà B <T W <T Cäëÿ íåêîòîðîãî â. ï. ìíîæåñòâà W .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâî A1; A2 �T U . Ïóñòü A =A1�A2. Òîãäà C = V �A áóäåò èñêîìûì ìíîæåñòâîì. Äëÿ âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ "ñòåïåíü V �A íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïïåðå÷èñëèìîé", ìû äëÿêàæäîãî e óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì

Re : A 6= �Wee _ We 6= �V�Ae :Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ "ñòåïåíü ìíîæåñòâà V � A íå ÿâëÿåòñÿ èçîëè-ðîâàííîé" äëÿ êàæäîãî e óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì
Se : We = 	V�Ae ) (9 â. ï. Ue �T V � A)(8 i)(Ue 6= 
Wei ):Çäåñü f(We;�e;�e;	e;
e)ge2! ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íóìåðàöèåé âñåõâîçìîæíûõ ïÿòåðîê, ñîñòîÿùèõ èç â. ï. ìíîæåñòâà W è ÷àñòè÷íî âû-÷èñëèìûõ ôóíêöèîíàëîâ �;�;	 è 
.Òðåáîâàíèÿ fRege2! óäîâëåòâîðÿþòñÿ òàêæå, êàê â òåîðåìå 68. Ïîýòî-ìó ðàññìîòðèì òîëüêî ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé fSege2!. Ñýòîé öåëüþ èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ðàçðåøåíèÿìû ïîñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâî Ue òàê, ÷òî åñëè We = 	V�Ae , òî Ue 6= 
Weiäëÿ âñåõ i, è Ue �T V � A.Ðàçîáüåì ñíà÷àëà òðåáîâàíèå Se íà ïîäòðåáîâàíèÿ Se;i:

Se;i : We = 	V�Ae ) Ue 6= 
Wei :
Îñíîâíîé ìîäóëü. Ñíà÷àëà îïèøåì ñòðàòåãèþ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáî-âàíèÿ Se;i áåç óñëîâèÿ A �T U è ïðè îòñóòñòâèè V -èçìåíåíèé. (ßñíî, ÷òîïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ ìû èìååì äåëî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿèçîëèðîâàííîé d-â. ï. ñòåïåíè.)

(1) Âûáèðàåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî êàíäèäàòà x äëÿ Se;i, áîëüøåãîâñåõ äî ñèõ ïîð óïîìÿíóòûõ ÷èñåë.
(2) Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, ÷òî


We;si;s (x) #= 0;
è íàèìåíüøåãî u òàêîãî, ÷òî

We;sd!i;s(x) = 	(V�A)sdue;s d!i;s(x):
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(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òîãäà òðåáîâàíèå Se;i óäîâëåòâî-ðåíî ïîñðåäñòâîìx).(3) Çàùèùàåì Adu îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõ ñòðàòåãèé .(4) Êëàäåì x â Ue è A.(5) Æäåì òàêîãî øàãà s0, ÷òî


We;s0i;s0 (x) #= 1;è òàêîãî (íàèìåíüøåãî) u0, ÷òî
We;s0d!i;s0(x) = 	(V�A)s0du0e;s0 d!i;s0(x):(Ñíîâà, åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òî òðåáîâàíèå Se;i óäîâëå-òâîðåíî ïîñðåäñòâîì x. Åñëè æå òàêèå s0 è u0 íàéäóòñÿ, òî èçìåíåíèåâ 
Wei (x) ìåæäó øàãàìè s è s0 ìîãëî ïðîèçîéòè òîëüêî èç-çà èçìå-íåíèÿ â Wed!i;s(x). Òàê êàê We â. ï. ìíîæåñòâî, òî ýòî èçìåíåíèåíåîáðàòèìî.)(6) Óäàëÿåì x èç A è çàùèùàåì èíòåðâàë Adu0 îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõñòðàòåãèé.(Òåïåðü òðåáîâàíèå Se;i îêîí÷àòåëüíî óäîâëåòâîðåíî ïîñðåäñòâîìx, òàê êàê	V�Ae d!i;s(x) = 	(V�A)se;s d!i;s(x) = We;sd!i;s(x) 6= Wed!i;s(x):)

Êàê âèäèì, Se;i-ñòðàòåãèÿ â îòäåëüíîñòè è áåç óñëîâèé A �T U èV �T A ñóùåñòâåííî ïîâòîðÿåò Re-ñòðàòåãèþ ïîä àíàëîãè÷íûìè óñëîâè-ÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîâìåñòíî óäîâëåòâîðèòü âñå òðåáîâàíèÿ fSe;ige;i2!è fRege2! ïðèìåðíî ïî òîé æå ñõåìå, ïî êîòîðîé áûëè óäîâëåòâîðåíûòðåáîâàíèÿ èç òåîðåìû 69.Òàê æå, êàê è â ýòîé òåîðåìå, ìû äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿV �T A ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà �, êîòîðûé áóäåòèñïîëüçîâàòü òðóäíîñòè, ìåøàþùèå âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ V �T A, äëÿñâåäåíèÿ U �T V .Äëÿ ýòîãî ìû äåëàåì áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïûòîê óäîâëåòâîðåíèÿ Se;i,êàê áûëî îïèñàíî âûøå, ÷åðåç !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�öèêëîâ�, êàæäûéöèêë k äåéñòâóåò êàê âûøå ñî ñâîèì ñîáñòâåííûì êàíäèäàòîì è ñî ñëå-äóþùèì äîïîëíèòåëüíûì øàãîì, âëîæåííûì ïîñëå øàãà 3:
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(312) Îïðåäåëÿåì �Ve (k) = Us(k) ñî çíà÷åíèåì use ôóíêöèè (k) = u,îäíîâðåìåííî îòêðûâàåì öèêë k+1 è æäåì èçìåíåíèÿ U(k), òîãäàîñòàíàâëèâàåì âñå öèêëû k0 > k è äåéñòâóåì äàëüøå.

Íàêîíåö, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ A �T U èñïîëüçóåì ìåòîä ðàçðå-øåíèÿ. ×èñëî x äîëæíî ïîëó÷èòü ðàçðåøåíèå îò U ïðè ïåðå÷èñëåíèè âA íà ýòàïå (4) è ïðè óäàëåíèè èç A íà ýòàïå (6). Ïåðâîå ðàçðåøåíèå óæåèìååòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî íà ýòàïå (4) ïðîèçîøëî U(k)-èçìåíåíèå, à äëÿïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðàçðåøåíèå ìû íåñêîëüêî èçìåíèì ñòðàòåãèþ.Îñíîâíîé ìîäóëü Se;i-ñòðàòåãèè ïðè ýòèõ èçìåíåíèÿõ ñîñòîèò èç (!�!)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâ (j; k); j; k 2 !. Ïåðâûì îòêðûâàåòñÿ öèêë(0; 0), êàæäûé öèêë (j; k) â ïðîöåññå ðàáîòû ìîæåò îòêðûòü öèêëû (j; k+1) èëè (j + 1; 0) è ïðåêðàòèòü ðàáîòó, ëèáî ìîæåò çàêðûòü âñå öèêëû(j0; k0) > (j; k) (ïðè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè öèêëîâ). Êðîìåòîãî, êàæäûé öèêë (j; k) ìîæåò îïðåäåëèòü �Vj (k) è �V (j).Îïèñàíèå öèêëà (j; k):
(1) Âûáèðàåì ïîêà åùå íå èñïîëüçîâàííîãî êàíäèäàòà x òàêîãî, ÷òîx�1 áîëüøå âñåõ ðàíåå óïîìÿíóòûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè ÷èñåë.
(2) Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s1, ÷òî


We;s1i;s1 (x) #= 0;
è òàêîãî (íàèìåíüøåãî) ÷èñëà u, ÷òî

We;s1d!i;s1(x) = 	(V�A)s1due;s1 d!i;s1(x):
(3) Çàùèùàåì èíòåðâàë Adu îò âîçäåéñòâèÿ îñòàëüíûõ ñòðàòåãèé.
(4) Îïðåäåëÿåì �Vj (k) = Us1(k) ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè j(k) = u, èîòêðûâàåì öèêë (j; k + 1) äëÿ îäíîâðåìåííîé ðàáîòû.
(5) Æäåì èçìåíåíèÿ ëèáî V du, ëèáî U(k).

Åñëè ñíà÷àëà ïðîèçîéäåò V du-èçìåíåíèå, òî çàêðûâàåì âñåöèêëû (j0; k0) > (j; k), ëèêâèäèðóåì A-çàïðåò öèêëà (j; k), èâîçâðàùàåìñÿ ê ýòàïó (2).
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Åñëè ñíà÷àëà ïðîèçîéäåò U(k)-èçìåíåíèå, òîãäà ïðèîñòàíàâ-ëèâàåì öèêëû (j0; k0) > (j; k) è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ýòàïà(6).

(6) Ïåðå÷èñëÿåì x â A è Ue.(7) Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s2, ÷òî

We;s2i;s2 (x) #= 1;

è òàêîãî (íàèìåíüøåãî) ÷èñëà u0, ÷òî
We;s2d!i;s2(x) = 	(V�A)s2du0e;s2 d!i;s2(x):(8) Çàùèùàåì Adu0 îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõ ñòðàòåãèé.

(9) Îïðåäåëÿåì �V (j) = Us2(j) ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè �(j) = u0 èîòêðûâàåì öèêë (j + 1; 0) äëÿ îäíîâðåìåííîé ðàáîòû.
(10) Æäåì èçìåíåíèÿ â V du0 èëè U(j).

Åñëè ïåðâûì èçìåíèòñÿ V du0, òî çàêðûâàåì öìêëû (j0; k0) �(j + 1; 0), ëèêâèäèðóåì A-çàïðåò öèêëà (j; k) è âîçâðàùàåìñÿê ýòàïó (7).Åñëè ïåðâûì èçìåíèòñÿ U(j), òî ïðèîñòàíàâëèâàåì öèêëû(j0; k0) � (j + 1; 0) è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ýòàïà (11).
(11) Óäàëÿåì x èç A.
(12) Æäåì V du 6= Vs1du.(13) Ïåðåîïðåäåëèì �Vj (k) = U(k), ïåðå÷èñëÿåì x + 1 â A, çàêðûâàåìöèêëû (j0; k0) > (j; k), îòêðûâàåì öèêë (j; k + 1), è ïðåêðàùàåìðàáîòó öèêëà (j; k).

Âñÿêèé ðàç, êîãäà îòêðûâàåòñÿ öèêë (j; k), âñÿ åå ïðåäûäóùàÿ ðàáîòàóíè÷òîæàåòñÿ è åãî ôóíêöèîíàëû ñòàíîâÿòñÿ íåîïðåäåëåííûìè èç-çà V -èçìåíåíèé, ñëåäîâàòåëüíî �j è � îïðåäåëÿþòñÿ êîððåêòíî.Ýòîò îñíîâíîé ìîäóëü èìååò ÷åòûðå âîçìîæíûõ âûõîäà, àíàëîãè÷íûõâûõîäàì îñíîâíîãî ìîäóëÿ Re-ñòðàòåãèè.
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(A) Ñóùåñòâóåò òàêîé øàã s, ïîñëå êîòîðîãî íè îäèí öèêë íå ðàáîòà-åò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåêîòîðûé öèêë (j0; k0) áåñêîíå÷íî îæèäàåò íàîäíîì èç ýòàïîâ 2, 7 èëè 12. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå Se;i óäîâëå-òâîðåíî íà öèêëå (j0; k0).
(B) Íåêîòîðûé (íàèìåíüøèé) öèêë (j0; k0) äåéñòâóåò áåñêîíå÷íî ÷àñòî.Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí îñóùåñòâëÿåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâëèáî èç ýòàïà 5 ê ýòàïó 2, ëèáî èç ýòàïà 10 ê ýòàïó 7. Ýòî çíà÷èò, ÷òîïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ 	e èëè 
e ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-íûì. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîâîêóïíûé çàïðåò, íàëîæåííûõíà âñåõ öèêëàõ, èìååò êîíå÷íûé lim inf.
(C) Ñóùåñòâóåò òàêîå (íàèìåíüøåå) ÷èñëî j0, ÷òî êàæäûé öèêë(j0; k); k 2 !; áåñêîíå÷íî îæèäàåò ëèáî íà ýòàïå 5, ëèáî íà ýòàïå13. (Òàêèì îáðàçîì, �ñòîëáåö j0 äåéñòâóåò áåñêîíå÷íî ÷àñòî�.) Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî U �T V ïîñðåäñòâîì �j0 , â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåìòåîðåìû.
(D) Äëÿ êàæäîãî j ñóùåñòâóåò öèêë (j; kj), êîòîðûé áåñêîíå÷íî îæèäà-åò íà ýòàïå 10. (�Êàæäûé ñòîëáåö ëåéñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç�).Ýòî çíà÷èò, ÷òî U �T V ïîñðåäñòâîì �, â ïðîòèâîðå÷èê ñ óñëîâèåìòåîðåìû.
Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ êàê â òåîðåìå 69, çàèñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùåé äåòàëè: ïðè óäàëåíèè x èç A ìû òåðÿåì Ue-ðàçðåøåíèå, ðàíåå ïîëó÷åííîå ïðè ïåðå÷èñëåíèè x â Ue. (ßñíî, ÷òî xîñòàåòñÿ â Ue). Íî åñëè ïîçäíåå íå ïðîèçîéäåò V du-èçìåíåíèÿ, òî ïðèýòîì ìû îêîí÷àòåëüíî óäîâëåòâîðèëè òðåáîâàíèå Se è âî ìíîæåñòâå Ueáîëüøå íå íóæäàåìñÿ. Åñëè æå ïîçäíåå ïðîèñõîäèò V du-èçìåíåíèå, òîìû ïåðå÷èñëÿåì x+1 â A è V �A ïðåäîñòàâëÿåò òðåáóåìîå ðàçðåøåíèå.

�

Ñëåäñòâèå 93 Ïóñòü v < u â. ï. ñòåïåíè. Ñóùåñòâóåò íå èçîëèðî-âàííàÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d òàêàÿ, ÷òî v < d < u.
Â Êóïåð è Èé [] àâòîðû îñòàâèëè îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàæäàÿ ëèâ. ï. ñòåïåíü a;0 < a < 00; èçîëèðóåò íåêîòîðóþ d-â. ï. ñòåïåíü d > a.Åñëè d-â. ï. ñòåïåíü d èçîëèðîâàíà â. ï. ñòåïåíüþ a < d, òîãäà, êàê
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íåòðóäíî âèäåòü, d ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî añîáñòâåííîé d-â. ï. ñòåïåíüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íàâîïðîñ Êóïåðà è Èé ïðèâîäèò ê òàêæå ïîëîæèòåëüíîìó îòâåòó íà ñëå-äóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî íàä êàæäîé â. ï. ñòåïåíüþ a;0 < a < 00,íàõîäèòñÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìàÿ îòíî-ñèòåëüíî a? Ïîñëåäíèé âîïðîñ ìíîãèìè è â òå÷åíèè äîëãîãî âðåìåíèàêòèâíî èçó÷àëñÿ, îäíàêî ïîëíîãî îòâåòà íà íåãî âñå åùå íå ïîëó÷åíî.Èçâåñòíî ëèøü, ÷òî êàæäàÿ íåïîëíàÿ âûñîêàÿ â. ï. ñòåïåíü ýòèì ñâîé-ñòâîì îáëàäàåò (Àðñëàíîâ, Ëåìïï è Øîð [1996]), íî ñóùåñòâóþò è íåîáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì â. ï. ñòåïåíè (òå æå àâòîðû òàì æå). Äî ñèõïîð íåèçâåñòíî, îáëàäàþò ëè ýòèì ñâîéñòâîì íèçêèå íåâû÷èñëèìûå â. ï.ñòåïåíè. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ìû îáñóæäàåì â òðåòüåé ãëàâå íàñòîÿùåéêíèãè.Òàêèì îáðàçîì, îòâåò íà âîïðîñ Êóïåðà è Èé îòðèöàòåëåí. Íèæå âòåîðåìå 95 ïðèâîäèòñÿ ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà.Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 94 Ïóñòü d � d-â. ï. (èëè n-â. ï. äëÿ ïðîèçâîëüíîãîn > 1) è a � â. ï. ñòåïåíè òàêèå, ÷òî d > a. Òîãäà ñóùåñòâóåò â. ï.îòíîñèòåëüíî a ñòåïåíü c � d, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ñòðîãî âûøåñòåïåíè a. Òàêèì îáðàçîì, åñëè a èçîëèðóåò d, òî a èçîëèðóåò è c.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 56, d â. ï. îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé â.ï. ñòåïåíè e < d. Åñëè e � a, òî d ñàìà ÿâëÿåòñÿ â. ï. îòíîñèòåëüíî
a, è çà èñêîìóþ ñòåïåíü c ìîæíî ïðèíÿòü d. Åñëè æå e 6� a, òîãäà
a < e [ a � d è ïîýòîìó èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü e [ a. (Ïðàêòè÷åñêèòàêîå æå ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà dÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ñòåïåíüþ äëÿ n > 2.) �
Òåîðåìà 95 Ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. íåâû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A,÷òî åãî ñòåïåíü a íå èçîëèðóåò íèêàêóþ CEA (a) ñòåïåíü, ò. å.8e(A <T WAe ! 9B(B â. ï. & B �T WAe &B 6�T A)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ìíîæåñòâî A ñòðîèì, äëÿ êàæäîãî e óäîâëå-òâîðÿÿ òðåáîâàíèÿì:Pe : �e 6= A (äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè �e).Ne : A <T WAe ! Be � WAe &Be 6� A (äëÿ êàæäîãî e ìû ïîñòðîèìñîîòâåòñòâóþùåå â. ï. ìíîæåñòâî Be).
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Òðåáîâàíèÿ Ne ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäòðåáîâàíèÿ:Ne;i : �Ai 6= Be (äëÿ êàæäîãî ÷àñòè÷íî âûèñëèìîãî ôóíêöèîíàëà �i).Òðåáîâàíèÿ Pe; Ne;i ïî èõ ïðèîðèòåòíîñòè óïîðÿäîèâàåì ïî òèïó !:hRni. Ñòðàòåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ïî îòäåëüíîñòèñòàíäàðòíûå. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Pe âûáèðàåì íåêîòîðîãîñâèäåòåëÿ x, æäåì øàãà s òàêîãî, ÷òî �e(x) = 0[s], è ïåðå÷èñëÿåì x â A.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ Ne;i-òðåáîâàíèÿ æäåì ïîÿâëåíèÿ òàêîãî x 2 ![he;ii],÷òî �i(A;x) = 0[s] è x èìååò ðàçðåøåíèå îò WAe íà øàãå s. Òîãäà ïå-ðå÷èñëÿåì x â Be. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçðåøåíèÿ ñíà÷àëà àïïðîêñèìèðóåìWAe êàê îáû÷íî: x 2 WAe [s] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �e(A;x) # [s].Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî x èìååò ðàçðåøåíèå îò WAe íà øàãå s, åñëè if itlooks as if some y < x is in WAe at s but it does not, at s, look as if it was inat s� 1 by an A-correct computation, i.e.

9y < xfy 2 WAe [s] & (y =2 WAe [s� 1] _ 9z < 'e(y; s� 1)[z 2 A s � As�1])g:
The restraint necessary to preserve the A-use relevant to this computationwill be imposed automatically by our procedure for choosing potentialwitnesses for the Pe.
Òåîðåìà 96 Äëÿ ëþáîé íåâû÷èñëèìîé â. ï. ñòåïåíè c ñóùåñòâóåòíåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü a � c, êîòîðàÿ íå èçîëèðóåò ñòåïåíè,ÿâëÿþùèåñÿ CEA-ñòåïåíÿìè íàä íåé.

Òåîðåìà 97 Ïóñòü C CEA-ìíîæåñòâî íàä ;0. Ñóùåñòâóåò íåâû÷èñ-ëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî A0 �T C è äëÿ ëþáîãî e,
A <T WAe ! 9â. ï. B(B �T WAe &B 6�T A)

.
Íèæå ìû ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Ãóîõóà Âó[], êîòîðûé ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç óæå èçâåñòíûõ è ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûìîáîáùåíèåì èäåè èçîëèðîâàííîñòè.
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Òåîðåìà 98 Ñóùåñòâóþò òàêèå d-â. ï. ñòåïåíè a < b, ÷òî ìåæäóíèìè ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà â. ï. ñòåïåíü c. Ïðè÷åì ñòåïåíü bìîæíî çàêëþ÷èòü âíóòðè ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî èíòåðâàëà âûñî-êèõ â. ï. ñòåïåíåé u è v, u < v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u è v, u < v, ïðîèçâîëüíûå âûñîêèå â. ï. ñòå-ïåíè. Ïî òåîðåìå 91 ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ â. ï. ñòåïåíÿìè u è v, u < v,ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c < b â.ï. ñòåïåíü, èçîëèðóþùóþ b. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî u � c, â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå â. ï. ñòåïåíü u [ c ïðîòèâîðå÷èò èçîëèðîâàííîñòè b. Ïîýòîìó, òàêêàê ñòåïåíü u âûñîêàÿ, âûñîêîé ÿâëÿåòñÿ è ñòåïåíü c. Â êîíöå òðåòüåãîïàðàãðàôà ãîâîðèëîñü î ðåçóëüòàòå Õàððèíãòîíà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîéâûñîêîé â. ï. ñòåïåíè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñòåïåíè c, ñóùåñòâóåò òàêàÿ â.ï. ñòåïåíü d, d < c, ÷òî äëÿ êàæäîé â. ï. ñòåïåíè x < c ñïðàâåäëèâî
x[d < c. Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòå Êóïåð, Ëåìïï è Óîòñîí [1989] óñòàíîâ-ëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîé âûñîêîé â. ï. ñòåïåíè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñòåïåíè c,è äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé â. ï. ñòåïåíè íèæå íåå, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñòåïåíè
d, ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü a < c, ÷òî a [ d = c. Îòñþäà âûòå-êàåò, ÷òî ìåæäó ñòåïåíÿìè a è c íåò â. ï. ñòåïåíåé. (Åñëè áû òàêàÿ â.ï. ñòåïåíü x ñóùåñòâîâàëà, òî ìû áû èìåëè x[d = c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòâûáîðó d.) Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíè a; c è b ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè. �

Óïðàæíåíèÿ
7.1. Ïóñòü A= fa 2 D2j8b9d(a < b ! a < d < bg. Èç òåîðåìû 89ñëåäóåò, ÷òî R�A. Åñëè áû R=A, òî ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî â. ï. ñòåïåíèîïðåäåëèìû â D2. Îäíàêî ýòî íåâåðíî: äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿíèçêàÿ ñîáñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü d, ÷òî äëÿ êàæäîé d-â. ï. ñòåïåíè

b > d ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü c, ÷òî d < c < b. Óêàçàíèå.
7.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 95: ïîä êàæäîé íåâû-÷èñëèìîé â. ï. ñòåïåíè c ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü a � c,êîòîðàÿ íå èçîëèðóåò íèêàêóþ CEA (a) ñòåïåíü. Óêàçàíèå. Ñëåäóþùèìîáðàçîì èñïîëüçóéòå ïðåäûäóùóþ êîíñòðóêöèþ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîìðàçðåøåíèÿ: äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ Pe èñïîëüçóåòñÿ íå îäíà, à öåëóþñåðèþ ñâèäåòåëåé. À èìåííî, åñëè äëÿ Pe íà øàãå s íå ñóùåñòâóåò òàêîãîz, ÷òî �e(z) = 0 [s], z 2 A è �e(y) = 0 [s] äëÿ êàæäîãî ñóùåñòâóþùåãî ñâè-äåòåëÿ, òîãäà íàçíà÷àåì äëÿ Pe íîâîãî "äîñòàòî÷íî áîëüøîãî"ñâèäåòåëÿ
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x 2 ![e] (áîëüøåãî âñåõ òåõ øàãîâ, íà êîòîðûõ ñîâåðøàëèñü äåéñòâèÿïî âûïîëíåíèþ òðåáîâàíèé áîëüøåãî ïðèîðèòåòà, è áîëüøåãî âñåõ óæåíàçíà÷åííûõ ñâèäåòåëåé). Íà íåêîòîðîì ïîñëåäóþùåì øàãå ýòîò ñâèäå-òåëü áóäåò óíè÷òîæåí, åñëè íà ýòîì øàãå áóäóò ñîâåðøàòüñÿ äåéñòâèÿ ïîâûïîëíåíèþ òðåáîâàíèé áîëüøåãî ïðèîðèòåòà. Òåïåðü, åñëè íåêîòîðûéñâèäåòåëü x òàêîé, ÷òî �e(x) = 0 ïîëó÷èò ðàçðåøåíèå îò C (ò. e. íåêî-òîðîå ÷èñëî y < x ïåðå÷èñëèòñÿ â C íà øàãå s) òîãäà ìû óäîâëåòâîðÿåìPe, ïîëîæèâ x â A. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåéñòâóåì êàê ïðåæäå. Äàëååäîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ êàê îáû÷íî äëÿ ðàññóæäåíèé ìåòîäîì ðàç-ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà s âñå òðåáîâàíèÿ ñáîëüøèì, ÷åì ó Pe, ïðèîðèòåòîì óæå íå ñîâåðøàþò äåéñòâèÿ ïî èõ óäî-âëåòâîðåíèþ, èñïîëüçóåì íåâû÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâà C äëÿ òîãî, ÷òîáûäîêàçàòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ Pe ìû ñîâåðøàåì òîëüêî êî-íå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ Pe áåç ïåðå÷èñëåíèÿ÷èñåë â A áóäóò íàçíà÷åíû âñå áîëüøèå è áîëüøèå ñâèäåòåëè, è åñëè xëþáîé èç íèõ, òî êàê òîëüêî îêàæåòñÿ, ÷òî �e(x) = 0 íà øàãå t > s, òîíè îäíî ÷èñëî y < x íå ìîæåò ïåðå÷èñëèòñÿ â C.)

7.3.
Êîììåíòàðèè.
x8: Èçîëèðóþùèå ñîâîêóïíîñòè ñòåïåíåé

Îïðåäåëåíèå 23 Ïóñòü A è B � äâå ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ òàêèå,÷òî A�B. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A 2A èçîëèðóåò ìíîæå-ñòâî B 2B, åñëè A <T B è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W 2A,W �T B ! W �T A: Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâîB èçîëèðîâàíî ìíîæåñòâîì A (A�èçîëèðîâàíî). Òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü
b íàçûâàåòñÿ A� èçîëèðîâàííîé ñòåïåíüþ, åñëè îíà ñîäåðæèò A�èçî-ëèðîâàííîå ìíîæåñòâî.Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � ñîâîêóïíîñòü m-â. ï. ñòåïåíåé, à B � ñîâîêóï-íîñòü n-â. ï. ñòåïåíåé, m < n, òîãäà ïîëó÷èì ïîíÿòèÿ n-â. ï. ñòåïåíè,
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èçîëèðîâàííîé íåêîòîðîé m-â. ï. ñòåïåíüþ, è m-â. ï. ñòåïåíè, èçîëèðóþ-ùåé íåêîòîðóþ n-â. ï. ñòåïåíü. (ßñíî, ÷òî ïðè n = 2 èm = 1 ýòî îáû÷íûåïîíÿòèÿ èçîëèðîâàííîñòè.)
Îïðåäåëåíèå 24 Ïóñòü A è B � äâå ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ òàêèå,÷òî A � B, è ïóñòü A;B 2 B. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A �f�;Ag B, åñëèäëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W 2 A, W �T A! W �T B:Åñëè çäåñü A - ñîâîêóïíîñòü n-â. ï. ìíîæåñòâ äëÿ íåêîòîðîãî n � 1,òî âìåñòî A �f�;Ag B ïèøåì A �f�;ng B.

Åñëè â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè ïîëîæèòü A = B, òî ïîëó÷èì îáû÷íóþòüþðèíãîâóþ ñâîäèìîñòü. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî
1) A �T B ! A �f�;Ag B,
2) A �f�;Ag B;B �f�;Ag C ! A �f�;Ag C.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü f�;Ag-ñòåïåíèíåðàçðåøèìîñòè. Èç 1) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ f�;Ag- ñòåïåíü ñîñòîèò èç îä-íîé èëè íåñêîëüêèõ Ò-ñòåïåíåé.Ýòè îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè èçîëè-ðîâàííîñòè. Íàïðèìåð, åñëè â. ï. ñòåïåíü a èçîëèðóåò íåêîòîðóþ d-â. ï.ñòåïåíü b, ò. å. 8: : c (c � b ! c � a), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî b �f�;1g a.Òàêèì îáðàçîì, a =f�;1g b, ò. å. âñå èçîëèðîâàííûå d-â. ï. è èõ èçîëè-ðóþùèå â. ï. ìíîæåñòâà ëåæàò â îäíîé f�;1g-ñòåïåíè. Òåîðåìà Êóïåðà èÈé [9] î ñóùåñòâîâàíèè èçîëèðîâàííîé d-â. ï. ñòåïåíè d òåïåðü îçíà÷àåò,÷òî ñóùåñòâóåò f�;1g-ñòåïåíü, ñîäåðæàùàÿ êàê â. ï., òàê è íå â. ï. d-â. ï.ñòåïåíè. Íàîáîðîò, ñóùåñòâîâàíèå íåèçîëèðîâàííîé d-â. ï. ñòåïåíè îçíà-÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò f�;1g-ñòåïåíü, ñîäåðæàùàÿ d-â. ï. è íå ñîäåðæàùàÿâ. ï. ìíîæåñòâà. (Ýòî òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî Êóïåðîì è Èé [9].) Íà-êîíåö, â [5, òåîðåìà 3.8] áûëî óñòàíîâëåíî cóùåñòâîâàíèå â. ï. ñòåïåíè,íå èçîëèðóþùåé íèêàêóþ d-â. ï. ñòåïåíü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåòf�;1g-ñòåïåíü, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé â. ï. ñòåïåíè.
Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå âåäåì äëÿ ñîâîêóïíîñòè d-â. ï. ìíîæåñòâ èèõ f�;1g-ñòåïåíåé.ßñíî, ÷òî ëþáàÿ f�;1g-ñòåïåíü ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé â. ï. ñòåïåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî d-â. ï. ñòåïåíè. Êàê îáû÷-íî, íàçîâåì f�;1g-ñòåïåíè, ñîäåðæàùèå â. ï. ñòåïåíè, â. ï. f�;1g-ñòåïåíÿìè.
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Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ â. ï. f�;1g-ñòåïåíü ëèáî íå ñîäåðæèò íå â. ï. d-â. ï.ñòåïåíè, ëèáî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ñòåïåíåé.
Òåîðåìà 99 Ëþáàÿ â. ï. f�;1g-ñòåïåíü ëèáî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîéâ. ï. ñòåïåíè, ëèáî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ óáûâàþùóþ öåïü íå â. ï.d-â. ï. ñòåïåíåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â. ï. f�;1g-ñòåïåíü ñîäåðæèò â. ï. ìíîæåñòâî A èd-â. ï. ìíîæåñòâî D, íå Ò-ýêâèâàëåíòíîå íèêàêîìó â. ï. ìíîæåñòâó. Òàêêàê A �f�;1g D, òî äîëæíî áûòü A <T D è A èçîëèðóåò D . Â [9, òåîðåìà3.1] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî C, ÷òî A <T C <TD. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A òàêæå èçîëèðóåò ìíîæåñòâî C,ïîýòîìó A �f�;1g C �f�;1g D. Òåïåðü ïîâòîðÿåì ýòî ðàññóæäåíèå ñ A è Câìåñòî A è D è ò. ä.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â. ï. f�;1g-ñòåïåíè îáðàçóþò âåðõíþþ ïîëóðåøåò-êó, ïðè÷åì òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ f�;1g-ñòåïåíåé, ñîäåðæàùèõ â. ï. ìíî-æåñòâà A è B, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî A�B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A �f�;1g Cè B �f�;1g C äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà C, òî äîëæíî áûòü A �T C èB �T C, èíà÷å â. ï. ìíîæåñòâà A è B îïðîâåðãàþò f�;1g-ñâîäèìîñòü ìíî-æåñòâ A è B ê ìíîæåñòâó C, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó A � B �T C è,ñëåäîâàòåëüíî, A�B �f�;1g C. Îáðàçóþò ëè âåðõíþþ ïîëóðåøåòêó f�;1g-ñòåïåíè d-â. ï. ìíîæåñòâ, ìû íå çíàåì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåìñëó÷àå îïåðàòîð ñî÷ëåíåíèÿ A� B íå äàåò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü f�;1g-ñòåïåíåé ìíîæåñòâ A è B. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû 100. Äîêàçàòåëüñòâîýòîé òåîðåìû íå ïðèâîäèì, òàê êàê îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ðó-òèííîå ïðèîðèòåòíîå ðàññóæäåíèå ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè.
Òåîðåìà 100 Ñóùåñòâóþò òàêèå �f�;1g-íåñðàâíèìûå d-â. ï. ìíîæå-ñòâà A è B, à òàêæå d-â. ï. ìíîæåñòâî C è â. ï. ìíîæåñòâî W ,÷òî

a)A �f�;1g C, c)W �T A�B,
b)B �f�;1g C, d)W 6�T C.

Òåîðåìà 101 Äëÿ ëþáîãî n � 2 ñóùåñòâóåò f�;1g-ñòåïåíü, êîòîðàÿ ñî-äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n íåñðàâíèìûõ òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü â. ï. ìíîæåñòâî A è ïî-ïàðíî Ò-íåñðàâíèìûå d-â. ï. ìíîæåñòâà D1; : : : ; Dn, êîòîðûå èçîëèðóþò(ïî îòäåëüíîñòè) ìíîæåñòâî A. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-åì äîêàçàòåëüñòâà Êóïåðà è Èé [9] î ñóùåñòâîâàíèè èçîëèðîâàííîé d-â. ï. ñòåïåíè. Ïî øàãàì ñòðîèì â. ï. ìíîæåñòâî A è d-â. ï. ìíîæåñòâàD1; : : : ; Dn, óäîâëåòâîðÿÿ äëÿ âñåõ e; i; j òðåáîâàíèÿì

Ni;e : We = �Di�Ae ! We = �Ai;e
(ïî äàííûì â. ï. ìíîæåñòâó We è ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìîìó ôóíêöèîíàëó�e ñòðîèì ÷àñòè÷íî-âû÷èñëèìûé ôóíêöèîíàë �i;e),

Ri;j : Di 6= �Dj�Ai .
Ïîñòðîåííûå ê êîíöó êîíñòðóêöèè â. ï. ìíîæåñòâî A è d-â. ï. ìíî-æåñòâà A�D1; : : : ; A�Dn îáðàçóþò, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èñêîìûå ìíî-æåñòâà.
Ïîêàæåì, êàê óäîâëåòâîðÿåòñÿ êàæäîå èç òðåáîâàíèé ïî îòäåëüíîñòè.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ N -òðåáîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî x æäåì óñòàíîâëåíèÿðàâåíñòâà W (x) = �Di�A(x) îïðåäåëÿåì W (x) = �Ai (x) ñ i(x) = 'i(x)è çàïðåùàåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèîðèòåòîì èíòåðâàë Ad'i(x). ÅñëèïîçäíååW (x) èçìåíèòñÿ è ðàâåíñòâîW (x) = �Di�A(x) ñíîâà óñòàíîâèòñÿáåç èçìåíåíèÿ Ad'i(x) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòî ïåðåîïðåäåëÿåì çíà-÷åíèå ôóíêöèîíàëà �Ai (x)), òî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî èç-çà èçìå-íåíèÿ Bd'i(x). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ Bd'i(x)îçíà÷àåò ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ â Bd'i(x). Èçûìàåì ýòè ýëåìåíòû èç Bè äèàãîíàëèçèðóåì W ïðîòèâ �Di�A, óäîâëåòâîðèâ òðåáîâàíèå N . (Åñëèáû èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ Bd'i(x) ïðîèçîøëî èç-çà òîãî, ÷òî êàêèå-òî ýëå-ìåíòû èç B èçûìàëèñü, òî ýòî îçíà÷àëî áû äèàãîíàëèçàöèþ íåêîòîðîãîòðåáîâàíèÿ ñ áîëüøèì ïðèîðèòåòîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ óäîâëåòâî-ðåíèÿ N - òðåáîâàíèÿ íà÷èíàåì ñíà÷àëà.)Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ R-òðåáîâàíèÿ âûáèðàåì íåêîòîðîå ÷èñëî x,æäåì, ïîêà �Dj�A(x) = 0 è ïåðå÷èñëÿåì x â Di, çàïðåòèâ èíòåðâàëDjd�(x).Òàêèì îáðàçîì, êàê N�òðåáîâàíèÿ , òàê è R�òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâî-ðÿþòñÿ ïðèìåðíî ïî òîé æå ñõåìå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå òðåáîâàíèÿèç äîêàçàòåëüñòâà Êóïåðà è Èé [9] ñóùåñòâîâàíèÿ èçîëèðîâàííîé d-â. ï.
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ñòåïåíè, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì òàêèå æå çàïðåòû. Ïîýòîìó äàëüíåéøåå äî-êàçàòåëüñòâî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èõ äîêàçàòåëüñòâà, è ìû åå íåïðèâîäèì. �

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå æå äîêàçàòåëüñòâî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìèïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå f�;1g-ñòåïåíè, ñîäåðæàùåé áåñêîíå÷-íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå Ò-ñðàâíèìûõ d-â. ï. ñòåïåíåé.
Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ââåäåííû-ìè îïðåäåëåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïëîòíîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ f�;1g-ñòåïåíåé, â ÷àñòíîñòè âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ f�;1g-ñòåïåíåé. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûõ f�;1g-ñòåïåíåé íåò ñðåäè2-íèçêèõ è ÷òî 2-íèçêèå d-â. ï. f�;1g-ñòåïåíè ïëîòíû.

Òåîðåìà 102 Ïóñòü D òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî, ÷òî D00 �T ;00. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A, ÷òîD <f�;1g A <f�;1g ;0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Ò-ñòåïåíü D íåâû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå âû-òåêàåò èç òåîðåìû ïëîòíîñòè Ñàêñà è èç òîãî, ÷òî a � b! a �f�;1g b.Íàì äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîåìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå Ñîàðà [12, òåîðåìà XII.5.1])].
Ëåììà 103 (Àðñëàíîâ [1]) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè  , âû÷èñëèìîé îòíî-ñèòåëüíî ;00, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî Wg(e) �TW (e) äëÿ âñåõ e.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S = fhi; ji j Wi = �Dj g. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîS 2 �D2 , ïîýòîìó S âû÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî D00 �T ;00, òî åñòü D �T ;00.Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g �T ;00:
Wg(hi;ji) = �Wi; åñëè hi; ji 2 S;;; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàê êàê ôóíêöèÿ g âñþäó îïðåäåëåíà è g �T ;00, òî ïî ëåììå 103 ñó-ùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî Wf(hi;ji) �T Wg(hi;ji). ÏóñòüE = �1�k�1Wf(k). Ìíîæåñòâî E âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî è 8nfD 6�T
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E[<n] �T �1�k�nWf(k)g, òàê êàê âñå Wf(k) �T D, à Ò-ñòåïåíü D íå ñîäåð-æèò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ.Ïî ëåììå î ãóñòîòå Øåíôèëäà (ñì. Ñîàð [12, ëåììà VIII.1.1]) ñóùå-ñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A �T E, ÷òî A <ãóñòîåïîäìíîæåñòâî> E (i. e. A � E è A[e] =� E[e]) è D 6�T A. Çäåñü äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ ìíîæåñòâ X è Y , X =� Y , åñëè ìíîæåñòâî (X � Y ) [ (Y � X)êîíå÷íî, è X [e] = fhx; ei : hx; ei 2 Xg � e-ÿ ñåêöèÿ X.Ìû èìååì Wi = �Dj ! Wi �T E[hi;ji] =� A[hi;ji], ò. å. Wi �T D ! Wi �TA. Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè:Åñëè A �T D, òî A èçîëèðóåò D. Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå âû÷èñëèìî ïå-ðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî A <T B <T ;0, ïîëó÷èì D <f�;1gB <f�;1g ;0.Åñëè æå A 6�T D, òîãäà, î÷åâèäíî, D <f�;1g A <f�;1g ;0.
Çàìå÷àíèå. Àíàëèçèðóÿ ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî çà-ìåòèòü, ÷òî â íåé äîêàçàíî íåñêîëüêî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Íàïðè-ìåð, ïóñòü D � òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî, ÷òî Ò-ñòåïåíü D íå â. ï. è äëÿêîòîðîãî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè:
a) Wf(e) �T D äëÿ ëþáîãî e 2 !;
b) (8e 2 !)[We �T D ! (9x 2 !)[We �T Wf(x)]].Òîãäà, îïðåäåëèâ ìíîæåñòâî E ñíîâà êàê �1�k�1Wf(k) è ïîâòîðèâ êîí-ñòðóêöèþ ìíîæåñòâà A, ïîëó÷èì D <f�;1g A <f�;1g ;0. Áîëåå òîãî, åñëèd-â. ï. ìíîæåñòâà D1 è D2 òàêîâû, ÷òî D1 <f�;1g D2 è äëÿ ìíîæåñòâàD1 ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f ñî ñâîéñòâàìè a), b) è ñ äîïîëíè-òåëüíûì ñâîéñòâîì E �T D2, òîãäà, ñíîâà ïîâòîðèâ âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ,ïîëó÷èì D1 <f�;1g A <f�;1g D2 äëÿ íåêîòîðîãî â. ï. ìíîæåñòâà A.
Èñïîëüçóåì ýòî çàìå÷àíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïëîòíîñòè îòíîñèòåëü-íî ñâîäèìîñòè <f�;1g âñåõ 2-íèçêèõ d-â. ï. ñòåïåíåé. Ñíà÷àëà äîêàæåìñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 104 Ïóñòü A � òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî, ÷òî A00 �T ;00. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî ñåìåéñòâî fWf(e)ge2!ðàâíîìåðíî A-âû÷èñëèìî (â ÷àñòíîñòè �e2!Wf(e) �T A) è äëÿ ëþáîãî â.
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ï. ìíîæåñòâà Wx �T A ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî e, ÷òî Wf(e) �T Wx.Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî 2-íèçêîãî â. ï. ìíîæåñòâà A ñåìåéñòâîâñåõ âû÷èñëèìûõ îòíîñèòåëüíî A ñòåïåíåé ðàâíîìåðíî A-âû÷èñëèìî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = fhi; ji j Wi = �Aj g. Òîãäà S 2 �03 è, ñëåäî-âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ � �T ;00, ÷òîS = f�(e) j e 2 !g. Äëÿ âñåõ e èìååì Wl(�(e)) = �Ar(�(e)), ãäå l(�(e)) èr(�(e)) îáå âû÷èñëèìû îòíîñèòåëüíî ;00. Îáîçíà÷èì ôóíêöèè l(�(e)) èr(�(e)) ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç p è q. Òàêèì îáðàçîì, Wp(e) = �Aq(e) äëÿëþáîãî e, è ñîâîêóïíîñòü {Wp(e)ge2! ñîñòîèò èç âñåõ â. ï. ìíîæåñòâ, ñâî-äÿùèõñÿ ê ìíîæåñòâó A. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûåôóíêöèè f è g, ÷òî Wf(e) �T Wp(e) è Wf(e) =� �Ag(e) äëÿ ëþáîãî e. ßñíî,÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.Âûøå ïðèâîäèëàñü ëåììà 103, ãäå óòâåðæäàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé âû-÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî ;00 ôóíêöèè  ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿôóíêöèÿ g, ÷òî Wg(e) �T W (e) äëÿ âñåõ e. Ïîçäíåå àâòîð (ñì. Àðñëàíîâ[2]) óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò, çàìåíèâ çäåñü Ò- ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâíà èõ m-ýêâèâàëåíòíîñòü. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 105 1) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè  , âû÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî ;00,ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî Wg(e) �m W (e) äëÿâñåõ e.2) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè  , âû÷èñëèìîéîòíîñèòåëüíî ;00, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òîWAg(e) �m WA (e) äëÿ âñåõ e.

Ïóíêò 1 ýòîé ëåììû - ýòî òåîðåìà ... èç [2], à ïóíêò 2 � ðåëÿòèâèçà-öèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X. Êàê âèäíî èç äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû ... èç [2], çäåñü ïîëó÷àåòñÿ èìåííî âû÷èñëèìàÿ (à íåâû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X) ôóíêöèÿ g.Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Òàê êàê p �T ;00, òî ïî ëåììå105 ñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè f è �, ÷òî äëÿ ëþáîãî eWf(e) �m Wp(e) è x 2 Wf(e) , �(x) 2 Wp(e). Îòñþäà äëÿ ëþáûõ e è xèìååìx 2 Wf(e) , �(x) 2 Wp(e) , �Aq(e)(�(x)) = 1 (ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ �Aq(e)âñþäó îïðåäåëåíà).Ñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ôóíêöèè a è b, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî x �Aq(e)(x) = 1 , �Aa(e)(x) # è �Aq(e)(x) = 0 , �Ab(e)(x) #. Ïî ïóíêòó 2
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ëåììû 105 ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ôóíêöèè a0, b0, �1 è �2, äëÿ êîòîðûõ�Aa(e)(x) #, �Aa0(e)(�1(x)) # è �Ab(e)(x) #, �Ab0(e)(�2(x)) #. Òåïåðü ïóñòü g òà-êàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî �Ag(e)(x) #, �Aa0(e)(�1(x)) # &�Ab0(e)(�2(x)) ".Èìååì x 2 Wf(e) , �Ag(e)(x) #.
Òåîðåìà 106 Ïóñòü d-â. ï. ìíîæåñòâà D1 è D2 òàêîâû, ÷òî D1 <f�;1gD2 è D002 �T ;00. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òîD1 <f�;1g A <f�;1g D2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 104 è ïðåäûäó-ùåãî çàìå÷àíèÿ.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëüøîå ÷èñëî îòêðûòûõ âîïðîñîâ ïî ââå-äåííûì ñâîäèìîñòÿì, èçó÷åíèå êîòîðûõ ïîìîãëî áû ëó÷øå ïîíÿòü âíóò-ðåííåå óñòðîéñòâî òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ íèæå 00. Âûøåóïîìèíàëàñü ïðîáëåìà ïëîòíîñòè äëÿ f�;1g-ñâîäèìîñòè. Ê íåé ìû äîáà-âèì åùå äâå, íà íàø âçãëÿä íàèáîëåå èíòåðåñíûå ïðîáëåìû.
Âîïðîñ 107 ßâëÿþòñÿ ëè âåðõíèå ïîëóðåøåòêè â. ï. f�;1g-ñòåïåíåé d-â. ï. ìíîæåñòâ è d-â. ï. òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-ëåíòíûìè?
Âîïðîñ 108 Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n 6= m è p; q,p < n; q < m, ÷òî f�;pg-ñòåïåíè n-â. ï. ìíîæåñòâ ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-ëåíòíû f�;qg-ñòåïåíÿì m-â. ï. ìíîæåñòâ?



Ãëàâà 3
Îòíîñèòåëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü

x1: CEA îïåðàòîðû è èåðàðõèÿ Åðøîâà.
Èåðàðõèÿ n-â. ï. ìíîæåñòâ òåñíî ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé èåðàðõèåén-CEA (n-computably enumerable and above) ìíîæåñòâ, âïåðâûå îïðåäå-ëåííûõ è èçó÷åííûõ â ðàáîòàõ Àðñëàíîâà [1982] è Äæîêóøà è Øîðà[1984].

Îïðåäåëåíèå 25 Â. ï. ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ 1-CEA ìíîæåñòâàìè.Äàëåå ïî èíäóêöèè, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ (n+ 1)-CEA ìíîæåñòâîìäëÿ íåêîòîðîãî n � 1, åñëè îíî â. ï. îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî n-CEAìíîæåñòâà B �T A.Êðîìå òîãî, åñëè ìíîæåñòâî A â. ï. îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíî-æåñòâà B �T A, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ B-CEA ìíîæå-ñòâîì.Ñòåïåíü a íàçûâàåòñÿ n-CEA ñòåïåíüþ äëÿ íåêîòîðîãî n � 1, åñëèîíà ñîäåðæèò êàêîå-íèáóäü n-CEA ìíîæåñòâî.
Êàê ïîêàçàíî â óïðàæíåíèè 2:1:2, êàæäîå n-â. ï. ìíîæåñòâî ÿâëÿåò-ñÿ è n- CEA ìíîæåñòâîì. Îáðàòíîå, î÷åâèäíî, íåâåðíî: íàïðèìåð, n -é ñêà÷îê ëþáîãî â. ï. ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ n-CEA ìíîæåñòâîì.Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èåðàðõèÿ n-CEA ñòåïåíåé íå ñîâïàäàåò ñ èåðàð-õèåé n-â. ï. ñòåïåíåé, åñëè äàæå îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòåïåíåé,

137



138 Ãëàâà 3. Îòíîñèòåëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü
ðàñïîëîæåííûõ íèæå 00. Äàëåå, â òåîðåìå 110 óñòàíîâëåíî, ÷òî èåðàð-õèÿ ñîáñòâåííûõ n-â. ï. ñòåïåíåé èíäóöèðóåò èåðàðõèþ n-CEA ñòåïåíåé,ðàñïîëîæåííûõ íèæå 00. Â òåîðåìå 111 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî n-CEA ñòåïåíèðàñïîëîæåíû ïëîòíî ñðåäè n-â. ï. ñòåïåíåé.
Òåîðåìà 109 Ñóùåñòâóåò 2-CEA ñòåïåíü a < 00, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåò-ñÿ !-â. ï. ñòåïåíüþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå îïèðàåòñÿíà òåîðåìó 5:4 èç ãëàâû 5 î ñóùåñòâîâàíèè íåïîëíîé d-â. ï. ñòåïåíè,ìàêñèìàëüíîé äëÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ !-â. ï. ñòåïåíåé. Äëÿ ïðÿìîãî äî-êàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñì. óïð. 3:1.Ïóñòü d < 00 òàêàÿ d-â. ï. ñòåïåíü, ÷òî èíòåðâàë (d;00) íå ñîäåðæèò!-â. ï. ñòåïåíåé (ñì. òåîðåìó 5:4). ßñíî, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ CEA(a) ñòåïå-íüþ äëÿ íåêîòîðîé â. ï. ñòåïåíè a � d, è ïî òåîðåìå Ñàêñà î ïëîòíîñòè(ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî a) ñóùåñòâóåò â. ï. îòíîñèòåëüíî a ñòå-ïåíü b òàêàÿ, ÷òî d < b < 00. Ïî âûáîðó ñòåïåíè d, ñòåïåíü b íå ÿâëÿåòñÿ!-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî è íàîáîðîò, äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî n > 1 ñóùåñòâóþò n-â. ï. ñòåïåíè, íå ÿâëÿþùèåñÿ (n � 1)-CEAñòåïåíÿìè.
Òåîðåìà 110 Ïóñòü n > 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå n-â. ï. ìíîæåñòâî D,÷òî ñòåïåíü D íå ñîäåðæèò (n� 1)-CEA ìíîæåñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. ..... �

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ d-â. ï. ìíîæåñòâà-ìè, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 2-CEA ñòåïåíè ïëîòíû ñðåäè d-â. ï. ñòåïåíåé.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d-â. ï. ìíîæåñòâà A è B òàêîâû, ÷òî B <T A.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~A è ~B â. ï. ìíîæåñòâà, àññîöèèðîâàííûå ñîîòâåòñòâåí-íî ñ A è B. Òàêèì îáðàçîì, ~A �T A; ~B �T B, è ìíîæåñòâà A è B â.ï. îòíîñèòåëüíî ~A è ~B ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü C = B � ~A. ßñíî, ÷òîC â. ï. îòíîñèòåëüíî â. ï. ìíîæåñòâà ~B �T C, ò. å. C ÿâëÿåòñÿ 2-CEAìíîæåñòâîì, è B �T C �T A. Åñëè B <T C <T A, òîãäà C ÿâëÿåòñÿèñêîìûì 2-CEA ìíîæåñòâîì, ðàñïîëîæåííûì ïî Ò-ñâîäèìîñòè ìåæäóB è A. Åñëè æå C Ò-ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ A èëè B, òî
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óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñàêñà î ïëîòíîñòè, ðåëÿòèâèçîâàííîéâ ïåðâîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ~B, âî âòîðîì - îòíîñèòåëüíîìíîæåñòâà ~A � ~B. Îáîáùàÿ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n � 2,Ð. Øîð (íåîïóáëèêîâàíî) äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
Òåîðåìà 111 Ïóñòü b < a - äâå n-â. ï. ñòåïåíè, n � 1. Ñóùåñòâóåòn-CEA ñòåïåíü d òàêàÿ, ÷òî b < d < a.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 1, òî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåòèç òåîðåìû ïëîòíîñòè äëÿ â. ï. ñòåïåíåé. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òîn > 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ñòåïåíè (ñì. óïð. 1:2)

an�1 � an�2 � : : : � a1 � a,
bn�1 � bn�2 � : : : � b1 � b;

÷òî an�1 è bn�1 â. ï., äëÿ êàæäîãî i, 1 � i � n� 2, ai= CEA(ai+1), bi =CEA(bi+1), a â. ï. îòíîñèòåëüíî a1 è b â. ï. îòíîñèòåëüíî b1.Ðàññìîòðèì u1 = b [ a1, îíà ÿâëÿåòñÿ CEA ñòåïåíüþ îòíîñèòåëüíî(n�1)- â. ï. ñòåïåíè b1[a2 (ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ n-CEA ñòïåïåíüþ).ßñíî, ÷òî b � b [ a1 � a.
- Åñëè b < b[a1 < a, òîãäà b[a1 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé n-CEA ñòåïåíüþ.
- Åñëè b = b [ a1, òîãäà (n � 1)-â. ï. ñòåïåíü a1 [ b1 � b, è îáå ñòå-ïåíè a è b ÿâëÿþòñÿ CEA(a1 [ b1) ñòåïåíÿìè. Èç òåîðåìû Ñàêñà îïëîòíîñòè (ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî a1 [ b1) òåïåðü ñëåäó-åò, ÷òî íåêîòîðàÿ CEA(a1 [ b1) ñòåïåíü d íàõîäèòñÿ ñòðîãî ìåæäóñòåïåíÿìè b è a.
- Åñëè a = b [ a1 è 1 6= n � 1, òî ðàññìàòðèâàåì u2 = b [ a2 èïîâòîðÿåì ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî i; 1 � i < n � 1; ÷òî ëèáî b < b [ ai < a(òîãäà b[ai ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé n-CEA ñòåïåíüþ), ëèáî b = b[ai (âýòîì ñëó÷àå èñêîìóþ n-CEA ñòåïåíü íàõîäèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìûÑàêñà î ïëîòíîñòè, ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî ai [ b1).
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Ñëó÷àé 2. b = b [ an�1, ãäå an�1 ÿâëÿåòñÿ â. ï. ñòåïåíüþ. Òåïåðü b < b [

an�2 � a; b è b [ an�2 ÿâëÿþòñÿ CEA ñòåïåíÿìè îòíîñèòåëüíî(n�1)-â. ï. ñòåïåíè b1[an�1, è ñíîâà ïî òåîðåìå Ñàêñà î ïëîòíîñòè(ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî b1 [ an�1) ñóùåñòâóåò CEA(b1 [
an�1) ñòåïåíü d, ðàñïîëîæåííàÿ ñòðîãî ìåæäó ñòåïåíÿìè b è a.ßñíî, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ n-CEA ñòåïåíüþ. �

Ýòó òåîðåìó íåëüçÿ óñèëèòü: ìåæäó äâóìÿ n-â. ï. ñòåïåíÿìè íå âñåãäàìîæåò íàõîäèòüñÿ íåêîòîðàÿ (n�1)-CEA ñòåïåíü. Íèæå â òåîðåìå 112 ìûäîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà n = 3; äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿñì. óïð. 1:2:
Òåîðåìà 112 Ñóùåñòâóþò òàêèå 3-â. ï. ìíîæåñòâà B <T A, ÷òî ïîòüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòè ìåæäó B è A íåò 2-CEA ìíîæåñòâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæå ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå îïèðàåòñÿíà òåîðåìó 119 (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 121 èç íå¼). Äëÿ ïðÿìîãî äîêàçà-òåëüñòâà ñì. óïð. 1:3.Ïóñòü u < v ñîáñòâåííî 3-â. ï. ñòåïåíè òàêèå, ÷òî ìåæäó ñòåïåíÿìè
u è v íå ñóùåñòâóåò d-â. ï. ñòåïåíè (ñì. òåîðåìó 64). Ïðåäïîëîæèì, äëÿïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ 2-CEA ñòåïåíü c, ÷òî
u � c � v. Ïî ñëåäñòâèþ 121 èìååì u < c < v. Òåïåðü èç òåîðåìû119 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ d- â. ï. ñòåïåíü b, ÷òî u < b � c,ïðîòèâîðå÷èå. �
Ñëåäñòâèå 113 2-CEA ñòåïåíè íå ïëîòíû â 3-â. ï. ñòåïåíÿõ.

Òåîðåìà 111 è ñëåäñòâèå 113 îáíàðóæèâàþò ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ðàç-ëè÷èå ìåæäó ñòðóêòóðàìè D2 è D3.
Ñëåäñòâèå 114 Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:8x8y(x > y ) 9z9u(x > z > y ^ z � u ^ z â. ï. îòíîñèòåëüíî
u ^ u â. ï.))Òîãäà D2 j= � è D3 6j= �.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðû D2 è D3 íå ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû,åñëè îòíîøåíèÿ �â. ï.� è �â. ï. îòíîñèòåëüíî� ðàâíîìåðíî îïðå-äåëèìû â îáåèõ ñòðóêòóðàõ. Èç óïð. 1:2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî òàê è äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ ñòðóêòóð Dn è Dm ïðè n 6= m.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî íå â. ï. �02-ìíîæåñòâà íå ìîãóòáûòü â. ï. îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç â. ï. ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ ìèíè-ìàëüíóþ ïàðó ñòåïåíåé, à íå â. ï. d-â. ï. ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü â.ï. îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ (íå îáÿçàòåëüíî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ),êîòîðûå òàêæå îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ ïàðó ñòåïåíåé. Íî, ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, ñóùåñòâóåò òàêîå 3-â. ï. ìíîæåñòâî, êîòîðîå â. ï. îòíîñèòåëüíîêàæäîãî èç ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ ìèíèìàëüíóþ ïàðó. Íàêîíåö, ïóíêò(iv) òåîðåìû óòâåðæäàåò, ÷òî ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ,åñëè âìåñòî ìíîæåñòâ ãîâîðèòü î ñòåïåíÿõ.

Òåîðåìà 115 (i) Íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå d-â. ï. ìíîæåñòâà Díå ìîãóò áûòü âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûìè îòíîñèòåëüíî íåâû-÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ A è B òàêèõ, ÷òî deg(A) \ deg(B) = 0.
(ii) Ïóñòü �02-ìíîæåñòâî C íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Åñëè íåâû-÷èñëèìûå â. ï. ìíîæåñòâà A è B òàêèå, ÷òî deg(A)\deg(B) = 0,òî C íå ìîæåò áûòü â. ï. îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç íèõ.
(iii) (R. Coles, R. Downey, è T. Slaman [ta]) Ñóùåñòâóþò òàêèå íå â. ï.3-â. ï. ìíîæåñòâî C è íåâû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà A è B, ÷òî Câ. ï. îòíîñèòåëüíî A è B, è deg(A) \ deg(B) = 0.
(iv) Ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà A;B è D, ÷òî D èìååò ñîá-ñòâåííóþ d-â. ï. ñòåïåíü, A è B â. ï. ìíîæåñòâà, D â. ï. îò-íîñèòåëüíî A, �D â. ï. îòíîñèòåëüíî B, è deg(A) \ deg(B) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü D = D1�D2 - íå â. ï. d-â. ï. ìíîæåñòâî, à Aè B òàêèå â. ï. ìíîæåñòâà, ÷òî D â. ï. îòíîñèòåëüíî A è B, è D â. ï. îò-íîñèòåëüíî A è B. Èç ïðåääîæåíèÿ 56 ñëåäóåò, ÷òî àññîöèèðîâàííîå ñ Dâ. ï. ìíîæåñòâî A(D) íåâû÷èñëèìî è Ò-ñâîäèòñÿ ê êàæäîìó èç ìíîæåñòâA è B, ïðîòèâîðå÷èå(ii) Ïóñòü C = limsCs, è C = dom�A = dom	B, ãäå A and B - íåêî-òîðûå â. ï. ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî D �T A;B, ÷òîC îêàæåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà D. Ïî-ýòîìó, åñëè C íå â. ï. ìíîæåñòâî, òîãäà D áóäåò íåâû÷èñëèìûì. Îòñþäàáóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñòåïåíè ìíîæåñòâ A è B íå îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþïàðó ñòåïåíåé.
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Ïóñòü Dv = fhs; xi : x � s � v & x =2 Cv &

8t � v8�8�(x 2 Ct & ��t (x) #! � 6� Av) & (x 2 Ct & 	�t (x) #! � 6� Bv)g:Èìååìa) x 2 C $ 9s � x(hs; xi =2 D), èb) hs; xi =2 D $ x > s _ 9v9� � A(x 2 Cv & ��v (x) # & x =2 [v0<vDv0).Èç ï. a) ñëåäóåò, ÷òî C â. ï. îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà D. Èç ï. b) ñëåäóåò,÷òî ! �D â. ï. îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A. Òàê êàê D â. ï. ìíîæåñòâî,òî D �T A. Àíàëîãè÷íî äëÿ D �T B.Òåïåðü âêðàòöå îïèøåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ï. (iv). Ïîñòðî-èì â. ï. ìíîæåñòâà A, B è d-â. ï. ìíîæåñòâî D, óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèìòðåáîâàíèÿì:Re : D 6= �Wee _We 6= 	De ;
Ne : �Ae = �Be = âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f ! f âû÷èñëèìà;

ãäå f(We;�e;	e)ge2! íåêîòîðàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ òðîåê, ñîñòîÿùèõ èç â. ï.ìíîæåñòâàW è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèîíàëîâ � è 	. Êðîìå òîãî,ñëåäóþùèì îáðàçîì äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî D â. ï. îòíîñèòåëüíî A, à �Dâ. ï. îòíîñèòåëüíî B. Êîãäà íåêîòîðîå ÷èñëî x íà øàãå s ïåðå÷èñëÿåòñÿâ D (èëè â �D), òîãäà íàçíà÷àåòñÿ íåêîòîðûé ìàðêåð �(x) (ñîîòâåòñòâåí-íî, �(x)), è ïîçäíåå íà íåêîòîðîì øàãå t ÷èñëó x ðàçðåøàåòñÿ ïîêèíóòüD (ñîîòâåòñòâåííî, �D), òîëüêî åñëè Ad�(x) 6= Atd�(x) (ñîîòâåòñòâåííîBd�(x) 6= Btd�(x)).ßñíî, ÷òî ýòî ïîçâîëèò ñäåëàòü D â. ï. îòíîñèòåëüíî A, à �D â. ï.îòíîñèòåëüíî B, à âûïîëíåíèå âñåõ òðåáîâàíèé ïîçâîëèò óñòàíîâèòü (iv).Â ÷àñòíîñòè, èìååì A 6�T B è B 6�T A. (Åñëè, íàïðèìåð, B �T A, òîãäàïî N -òðåáîâàíèÿì èìååì B �T ; è �D â. ï. îòíîñèòåëüíî B. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî deg(D) â. ï., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò R-òðåáîâàíèÿì.)Ñòðàòåãèè âûïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ òðåáîâàíèé î÷åâèäíû. Äëÿ âûïîë-íåíèÿ Ne-òðåáîâàíèé èñïîëüçóåì îáû÷íûé ìåòîä ìèíèìàëüíîé ïàðû.Äëÿ âûïîëíåíèÿ Re-òðåáîâàíèé âûáèðàåì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî x è äî-ñòàòî÷íî áîëüøîé ìàðêåð �(x) (òàê êàê â íà÷àëå êîíñòðóêöèè x 2 �D), èæäåì òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîì
D(x) = �Wee (x) & Wed'e(x) = 	Dd e'e(x)e d'e(x);
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è �(x) áîëüøå, ÷åì âñå çàïðåòû N -òðåáîâàíèé áîëüøåãî ïðèîðèòåòà. (Åñ-ëè ïåðâîå óñëîâèå íèêîãäà íå âûïîëíèòñÿ, òîãäà òðåáîâàíèå R óäîâëåòâî-ðåíî ïîñðåäñòâîì x, åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî �(x) âõîäèò â çàïðåò êàêîãî-íèáóäü N -òðåáîâàíèÿ, èìåþùåãî áîëüøèé ïðèîðèòåò, òîãäà âûáèðàåìíîâîå ÷èñëî). Çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd e;s'e;s(x), ïåðå÷èñëÿåì x â D, à�(x) â B, îïðåäåëÿåì �(x) äîñòàòî÷íî áîëüøèì è æäåì íàñòóïëåíèÿ òà-êîãî øàãà t, íà êîòîðîì

D(x) = �Wee (x) & Wed'e(x) = 	Dd e'e(x)e d'e(x):
Òîãäà óäàëÿåì x èç D, ïåðå÷èñëÿåì �(x) â A, è çàïðåùàåì èíòåðâàëDd e;t'e;t(x).Îáñóæäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé è ïîäðîáíàÿ êîíñòðóê-öèÿ ìíîæåñòâ A, B è D îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
�

Óïðàæíåíèÿ
1.1. Ïðèâåäèòå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 109, ïîñòðîèâ 2-CEAìíîæåñòâî, ñòåïåíü êîòîðîãî íèæå ;0 è íå ñîäåðæèò !-â. ï. ìíîæåñòâà.
1.2. Ïóñòü n > 2 - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîáùàÿ äîêà-çàòåëüñòâî òåîðåìû 112 ïîñòðîéòå òàêèå n-â. ï. ìíîæåñòâà B <T A, ÷òîïî òüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòè ìåæäó B è A íåò (n� 1)-CEA ìíîæåñòâ.
1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñòåïåíè a è b, ÷òî a < b, aâ. ï., b â. ï. îòíîñèòåëüíî a, íî íå ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà B 2 b,A 2 a, ÷òî A â. ï. è B â. ï. îòíîñèòåëüíî A.
1.4.
x2: Íîâûå ñâîéñòâà CEA n-â. ï. ñòåïåíåé.
Â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ (ñì., íàïð., òåîðåìó 119) íàì ïðè-äåòñÿ èìåòü äåëî ñ êîíñòðóêöèåÿìè, êîãäà â îðàêóëå íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå2-CEA ìíîæåñòâî A�WAe . Ïîýòîìó ìû íà÷íåì èçëîæåíèå ñ îáñóæäåíèÿíåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáîâ êîíñòðóêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì 2-CEA



144 Ãëàâà 3. Îòíîñèòåëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü
îðàêóëîâ, âïåðâûå ïðèìåíåííûõ â ðàáîòàõ Äæîêóøà è Øîðà [1984] èÕèíìàíà è ×îëàêà [1994]. Â ðåçóëüòàòå ìû ñìîæåì îðãàíèçîâàòü âû-÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì 2-ÑEA îðàêóëîâ òàêèì îáðàçîì, êàê áóäòî âîðàêóëå íàõîäèòñÿ òîëüêî d-â. ï. ìíîæåñòâà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u - íåêîòîðîå ÷èñëî, àD - êàêîå-íèáóäü d-â. ï. ìíî-æåñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ s0 < s1 < s2íåêîòîðîãî d-ïåðå÷èñëåíèÿ D, ÷òî Ds0du 6= Ds1du, íî òåì íå ìåíååDs0du = Ds2du, òîãäà D íèêîãäà íå ñîâïàäåò ñ Ds1 íà íà÷àëüíîì îòðåçêåäëèíû u, òàê êàê îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëå-ìåíòà y 2 (Ds1 �Ds0)du, ÷òî y 62 Ds2 . Íî D ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì,à çíà÷åíèå D(y) óæå äâàæäû èçìåíèëîñü ê øàãó s2, ïîýòîìó y ïîçäíååíå ñìîæåò âåðíóòüñÿ â D. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ÷èñëî u íàõîäèòñÿ íèæåçíà÷åíèÿ use-ôóíêöèè íåêîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ, òî ìû íå òîëüêî ñìîæåìñêàçàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå, ïðîäåëàííîå íà øàãå s1 ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì, íîäàæå òî, ÷òî ïîñëå øàãà s2 îíî íèêîãäà íå ñòàíåò âåðíûì âû÷èñëåíèåì.Êëþ÷åâàÿ èäåÿ èìèòàöèè ïîõîæåãî ïîâåäåíèÿ è äëÿ 2-CEA ìíîæå-ñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â îðàêóëå, ïðèíàäëåæèò Äæîêóøó è Øîðó [1984] èçàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìû óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåéuse-ôóíêöèè, îïðåäåëåííîå â ïðîöåññå íåêîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëü-çîâàíèåì â îðàêóëå 2-CEA ìíîæåñòâà D = A�WA, ñ òåì, ÷òîáû ñîîòâåò-ñòâóþùèé èíòåðâàë âêëþ÷àë è èíôîðìàöèþ î òîé ÷àñòè â. ï. ìíîæåñòâàA, êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â ïðîöåññå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðå÷èñ-ëåíèÿ ýëåìåíòîâ â ÷àñòèWA. Ýòî íàì ïîçâîëèò îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèÿñ 2-CEA îðàêóëîì ïîäîáíî âûøåîïèñàííîìó äëÿ 2-â. ï. îðàêóëà.×òîáû èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, íèæå ìûïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Åñëè â îðàêóëå íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî âè-äàX�Y , òî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè ïðè íåêîòîðîì âû÷èñëåíèè ÿâëÿåòñÿáîëüøåå èç äâóõ ÷èñåë âèäà 2u0 è 2u00 + 1, ãäå u0 è u00 - íàèáîëüøèå ýëå-ìåíòû, î ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ê ìíîæåñòâàì X è Yñïðàøèâàëîñü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì â ïîäîáíûõ ñèòó-àöèÿõ âìåñòî Xdu0 � Y du00 ìû ïèøåì (X � Y )du, è âìåñòî Xdu0 è Y du00ïèøåì ïðîñòî Xdu è Y du.
Îïðåäåëåíèå 26 Ïóñòü Wi �WWij òàêîå 2-CEA ìíîæåñòâî, ÷òî�(Wi �WWij ;x)#[s]. Òîãäà
'+(Wi �WWij ;x; s) = max(f'(Wi �WWij ;x)[s]g [f'j(Wi; y)[s] : y 2 WWij [s]d'(Wi �WWij ;x)[s] g):
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Åñëè �(Wi �WWij ;x)#; òî ïóñòü
'+(Wi �WWij ;x) = max(f�(Wi �WWij ;x)g [f'j(Wi; y) : y 2 WWij d'(Wi �WWij ;x) g):

Åñëè A = Wi, W = Wj äëÿ íåêîòîðûõ i; j, òî ïèøåì '+(A�WA;x; s):
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïèøåì WA[s]d'+(A � WA;x; s) âìåñòîWA[s]d'(A � WA;x)[s]; èëè, òî÷íåå, âìåñòî WA[s], îãðàíè÷åííîãîíàèáîëüøèì èç u00 òàêèõ, ÷òî ÷èñëî 2u00 + 1 èñïîëüçîâàëîñü ïðèâû÷èñëåíèè �(A�WA;x)[s]:
Äàëåå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ "õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè"äëÿ 2-CEA ìíîæå-ñòâà A�WA, íàõîäÿùåãîñÿ â îðàêóëå, ìû èñïîëüçóåì hat trick . Â äàííîìêîíòåêñòå ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü øàãîâ s0 < s1 < : : :, íà êîòîðûõ àïïðîêñèìàöèÿ A�WA[si]îðàêóëà âåäåò ñåáÿ òàêæå, êàê è ñàì îðàêóë A�WA.

Îïðåäåëåíèå 27 Ïóñòü ìíîæåñòâî WAe âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îò-íîñèòåëüíî íåêîòîðîãî â. ï. ìíîæåñòâà A, è ïóñòü fAsgs2! è fWAe;sgs2!âû÷èñëèìûå àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ A è WAe . ÎïðåäåëèìŴAe [s] =fx : �̂e(A;x)[s]# g:
Òåïåðü hat trick ñëåäóþùèì îáðàçîì ïîçâîëÿåò íà A-èñòèííûõ øàãàõêîíñòðóêöèè ïîëó÷èòü õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ è äëÿ A�WAe : íà êàæ-äîì A-èñòèííîì øàãå s ìû áóäåì èìåòü ŴAe [s] � WA. Òàê êàê ìíîæåñòâîA è ìíîæåñòâî åãî èñòèííûõ øàãîâ î÷åâèäíî èìåþò îäèíàêîâóþ òüþ-ðèíãîâóþ ñòåïåíü, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü â. ï. îïåðàòîð We íåêîòîðûìäðóãèì â. ï. îïåðàòîðîìWf(e), òàêèì, ÷òîWAf(e) = WAe èWAf(e)[s] � WAe íàêàæäîì A-èñòèííîì øàãå s. Î÷åâèäíî, ýòà ïðîöåäóðà çàìåíû ïðîâîäèò-ñÿ ðàâíîìåðíî ïî (ôèêñèðîâàííîìó) íîìåðó ìíîæåñòâà A â íóìåðàöèèâ. ï. ìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ïî äàííûì A è W ìû ïîä ìíîæåñòâîìA�WA ìîæåì ïîäðàçóìåâàòü ìíîæåñòâî A�ŴA. Äðóãèìè ñëîâàìè, áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ïîëàãàåì, ÷òî íà êàæäîì A-èñòèííîì øàãås èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå WA[s] � WA: Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäó-åò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ �(A �WA) âñþäó îïðåäåëåíà, òîãäà äëÿ êàæäîãîx 2 ! ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ øàãîâ s, íà êîòîðûõ((A � WA)d'+(x))[s] = (A � WA)d'+(x) (â ñèëó òîãî, ÷òî WA[s]d'(x)
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ïðèíèìàåò ñâîå èñòèííîå çíà÷åíèå íà êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì A-èñòèííîì øàãå).

Íèæå â ïðåäëîæåíèè 116 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæå-ñòâî A îäíîâðåìåííî è !-â. ï. è 2-CEA, òî åãî ñòåïåíü îáÿçàíà áûòü d-â.ï. ñòåïåíüþ. Èç òåîðåìû 119 ñëåäóåò, ÷òî ýòî âåðíî íå òîëüêî äëÿ ìíî-æåñòâ, íî è äëÿ ñòåïåíåé: åñëè ñòåïåíü îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è !-â. ï.ñòåïåíüþ è 2-CEA ñòåïåíüþ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ñòåïåíüþ.
Ïðåäëîæåíèå 116 Ïóñòü A â. ï. ìíîæåñòâî, à !-â. ï. ìíîæåñòâîC �T A âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî A (ò. å. C ÿâëÿåòñÿA-CEA ìíîæåñòâîì). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D,÷òî C �T A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = WAe , ãäå WAe = dom(�e(A)), è A �T WAe .Òàê êàê C !-â. ï. ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèèg è f , ÷òî äëÿ âñåõ x,

WA(x) = lims g(s; x) è js : g(x; s+ 1) 6= g(x; s)j � f(x):
Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì d-â. ï. ìíîæåñòâî V :Äëÿ êàæäîãî x 2 ! æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s0, ÷òî �e(A;x)#[s]è g(x; s) = 1, è ïåðå÷èñëÿåì <x; 0> â Vs0 . Åñëè ïîçäíåå íà íåêîòîðîìøàãå t0 > s0 îêàæåòñÿ, ÷òî

Atd'e(A;x)[s] 6= Asd'e(A;x)
è g(x; t0) = 0, òî <x; 0> èç Vt0 óäàëÿåì. Äàëåå, æäåì íàñòóïëåíèÿ íîâîãîøàãà s1 òàêîãî, ÷òî ñíîâà �e(A;x)#[s1] (ñ íîâûì çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè'e(A;x)[s1]) è g(x; s1) = 1, òîãäà ñíîâà ïåðå÷èñëÿåì <x; 1> â V . Ïðî-äîëæàåì ýòîò ïðîöåññ, ïåðå÷èñëÿÿ íîâûå ÷èñëà <x; j> íà òåõ øàãàõ sj,êîãäà �e(A;x)#[sj] ñ íîâûì çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè, g(x; sj) = 1, è óäà-ëÿÿ ýòè ÷èñëà èç V íà òåõ øàãàõ tj, êîãäà �e(A;x), îïðåäåëåííîå íà øàãåsj, ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì íà øàãå tj, è g(x; tj) = 0.ßñíî, ÷òî òàê ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì.ßñíî òàêæå, ÷òî V �T A�WAe , òàê êàê ëèáî f<x; j> : j 2 !g[V = ;, ëèáîåäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì V [x] ÿâëÿåòñÿ <x; j>, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåòèñòèííîìó çíà÷åíèþ �e(A;x).
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Òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî WAe �T V . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè<x; i> 2 V äëÿ íåêîòîðîãî i � f(x), òî x 2 WAe ; åñëè æå òàêîãî i íåñóùåñòâóåò, òîãäà x 62 WAe . Òàêèì îáðàçîì, C �T A�WAe �T A� V . �
Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê òåîðåìå 119, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ê ïðåä-ëîæåíèþ 116 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 117 Äëÿ âñåõ n > 1, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî (n + 1)-â. ï. ñòåïåíüþ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-â. ï. ñòåïåíü b < a, ÷òî âèíòåðâàëå ìåæäó b è a íåò â. ï. ñòåïåíåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > 1 è A ÿâëÿåòñÿ (n + 1)-â. ï. ìíîæåñòâîì.Ñóùåñòâóåò n-â. ï. ìíîæåñòâî ~A, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî A ÿâëÿåòñÿ ~A-CEA ìíîæåñòâîì (ñì. óïð. 1:1.) ßñíî, ÷òî ~A <T A: Ïðåäïîëîæèì, ÷òîñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî W , ÷òî ~A �T W <T A. Òîãäà A ÿâ-ëÿåòñÿ W -CEA ìíîæåñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, 2-CEA. Íî òîãäà, ïî ïðåä-ëîæåíèþ 116, Ò-ñòåïåíü A ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ñòåïåíüþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû. �

Åñëè ñòåïåíè a è b òàêîâû, ÷òî a < b è ìåæäó ñòåïåíÿìè a è b íåòñòåïåíåé èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ñòåïåíåé A, òî ãîâîðÿò, ÷òî a èçî-ëèðóåò b (èëè b èçîëèðîâàíà a) îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè A. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n > 1, êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ (n + 1)-â. ï. ñòåïåíüèçîëèðîâàíà îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè â. ï. ñòåïåíåé íåêîòîðîé n-â. ï.ñòåïåíüþ, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåé. ×òî êàñàåòñÿ èçîëèðîâàííîñòè îòíîñè-òåëüíî äðóãèõ êëàññîâ ìíîæåñòâ, îòíîñÿùèìñÿ ê áîëåå âûñîêèì óðîâíÿìèåðàðõèè Åðøîâà, Êóïåð è Éå [1993, òåîðåìà 3:1] äîêàçàëè, ÷òî åñëè Bÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì, à â. ï. ìíîæåñòâî A <T B, òî ñóùåñòâóåòòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî C, ÷òî A <T C <T B: Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîåâ. ï. ìíîæåñòâî íå ìîæåò èçîëèðîâàòü d-â. ï. ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîñîâîêóïíîñòè d-â. ï. ñòåïåíåé. Áîëåå òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ 116 ëåãêî ñëå-äóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n > 1, îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè d-â. ï. ñòåïåíåéíèêàêîå â. ï. ìíîæåñòâî íå ìîæåò èçîëèðîâàòü (n+ 1)-â. ï. ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 118 Ïóñòü n � 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n-â. ï. ìíîæåñòâà B èâ. ï. ìíîæåñòâà A, åñëè A <T B, òî ñóùåñòâóåò òàêîå d-â. ï. ìíî-æåñòâî C, ÷òî A <T C <T B:
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Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n: Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èçòåîðåìû Ñàêñà î ïëîòíîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ â. ï. ñòåïåíåé. Òåïåðü ïóñòüB ÿâëÿåòñÿ (n + 1)-â. ï. ìíîæåñòâîì, n > 0, è ïóñòü A <T B íåêîòîðîåâ. ï. ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò n-â. ï. ìíîæåñòâî ~B �T B, îòíîñèòåëüíîêîòîðîãî B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî A� ~B òàêæån-â. ï. Åñëè A <T A� ~B, òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåòòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî C, ÷òî A <T C <T A� ~B � B: Åñëè æåA �T A � ~B, òîãäà (n + 1)-â. ï. ìíîæåñòâî B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîîòíîñèòåëüíî â. ï. ìíîæåñòâà A <T B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ116 ìíîæåñòâî B èìååò 2-â. ï. ñòåïåíü. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìûñëåäóåò èç óïîìÿíóòîãî âûøå ðåçóëüòàòà Êóïåðà è Éå. �
Òåîðåìà 119 Ïóñòü C - !-â. ï. ìíîæåñòâî, à A - â. ï. ìíîæåñòâî.Åñëè C �T A �WA, òî ñóùåñòâóåò òàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D, ÷òîC �T D �T A�WA:
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ !-â. ï. ìíîæåñòâîì, òîñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè f(s; x) è g(x), ÷òî äëÿ êàæäîãîx, lims!1 f(s; x) = C(x) è jf s : f(s+ 1; x) 6= f(s; x) gj < g(x):

Ïóñòü C = �(A � WA): Íèæå äëÿ êðàòêîñòè ìû îïóñêàåì îðàêóëA � WA â çàïèñè � è '. Äëÿ ôóíêöèîíàëà � ìû ñ ïîìîùüþ ôóíê-öèè '+ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿåì ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ use-ôóíêöèè:
u(x; s) =

8>>><>>>:
"; åñëè �(A�WA;x) 6= f(x))[s];u(x; t); åñëè 9t < s(((A�WA)d'+(x))[t]= ((A�WA)d'+(x))[s]),max(f'+(x)[t] + 1 : t � s g; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Çàìåòèì, ÷òî

u(x; s) = u(x; t)() ((A�WA)d'+(x))[t] = ((A�WA)d'+(x))[s];
Ñëåäóþùèì îáðàçîì ñòðîèì èñêîìîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D: äëÿ êàæ-äîãî x 2 !, æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s0, ÷òî (�(A � WA;x) =f(x))[s0] = 1; è òîãäà ïåðå÷èñëÿåì <x; 1; 0> â Ds0 : Äàëåå, æäåì íàñòóï-ëåíèÿ òàêîãî øàãà t0 > s0, ÷òî (�(A�WA;x) = f(x))[t0] = 0: Åñëè òàêîé
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øàã íàéäåòñÿ, òî ïåðå÷èñëÿåì <x; 0; 0> â Dt0+1: Åñëè ïîçäíåå íàñòóïèòíîâûé øàã s1 òàêîé, ÷òî (�(A � WA;x) 6= f(x))[s1] = 1; òîãäà ìû ïå-ðå÷èñëÿåì â ìíîæåñòâî Ds1 ÷èñëî <x; 1; 1>: Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ,íà øàãàõ sj < tj ïîïåðåìåííî äîáàâëÿÿ âî ìíîæåñòâî D ëèáî ìàðêåð<x; 1; j> (íà øàãå sj, íà êîòîðîì (�(A �WA;x) 6= f(x))[sj] = 1); ëèáîìàðêåð <x; 0; j> (íà øàãå tj, íà êîòîðîì (�(A�WA;x) 6= f(x))[tj] = 0):Ïðè íàëè÷èè äâóõ øàãîâ s < s0 òàêèõ, ÷òî u(x; s) = u(x; s0+1) 6= u(x; s0);èç ìíîæåñòâà D óáèðàåì âñå ìàðêåðû, ïåðå÷èñëåííûå â íåãî íà øàãàõt; s < t � s0.

ßñíî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ d-â. ï. ìíîæåñòâîì. Êðîìå òîãî, C �T D; òàêêàê äëÿ êàæäîãî x ìû ñ ïîìîùüþ îðàêóëà D ìîæåì íàéòè íàèáîëüøååj < g(x) òàêîå, ÷òî ëèáî <x; 0; j> 2 D ëèáî <x; 1; j> 2 D: Òîãäà x 2Còîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà <x; 1; j> 2 D: (Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òîC �tt D, à åñëè C ÿâëÿåòñÿ n-â. ï. ìíîæåñòâîì äëÿ íåêîòðîãî n < !; òîC �btt D:)
Äîêàæåì, ÷òî D �T A�WA: Ïóñòü <x; i; j> 2 !: Èñïîëüçóÿ hat trickîïðåäåëèì s êàê íàèìåíüøèé øàã òàêîé, ÷òî

(A�WA)d'+(x))[s] = (A�WA)d'+(x); è
�(A�WA;x)[s] = f(x))[s] = C(x):Òàê êàê C �T A�WA; òî s ìîæíî íàéòè ðàâíîìåðíî ïî x, çíàÿ A�WA:

Äîêàæåì, ÷òî<x; i; j> 2 D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà<x; i; j> 2 Ds:Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ øàãîâ s0 > s, ÷òî u(x; s) =u(x; s0): Ïîýòîìó âñå ìàðêåðû äëÿ x, ïåðå÷èñëåííûå â D ïîñëå øàãà s, èçíåãî óäàëÿþòñÿ, ïîýòîìó <x; i; j> 2 D âëå÷åò <x; i; j> 2 Ds:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå <x; i; j>, ÷òî<x; i; j> 2 Ds, íî ïîçäíåå, íà íåêîòîðîì øàãå t > s, <x; i; j> óäàëÿåòñÿèç D. Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî <x; i; j> íà ñàìîì äåëå áûëî ïå-ðå÷èñëåíî â D íà øàãå s. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàìåíèòü sïîñëåäíèì øàãîì òàêèì, ïåðåä êîòîðûì áûëî ñîâåðøåíî íåêîòîðîå äåé-ñòâèå.) ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé øàã v < s, ÷òî u(x; t) = u(x; v) è,ñëåäîâàòåëüíî,
((A�WA)d'+(x))[t] = ((A�WA)d'+(x))[v]:
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Çàìåòèì, ÷òî u(x; s) 6= u(x; v); òàê êàê <x; i; j> íå óäàëÿåòñÿ èç D íàøàãå s: Åñëè u(x; v) < u(x; s); òîãäà, òàê êàê (Ad�+(x))[v] = (Ad�+(x))[t];äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðûé y 2 WA[s] �WA[v]. Òàê êàê y óäàëÿ-åòñÿ èç WA íà øàãå t, à A ÿâëÿåòñÿ â. ï. ìíîæåñòâîì, òî Asd'+(x)[s] 6=Atd'+(x)[s]; â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Asd'+(x)[s] = Ad'+(x)[s]: Åñëèu(x; s) < u(x; v); òîãäà äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðûé w < v òàêîé,÷òî ((A � WA)d'+(x))[s] = ((A � WA)d'+(x))[w]: (Èíà÷å u(x; v) + 1 �u(x; s); ïî îïðåäåëåíèþ u.) Àíàëîãè÷íî, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîéy 2 WA[v] � WA[s]; ÷òî Avd'+(x)[v] 6= Asd'+(x)[v] è, ñëåäîâàòåëüíî,Avd'+(x)[v] 6= Atd'+(x)[v]; ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî u(x; v) = u(x; s):Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.�
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî d-â. ï. ìíîæåñòâî D, ïîñòðîåííîå â ýòîéòåîðåìå, ñàìî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A, à íåòîëüêî èìååò A-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìóþ ñòåïåíü. Äåëî â òîì, ÷òî ìàð-êåð, ñâÿçàííûé ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì x, âûáðàñûâàåòñÿ èç D òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò êàêîå-íèáóäü èçìåíåíèå íèæå çíà÷åíèÿ use-ôóíêöèèíåêîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ '+(A � WA;x)[s], ÷òî âûíóæäàåò âåðíóòüñÿ êòîìó ñîñòîÿíèþ A�WA, êîòîðîå áûëî â òîò ìîìåíò, êîãäà ýòîò ìàðêåðïåðå÷èñëÿëñÿ â D. Íî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â ðåçóëüòàòå êàêîãî-íèáóäü èçìåíåíèÿ â A, ïðîèçîøåäøåãî íèæå çíà÷åíèÿ use-ôóíêöèè íåêî-òîðîãî âû÷èñëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà øàãå, êîãäà ýòîò ýëåìåíò áûë ïå-ðå÷èñëåí â D. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 120 Ïóñòü !-â. ï. ìíîæåñòâî C Ò-ýêâèâàëåíòíî íåêîòî-ðîìó A-CEA ìíîæåñòâó, ãäå A - â. ï. ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâî D òàêîå, ÷òî C �T D è D â. ï. îòíîñèòåëüíîìíîæåñòâà A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïîëîæèòü C �TA�WA. Òîãäà D �T C, ïîýòîìó C �T D:�Èç òåîðåìû 119 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 121 Ëþáàÿ !-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìàÿ 2-CEA ñòåïåíü ÿâ-ëÿåòñÿ d-â. ï. ñòåïåíüþ.
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Óïðàæíåíèÿ
2.1. Äîêàæèòå ïóíêò 2 òåîðåìû ??. Óêàçàíèå. Îáîáùèòå äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû ?? Theorem 3.6.
2.2. Ïðèâåäèòå íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 119 ïî ñëåäóþùåé ñõå-ìå: ïóñòü ìíîæåñòâà A è C êàê â òåîðåìå 119, à B - Ò-ýêâèâàëåíòíîå CA-CEA ìíîæåñòâî. Ñíà÷àëà ïîñòðîéòå !-â. ï. ìíîæåñòâî D �T B, êîòî-ðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ A-CEA ìíîæåñòâîì, à ïîòîì ïðèìåíèòå ïðåäëîæåíèå116.
x3: CEA è d-â. ï. ñòåïåíè

Òåîðåìà 122 Ïóñòü A - òàêîå íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî, ÷òîA0 �T ;0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B �T A òàêîå, ÷òî B â. ï.îòíîñèòåëüíî A è Ò-ñòåïåíü ìíîæåñòâà B íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-ìà.
Âîïðîñ 123 Äëÿ êàêèõ â. ï. ñòåïåíåé a < c ñóùåñòâóåò òàêàÿ d-â. ï.ñòåïåíü b > a, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ CEA ñòåïåíüþ îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè
a è ðàñïîëîæåíà íèæå c?
Ïðåäëîæåíèå 124 Ïóñòü c < h òàêèå â. ï. ñòåïåíè, ÷òî c ÿâëÿåòñÿíèçêîé, à h âûñîêîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå â. ï. ñòåïåíü a < h,÷òî a ÿâëÿåòñÿ CEA ñòåïåíüþ îòíîñèòåëüíî c.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íóæíî âíåñòè â äîêàçà-òåëüñòâî Ñîàðà è Ñòîáà [1982]. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî c00 = h0. Îòñþ-äà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî h ôóíêöèÿ k,÷òî k ìàæîðèðóåò âñå âû÷èñëèìûå îòíîñèòåëüíî c ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì÷åðåç H â. ï. ìíîæåñòâî, ñòåïåíü êîòîðîãî åñòü h, è ïóñòü e òàêîå ÷èñëî,÷òî �He = k. Îïðåäåëèì g(x; s) = �e(H;x)[s], åñëè ïîñëåäíåå îïðåäåëå-íî, è g(x; s) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (êàê îáû÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî�e(H;x)[s] < s). ßñíî, ÷òî g âû÷èñëèìà, lims g(x; s) = k(x), è ýòîò ïðåäåëäîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïîñëå k(x) (ò. å. �s(8t > sfg(x; s) = g(x; t)g) > k(x)). Ñ
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ïîìîùüþ îðàêóëà H ìû ìîæåì îïðåäåëèòü øàã s, ïîñëå êîòîðîãî g(x; s)íå èçìåíèòñÿ. Òåïåðü óòî÷íÿåì êîíñòðóêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîãäàíàì êàæåòñÿ, ÷òî íàñòóïèëà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû äîëæíû ïîëîæèòüxsi�1 â A(B) (íàïîìèíàåì, ÷òî Ñîàð è Ñòîá ñòðîÿò äâà ìíîæåñòâà, A èB, îäíî èç êîòîðûõ èìååò íóæíóþ ñòåïåíü a) ñ íåêîòîðîé àññîöèèðî-âàííîé àêñèîìîé, ìû çàïðåùàåì A(B) íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå èæäåì èçìåíåíèÿ g(xsi�1; t). Åñëè îíà èçìåíèòñÿ äî òîãî, êàê èçìåíèòñÿ Câ çàïðåùåííîì èíòåðâàëå, òî êëàäåì xsi�1 â A(B). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåäåéñòâóåì â òî÷íîñòè êàê ó Ñîàðà è Ñòîáà [1982].
Òåîðåìà 125 Äëÿ âñåõ âûñîêèõ â. ï. ñòåïåíåé h < g ñóùåñòâóåò ñîá-ñòâåííàÿ d-â. ï. ñòåïåíü a òàêàÿ. ÷òî h < a < g è a â. ï. îòíîñèòåëü-íî h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H 2 h è G 2 g - â. ï. ìíîæåñòâà. Ìû ïîñòðîèìòàêîå d-â. ï. ìíîæåñòâîD, ÷òî A = H�D áóäåò îáëàäàòü âñåìè íóæíûìèñâîéñòâàìè, à èìåííî, A â. ï. îòíîñèòåëüíî H, A �T G è ñòåïåíü A íåâû÷èñëìî ïåðå÷èñëèìà.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ, ìû ìíîæåñòâî D ñòðîèì, óäî-âëåòâîðÿÿ äëÿ âñåõ e òðåáîâàíèÿì

Re : D 6= �Wee _We 6= 	H�De ;
ãäå f(We;�e;	e)ge2! åñòü íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ âîç-ìîæíûõ òðîåê, ñîñòîÿùèõ â. ï. ìíîæåñòâà W è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõôóíêöèîíàëîâ � è 	. Êðîìå òîãî, óñëîâèå A �T G ìû âûïîëíÿåì ñïîìîùüþ ìåòîäà ðàçðåøåíèÿ.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé ìû èñïîëüçóåì ñòðàòåãèþ, èñ-ïîëüçîâàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ... ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè.Îñíîâíîé ñòðàòåãèåé äëÿ òðåáîâàíèÿ Re áåç óñëîâèÿ A �T G è ïðèîòñóòñòâèè H-èçìåíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ òåîðåìû 61: äëÿ óäîâëåòâî-ðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Re ìû áåðåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ x èæäåì òàêîãî øàãà s, ÷òî

Ds(x) = �Wee d'e(x)[s] ^Wed'e(x)[s] = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x)[s];
äàëåå çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd e;s'e;s(x), êëàäåì x â D è æäåì íîâîãîøàãà s0, íà êîòîðîì
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Ds0(x) = �Wee d'e(x)[s0] ^Wed'e(x)[s0] = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x)[s0]:

Òîãäà óäàëÿåì x èç D è çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd e;s0'e;s0(x).Åñëè Hd e;s'e;s(x) íå èçìåíèòñÿ ïîñëå øàãà s, òîãäà òðåáîâàíèå Reóäîâëåòâîðåíî ïîñðåäñòâîì x. Òåïåðü êàê â òåîðåìå ... íàëàãàåì �íåÿâ-íûå� îãðàíè÷åíèÿ íà H, ïûòàÿñü ïîêàçàòü, ÷òî G �T H ïîñðåäñòâîìôóíêöèîíàëà �e. Äåëàåì áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïûòîê óäîâëåòâîðèòü Reïîñðåäñòâîì !-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �öèêëîâ�, ãäå êàæäûé öèêë äåéñòâó-åò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Âûáèðàåì åùå íå èñïîëüçîâàííîãî ñâèäåòåëÿ xk, áîëüøåãî âñåõ äîñèõ ïîð óïîìÿíóòûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè ÷èñåë.
2. Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîì

D(xk) = �Wee d'e(xk) ^Wed'e(xk) = 	(H�D)d e'e(xk)e d'e(xk):
(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ñëó÷èòñÿ, òîãäà òðåáîâàíèå Re óäîâëåòâîðåíîïîñðåäñòâîì xk.)3. Çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd e;s'e;s(xk).4. Îïðåäåëÿåì �He (k) = Gs(k) ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè e(k) = e;s'e;s(xk), è îòêðûâàåì öèêë k + 1 äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðàáîòû ñöèêëîì k.

5. Æäåì èçìåíåíèÿ G(k) íà íåêîòîðîì øàãå s0.
6. Îñòàíàâëèâàåì öèêëû k0 > k, êëàäåì xk â D.7. Æäåì òàêîãî øàãà s00, ÷òî

D(xk) = �Wee d'e(xk) ^Wed'e(xk) = 	(H�D)d e'e(xk)e d'e(xk):
8. Óäàëÿåì xk èç D è çàïðåùàåì Dd e;s00'e;s00(xk).
Êàê òîëüêî íà íåêîòîðîì öèêëå îáíàðóæèòñÿ Hd e;s'e;s(xk)-èçìåíåíèå ïîñëå øàãà s, óíè÷òîæàåì âñå öèêëû k0 > k, îñòàâëÿåì èõôóíêöèîíàëû íåîïðåäåëåííûìè è âîçâðàùàåìñÿ ê ýòàïó 2.
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Ýòîò ìîäóëü èìååò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå âûõîäû:(A) Â êîíå÷íîì èòîãå êàæäûé öèêë k ëèáî íàõîäèòñÿ íà ýòàïå 5â áåñêîíå÷íîì îæèäàíèè G(k)-èçìåíåíèÿ, ëèáî ïîñëå ýòàïà 6 ïîëó÷à-åò Hd e;s'e;s(xk)-èçìåíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå �He = G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòóñëîâèþ òåîðåìû.(B) Íåêîòîðûé (íàèìåíüøèé) öèêë k0 áåñêîíå÷íî îæèäàåò íà ýòàïå2, 7, èëè 8. Òîãäà òðåáîâàíèå Reóäîâëåòâîðåíî íà öèêëå k0.(C) Íåêîòîðûé (íàèìåíüøèé) öèêë k0 ïîëó÷àåò áåñêîíå÷íî ìíîãî H-èçìåíåíèé ïîñëå ýòàïà 2. Òîãäà ëþáî �Wee , ëèáî 	H�De íå âñþäó îïðåäå-ëåí, è ñíîâà òðåáîâàíèå Re óäîâëåòâîðåíî íà öèêëå k0.Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ìû äîáèëèñü óñïåõà â óäîâëåòâîðåíèè òðåáîâà-íèÿ Re ÷åðåç âûõîäû (B) èëè (C), ëèáî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíîãîöèêëîâ, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò òàêèå G-èçìåíåíèÿ, ÷òî Hd e;s'e;s(xk)ïîñëå ýòàïà 6 íå ìåíÿåòñÿ. Èìåÿ ýòî ââèäó, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþóñëîâèÿ "A â. ï. îòíîñèòåëüíî H".Ñ ýòîé öåëüþ ìû èñïîëüçóåì îáû÷íûé ïîäõîä, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ âñëåäóþùåì. Êîãäà íåêîòîðûé ñâèäåòåëü xk íà øàãå s ïåðå÷èñëÿåòñÿ â D,íàçíà÷àåì îïðåäåëåííûé ìàðêåð �(xk). Òåïåðü xk ðàçðåøàåòñÿ ïîêèíóòüA íà øàãå t > s òîëüêî åñëè Hd�(xk) 6= Htd�(xk).ßñíî, ÷òî ýòî îáåñïå÷èò âû÷èñëèìóþ ïåðå÷èñëèìîñòü A îòíîñèòåëü-íî H. Íî òåïåðü òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî Hd�(xk)-èçìåíåíèåìîæåò çà ñîáîé ïîâëå÷ü Hd e;s'e;s(xk)-èçìåíåíèå ïîñëå øàãà s0 and soafter step 6 (åñëè �(xk) �  e;s'e;s(xk)), ÷òî ðàçðóøèò íàøó àòàêó Re ñïîìîùüþ ñâèäåòåëÿ xk.Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî åñëè âûõîäû (B) èëè (C) íå èìåþò ìåñòà, òî-ãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ öèêëîâ k, íà êîòîðûõ G(k) ïîñëåøàãà s ìåíÿåòñÿ, à Hd e;s'e;s(xk) ïîñëå øàãà ïóíêòà 6 íå ìåíÿåòñÿ. Òå-ïåðü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî âûñîêèõ ñòåïåíåé ïîçâîëÿåò îïðåäå-ëèòü ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ �, êîòîðàÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãîk0, êàæäûé öèêë k > k0 ïîëó÷àåò Hd�(xk)-èçìåíåíèå ïîñëå øàãà m = s00ïóíêòà 7.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî öèêëà k > k0 ìû ïîëó÷àåì G(k)-èçìåíåíèå â ïóíêòå 5, íå èìååì Hd e;s'e;s(xk)-èçìåíåíèé ïîñëå ïóíêòà 6,è Hd�(xk)-èçìåíåíèå ïîñëå ïóíêòà 7. Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ óäî-âëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Re â öèêëå k.Ïî òåîðåìå Ðîáèíñîíà [1968] ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî
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H 2 h è òàêîå ïåðå÷èñëåíèå fHsgs2! ìíîæåñòâà H, ÷òî ôóíêöèÿ

cH(x) = (�s > x)[Hsdx = Hdx]
äîìèíèðóåò âñå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.Òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ôóíêöèè � èm : êàæäûé öèêëk âûïîëíÿåòñÿ êàê ïðåæäå, íî ñî ñëåäóþùèì ïóíêòîì 612 , âûïîëíÿåìûìïîñëå ïóíêòà 6:
612 : a) Ïóñòü �(xk) îçíà÷àåò ÷èñëî, áîëüøåå âñåõ óïîìÿíóòûõ ê äàííî-ìó øàãó â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, îíî áîëüøåìàêñèìóìà âñåõ äåéñòâóþùèõ çíà÷åíèé 	e-use ôóíêöèé.b) Ïóñòü p is òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÷òî m(p) íå îïðåäåëåíî.Îïðåäåëèì m(p) ðàâíûì ïåðâîìó øàãó t > s (åñëè òàêîé øàã ñó-ùåñòâóåò) òàêîìó, ÷òî ëèáî

Htd e;s'e;s(xk) 6= Ht�1d e;s'e;s(xk);
ëèáî

Dt(x) = �Wed'e(x)e (x)[t] ^Wed'e(x)[t] = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x)[t]:
(ýòî - ïóíêò 7 k-ãî öèêëà).

ßñíî, ÷òî �(xk) � p. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè m(p) íå îïðåäåëåíîäëÿ íåêîòîðîãî (íàèìåíüøåãî) p, òîãäà òðåáîâàíèå Re óäîâëåòâîðåíî íàöèêëå k, íà êîòîðîì áûëî íà÷àòî îæèäàíèå çíà÷åíèÿ m(p).Åñëèm âñþäó îïðåäåëåíà, òîã8äà cH(p) > m(p) äëÿ âñåõ p � íåêîòîðî-ãî p0. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî p èìååì Hm(p)dp 6= Hdp. Åñëè m(p) îïðåäåëåíîíà öèêëå k, òîãäà �(xk) � p. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hm(p)d�(xk) 6= Hd�(xk)for äëÿ k � íåêîòîðîãî k0. Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî Hd e;s'e;s(xk) ïîñëåïóíêòà 6 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k íå èçìåíèòñÿ. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî kèìååì m(p) = s00 (øàã ïóíêòà 7). Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå òàêèå öèêëû ïîñëåïóíêòà 7 ïîëó÷àþò æåëàííûå Hd�(xk)-èçìåíåíèÿ.Òåïåðü êàæäûé öèêë k äåéñòâóåò êàê ïðåæäå, íî ñ ïóíêòîì 612 , âëî-æåííûì ìåæäó ïóíêòàìè 6 è 7, à òàêæå ñî ñëåäóþùèì ïóíêòîì, âëî-æåííûì çà ïóíêòîì 7:
712 : Æäåì èçìåíåíèÿ Hd�(xk), è òîãäà äåéñòâóåì äàëüøå.
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Ýòî íàì ïîçâîëèò ñäåëàòü A â. ï. îòíîñèòåëüíî H.Òåïåðü äîáüåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ A �T G ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàç-ðåøåíèÿ.Ìû íóæäàåìñÿ â ðàçðåøåíèè îò G, ÷òîáû ïîëîæèòü x â D â ïóíêòå 7,à òàêæå èçúÿòü åãî èç D â ïóíêòå 8. Ïåðâîå ðàçðåøåíèå óæå äàíî áëàãî-äàðÿ G(k)-èçìåíåíèþ â ïóíêòå (6). Âòîðîãî ðàçðåøåíèÿ ìû äîáèâàåìñÿñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãë èçìåíåíèÿ â ñòðàòåãèè: ïðîñèì ðàçðåøåíèÿ äëÿj ìíîãîêðàòíî äëÿ âñå áîëüøèõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé j).Îñíîâíîé ìîäóëü äëÿ Re-ñòðàòåãèè ñîñòîèò èç(! � !)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâ (j; k), j; k 2 !. Ïåðâûì çàïóñêàåòñÿöèêë (0; 0), è êàæäûé öèêë (j; k) ìîæåò çàïóñòèòü ëèáî öèêë (j; k + 1),ëèáî öèêë (j + 1; 0), à òàêæå îñòàíîâèòü èëè ïîëíîñòüþ çàêðûòü öèêëû(j0; k0) äëÿ (j; k) < (j0; k0) (â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå). Êàæäûéöèêë (j; k) ìîæåò îïðåäåëèòü �Hj (k) è �H(j). (�j è � ôóíêöèîíàëûäëÿ âû÷èñëåíèÿ G ïî H.) Êðîìå òîãî, ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèè m è�. Êàæäûé öèêë (j; k) ìîæåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ �(x) è m(p) äëÿòåêóùåãî çíà÷åíèÿ ñâèäåòåëÿ x è íàèìåíüøåãî p òàêîãî, ÷òî m(p)íå îïðåäåëåíî, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàáîòà öèêëà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì:
1. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå ñâèäåòåëÿ åùå íå èñïîëüçîâàííîå ÷èñëî x,áîëüøåå âñåõ ÷èñåë, ðàíåå óïîìÿíóòûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè.
2. Æäåì òàêîãî øàãà s, íà êîòîðîì

D(x) = �Wed'e(x)e (x) ^We;sd'e(x) = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x):(Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òîãäà òðåáîâàíèå Re óäîâëåòâî-ðåíî ïîñðåäñòâîì ñâèäåòåëÿ x.)
3. Çàïðåùàåì èíòåðâàë Dd e;s'e;s(x) îò âîçäåéñòâèÿ îñòàëüíûõ ñòðà-òåãèé.
4. Îïðåäåëÿåì �Hj (k) = Gs(k) ñî çíà÷åíèåìuse-óíêöèè j(k) = e;s'e;s(x), è, îäíîâðåìåííî ñ öèêëîì (j; k) çàïóñêàåì è öèêë (j; k+1).
5. Æäåì èçìåíåíèé Hd e;s'e;s(x) èëè G(k) (ñêàæåì, íà øàãå s0).Åñëè ïåðâûì èçìåíèòñÿ H, òîãäà çàêðûâàåì öèêëû (j0; k0) > (j; k),óáèðàåì D-çàïðåòû öèêëà (j; k), è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 2. Åñëè
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æå ïåðâûì èçìåíèòñÿ G, òîãäà îñòàíàâëèâàåì öèêëû (j0; k0) > (j; k)è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 6.

6. Êëàäåì x â D.
7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �s(x) ïåðâîå ÷èñëî, áîëüøåå âñåõ ðàíåå óïîìÿ-íóòûõ â êîíñòðóêöèè, â ÷àñòíîñòè, �s(x) áîëüøå âñåõ äåéñòâóþ-ùèõ çíà÷åíèé 	e-use ôóíêöèé. Ïóñòü p òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî,äëÿ êîòîðîãî m(p) åùå íå îïðåäåëåíî. Îïðåäåëèì m(p) êàê ïåðâûéøàã t > s (åñëè îí ñóùåñòâóåò) òàêîé, ÷òî ëèáî Htd e;s'e;s(x) 6=Ht�1d e;s'e;s(x); ëèáî

Dt(x) = �Wed'e(x)e (x)[t] ^Wed'e(x) = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x)[t]:
8. Æäåì íàñòóïëåíèÿ òàêîãî øàãà s00, íà êîòîðîì

D(x) = �Wed'e(x)e (x) ^We;s00d'e(x) = 	(H�D)d e'e(x)e d'e(x):
9. Çàïðåùàåì Dd e;s00'e;s00(x) îò âîçäåéñòâèÿ äðóãèõ ñòðàòåãèé.10. Îïðåäåëèì �H(j) = Gs00(j) ñî çíà÷åíèåì use-ôóíêöèè �(j) = e'e(x) ì îäíîâðåìåííî ñ öèêëîì (j; k) çàïóñêàåì öèêë (j + 1; 0).
11. Æäåì èçìåíåíèÿ Hd e;s00'e;s00(x) or G(j).Åñëè ïåðâûì èçìåíèòñÿ H, òî çàêðûâàåì âñå öèêëû (j0; k0) � (j +1; 0), îïóñêàåìD-çàïðåòû öèêëà (j; k) äî  e;s'e;s(x), è âîçâðàùàåìñÿê ïóíêòó 8. Åñëè æå ïåðâûì èçìåíèòñÿ G, òîãäà îñòàíàâëèâàåìöèêëû (j0; k0) � (j + 1; 0) è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 12.
12. Æäåì èçìåíåíèÿ Hd�s(x).13. Óäàëÿåì x èç D.
14. Æäåì

Hd e;s'e;s(x) 6= Hd e'e(x)[s] èëè Hd e;s00'e;s00(x) 6= Hd e'e(x)[s00]:
Óõîäèì ê ïóíêòàì 15 èëè 16, ñîîòâåòñòâåííî.

15. Ïåðåîïðåäåëÿåì �Hj (k) = G(k), óáèðàåì öèêëû (j0; k0) > (j; k), çà-ïóñêàåì öèêë (j; k + 1), è îñòàíàâëèâàåì öèêë (j; k).
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16. Ïåðåîïðåäåëÿåì �H(j) = G(j), óíè÷òîæàåì öèêëû (j0; k0) � (j +1; 0), çàïóñêàåì öèêë (j + 1; 0), è çàêðûâàåì öèêë (j; k).
Êîãäà öèêë (j; k) çàïóñêàåòñÿ, åãî ïðåäûäóùèå äåéñòâèÿ àííóëèðó-þòñÿ è åãî ôóíêöèîíàë ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì èç-çà H-èçìåíåíèé.Ïîýòîìó �j è � îïðåäåëåíû êîððåêòíîÊîíñòðóêöèÿ è îñòàâøèåñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 125, çà èñ-êëþ÷åíèåì óòâåðæäåíèÿ A �T G, àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-ìû 98 Êóïåðà, Ëåìïïà è Âàòñîíà ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè è ïîýòîìóçäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ A �T G.

Ëåììà 126 D �T G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ îðàêóëà G îïðåäåëèòü,âåðíî ëè, ÷òî x 2 D, ñíà÷àëà íàõîäèì òàêîé øàã s, ÷òî Gsdx = Gdx.Åñëè �s(x) íå îïðåäåëåíà, òîãäà x 62 D. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèìòàêîé øàã t, ÷òî Htd�s(x) = Hd�s(x). (Âñïîìíèì, ÷òî H �T G.) Òåïåðüx 2 D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 2 Dt.

x4: Íåèíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà 127 Ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òî ; <T A < ;0,è Ò-ñòåïåíü ëþáîãî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîãî îòíîñèòåëüíî A ìíîæå-ñòâà B;A �T A �T ;0, ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé.
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