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Предисловие

В области экономики, политики, социальной жизни, военного дела, техники, дипломатии, спорта и в других областях человеческой деятельности часто встречаются ситуации столкновения интересов. Оперирующие стороны – отдельные индивидуумы и организации, – в стремлении к достижению своих целей могут действовать различным образом. При этом результаты этих действий для участников зависят не только от принимаемых ими решений, но и от того, какой образ действий выберут другие участники, например, конкуренты.

Формализация содержательного описания ситуации столкновения интересов представляет собой ее математическую модель, которую в теории игр называют игрой. Участников конфликта называют игроками. При этом в качестве единого игрока может выступать целый коллектив, имеющий некоторые общие интересы (предприятие, организация, спортивная команда, воюющая сторона и т.д.).
Теория игр – это математическая дисциплина, в которой изучаются ситуации столкновения интересов (конфликтные ситуации), их свойства и особенности, и разрабатываются методы оптимального в том или ином смысле поведения игроков в таких ситуациях. В теории игр рассматриваются как антагонистические игры, в которых интересы игроков прямо противоположны, так и игры с непротивоположными интересами.

Окружающая нас действительность демонстрирует многообразные ситуации, в которых интересы участников не носят антагонистического характера, хотя отнюдь и не всегда совпадают. Изучение таких ситуаций, интересное и само по себе, в основном, необходимо для выработки их участниками способов принятия решений по выбору действий из тех, которые находятся в их распоряжении.

В данном пособии рассматриваются особенности игр с непротивоположными интересами, в частности, показывающие их существенное отличие от антагонистических игр, а также подходы к выработке согласованных решений, основанные на применении арбитражных схем. Этот материал, в основном, представлен только в специальной литературе и в монографиях и слабо освещен в учебной литературе.

1. Игра двух лиц в нормальной форме

В теории игр исследуются различные модели конфликтных ситуаций. Рассмотрим одну из основных моделей, которая называется игрой двух лиц в нормальной форме.

Пусть имеются две оперирующих стороны (индивидуумы или организации). В теории игр они называются игроками. В распоряжении каждого игрока имеется множество различных возможных альтернативных способов действия ( они называются стратегиями. В простейших случаях стратегия – это некоторое действие, поступок или мероприятие, которое может осуществить игрок. В более сложных случаях стратегия может представлять собой развернутую программу всех действий, которые предписывается совершить при тех или других возможных обстоятельствах и при соответствующих условиях для любой возможной ситуации в течение игры. Обозначим множество стратегий первого игрока через 
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, а множество стратегий второго игрока через 
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. Первый игрок выбирает и реализует некоторую стратегию 
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 из множества своих стратегий 
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, а второй игрок одновременно с ним выбирает и реализует некоторую стратегию 
[image: image5.wmf]z

 из множества своих стратегий 
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. На этом разыгрывание игры заканчивается. Выбранные игроками стратегии образуют результирующую ситуацию 
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Различные варианты выбора стратегий игроками приводят к различным результатам, и в общем случае результаты реализации стратегии для одного игрока зависят не только от собственного выбора этого игрока, но и от того, какую стратегию выберет и реализует другой игрок. Обозначим для любого возможного исхода игры 
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 выигрыш первого игрока и через 
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 выигрыш второго игрока. Функции выигрыша игроков 
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 могут принимать как положительные, так и отрицательные (в случае фактического проигрыша) значения. Функции выигрыша игроков в теории игр называют также функциями полезности игроков. Подчеркнем еще раз, что выигрыш каждого игрока зависит как от его собственного выбора стратегии, так и от того, какую стратегию выберет другой игрок.

Каждый из игроков стремится к достижению максимального результата для себя за счет выбора своей стратегии, и поскольку в общем случае интересы игроков не совпадают, имеет место конфликтная ситуация (конфликт интересов).

Таким образом, игра двух лиц в нормальной форме задается следующим образом. Задаются множество стратегий 
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 первого игрока и  множество стратегий 
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 второго игрока. Первый игрок выбирает и реализует свою стратегию 
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Задача первого игрока состоит в том, чтобы за счет выбора своей стратегии 
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 максимизировать свою функцию выигрыша 
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а задача второго игрока – в том, чтобы за счет выбора своей стратегии 
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Эти задачи игроков в некотором смысле некорректны, так как решение каждой задачи зависит от неизвестного выбора другого игрока. Вообще пока непонятно, что понимать в таком случае под решением этих задач.

Если хотя бы одному из игроков известен выбор другого игрока, то для него задача выбора стратегии становится полностью определенной – это задача отыскания на множестве его стратегий максимума функции выигрыша, зависящей теперь только от его собственного выбора стратегии, и игрок, решив эту задачу, может найти и реализовать оптимальную стратегию. Проблема у игрока возникает, если ему неизвестна стратегия, выбранная другим игроком, или то, какую стратегию он собирается выбрать.

Сделанных об игре предположений недостаточно для корректного анализа игры. Поэтому принимаются еще два предположения, называемые гипотезой полной информированности и гипотезой о рациональном (разумном) поведении игроков.

Гипотеза полной информированности игроков. Каждому игроку доподлинно известны как все возможные его собственные стратегии, так и все возможные стратегии другого игрока, а также его собственная функция выигрыша и функция выигрыша другого игрока.
Таким образом, единственное, что может быть в игре неизвестно игрокам – это какую именно из своих стратегий выберет и реализует другой игрок.

Гипотеза полной информированности – это очень сильное предположение. Оно является существенной идеализацией реальности. На практике, как правило, игроки не знают даже всех своих возможностей, и тем более возможностей другого игрока, т.е. имеющиеся у игроков наборы стратегий точно указать трудно, тем более, что их может быть очень много. Кроме того, каждый игрок не знает точно своей функции полезности, не говоря уже о функции полезности другого игрока. Т.е. в в реальности люди обычно не обладают полным знанием игры. Анализировать такие ситуации значительно сложнее. В анализе таких ситуаций (игр) приходится делать различные предположения о степени информированности игроков. Здесь большое многообразие случаев, получаются более сложные математические модели. Они изучаются в более глубоких разделах теории игр.

Гипотеза о рациональном поведении игроков. Все интересы игрока в игре выражаются его функцией выигрыша и только ею. Иначе говоря, каждый игрок стремится к максимуму своей функции полезности (выигрыша), и из двух исходов выберет тот, который дает ему больший выигрыш.

Этот постулат часто характеризуется как постулат о разумном поведении игроков. Данная гипотеза исключает возможности иррационального поведения игроков и принятия ими иррациональных решений, т.е. импульсивных, спонтанных, неизвестно на каких соображениях основанных решений. Согласно этой гипотезе игроки полностью описываются своими функциями выигрыша, а в остальном их характеризуют допущение о знании и допущение о разумности.

Принимаемые гипотезы существенно огрубляют модель реальной ситуации. Рассматриваемая модель максимально упрощена, однако результаты для этой упрощенной модели помогают анализировать более реалистичные и сложные случаи.

Важный класс игр составляют антагонистические игры. Игра двух лиц в нормальной форме называется антагонистической, если интересы игроков прямо противоположны, точнее, если для всех исходов 
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, т.е. выигрыш одного игрока есть проигрыш другого игрока. В случае антагонистической игры достаточно задать только функцию выигрыша одного из игроков, она же является платежной функцией другого игрока.

Многие конфликтные ситуации в реальности не имеют антагонистического характера. В них могут присутствовать как элементы кон-

фликта, так и элементы совпадения интересов. Игра двух лиц в нормальной форме, в которой интересы игроков не являются прямо противоположными, называется игрой с непротивоположными интересами.

Если между игроками возможно сообщение (коммуникация) до разыгрывания игры, то у них есть возможность вступить в кооперацию и путем согласования интересов выбрать компромиссное решение. Такой вариант игры называется кооперативным. Напротив, если между игроками отсутствует возможность сообщения до разыгрывания игры, то такой вариант игры называется некооперативным.

Элементы совпадения интересов игроков в играх с непротивоположными интересами говорят в пользу важности кооперации, если она возможна, однако существует много форм кооперации, и интересы игроков могут сталкиваться также при выборе формы кооперации.

2. Особенности игр с непротивоположными интересами

Можно было бы предположить, что отсутствие прямого антагонизма между игроками упростит анализ игры. Действительно, в антагонистической игре игроки не могут достигнуть обоюдной выгоды посредством какого-либо сотрудничества. Напротив, в играх с непротивоположными интересами, кажется, что обоюдный выигрыш всегда возможен. Однако положение значительно сложнее.

Мы будем рассматривать в этом разделе только случай, когда у каждого игрока имеется конечное множество стратегий. Пусть у первого игрока 
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. Если первый игрок выберет свою стратегию 
[image: image36.wmf]D

x

i

Î

, а второй игрок выберет свою стратегию 
[image: image37.wmf]G

z

j

Î

, то при таком исходе игры 
[image: image38.wmf]j

i

z

x

,

(

) первый игрок получит выигрыш 
[image: image39.wmf])

,

(

j

i

ij

z

x

f

c

=
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. Таким образом, игра полностью определяется заданием двух матриц: матрицы выигрышей первого игрока 
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Рассмотрим простой пример. Пусть матрицы выигрышей игроков заданы следующим образом:
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Наиболее известная интерпретация этой игры носит название «Семейный спор». Пусть семейная пара – муж и жена – могут выбрать одно из двух вечерних развлечений – пойти на футбол или в театр. Согласно распространенному представлению мужчина бесспорно предпочитает футбол, а женщина – театр. Будем считать для определенности, что муж – это игрок 1, а жена – игрок 2. У каждого игрока имеется две стратегии: первая стратегия – пойти на футбол (у мужа 
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Рассмотрим некоторые особенности этой игры.

Очевидно, что муж предпочел бы, чтобы они вместе пошли на футбол, т.е. исход 
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, а жена предпочла бы, чтобы они вместе пошли в театр, т.е. исход 
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. Если муж объявит, что он намерен выбрать свою первую стратегию 
[image: image69.wmf]1
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 (пойти на футбол), и никакие доводы не заставят его изменить свой выбор, и жена убеждена в его упорстве, то ей ничего не остается, согласно гипотезе разумного поведения, как выбрать свою первую стратегию 
[image: image70.wmf]1
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 – пойти с мужем на футбол, поскольку если она выберет свою вторую стратегию 
[image: image71.wmf]2
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 (пойдет в театр), то ее «выигрыш» составит минус единицу. Аналогично, если жена первой объявит о своем намерении пойти в театр (выбор 
[image: image72.wmf]2
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) и будет твердо стоять на своем, то в интересах мужа пойти с женой в театр, т.е. выбрать стратегию 
[image: image73.wmf]2
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, т.к. это даст ему больший выигрыш, чем если бы он пошел на футбол. Итак, мы видим, что справедливо следующее утверждение. В игре с непротивоположными интересами может оказаться выгодным для игрока раскрыть свои намерения (свой выбор) первым и твердо стоять на своем. Напомним, что в антагонистической игре игроку нет никакого смысла раскрывать свои намерения, т.к. это может только ухудшить его положение.

В реальности при таком поведении игрока, т.е. когда он стремится опередить другого игрока, чтобы получить преимущество, есть риск, что в итоге он проиграет, тем более, если игра разыгрывается неоднократно. Потому что другой игрок, исходя из долгосрочных соображений и стремясь максимизировать свой выигрыш в долгосрочной перспективе, может привести игру к невыгодному для обоих игроков результату, просто выбрав предпочтительную для него стратегию, недвусмысленно намекая тем самым на то, что чтобы получить выигрыш необходимо найти какие-то пути к согласованию интересов.

Рассмотрим подробнее сначала некооперативный вариант игры, т.е. когда между игроками отсутствует сообщение, и они не могут договариваться до игры и должны производить свои выборы одновременно, не зная о выборе другого игрока.

Игрок 1 может рассуждать так: «Я предпочитаю исход 
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, т.е. когда мы оба идем на футбол. Жена, очевидно, предпочитает исход 
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, когда мы оба идем в театр. Но если я выберу 
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 (футбол), а она выберет 
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z

 (театр), то мы оба проиграем. Теперь, допустим, я уступаю и выбираю 
[image: image78.wmf]2
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 – я тогда оказываюсь еще в хорошем положении, т.к. выигрываю одну единицу полезности. Поэтому мне нужно выбрать 
[image: image79.wmf]2
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 (театр).

Но жена может рассуждать точно так же и уступить мне, выбрать стратегию 
[image: image80.wmf]1
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 (футбол), и тогда опять мы оба проиграем. Значит мне нужно выбрать 
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. Однако, по-существу, какие бы доводы я ни привел в пользу выбора 
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 или 
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, из-за симметрии ситуации такие же доводы имеются у жены, и, по-видимому, мы оба неизбежно должны проиграть».

Итак, найти решение, выгодное для обоих игроков, или хотя бы для одного из них, в некооперативном варианте игры пока не удалось. Попробуем теперь использовать стандартный подход, применяемый при анализе антагонистических игр. Найдем гарантирующие чистые стратегии игроков, проверим – нет ли в игре ситуации равновесия в чистых стратегиях, и, если необходимо, определим гарантирующие смешанные стратегии игроков, которые в случае антагонистических игр являются оптимальными стратегиями игроков.

В рассматриваемой игре, как нетрудно увидеть, гарантирующими чистыми стратегиями являются обе стратегии игроков. Однако, в данном случае они гарантируют только то, что результаты их применения будут не хуже, чем самый худший результат для игрока в этой игре.

Рассматривая матрицы выигрышей игроков, можно увидеть, что исход 
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, когда оба идут на футбол, является ситуацией равновесия в чистых стратегиях, т.е. ни одному из игроков невыгодно отступить от своей стратегии, если другой игрок придерживается своей стратегии. Но то же относится и к исходу 
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 (оба идут в театр), он тоже является равновесным. Однако выигрыши игроков в различных ситуациях равновесия различны. В этом еще одно отличие (особенность) игр с непротивоположными интересами от антагонистических. В играх с непротивоположными интересами различные равновесные исходы (ситуации равновесия) могут быть неравноценными для игроков, и у каждого из игроков может быть более предпочтительный для него свой равновесный исход. В антагонистических играх двух игроков, если ситуация равновесия неединственна, то все ситуации равновесия в игре равноценны, т.е. выигрыши игроков во всех ситуациях равновесия одинаковы и равны значению игры.

Найдем теперь гарантирующие смешанные стратегии игроков. Для первого игрока гарантирующей смешанной стратегией является 
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, т.е. с вероятностью 
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 применяется первая чистая стратегия 
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 (футбол), и с вероятностью 
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 применяется вторая чистая стратегия 
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x

 (театр). Гарантирующая смешанная стратегия второго игрока 
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. Применение гарантирующих смешанных стратегий дает игрокам гарантированный ожидаемый выигрыш 
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. Это уже что-то. Однако заметим, что если второй игрок применяет свою гарантирующую смешанную стратегию 
[image: image93.wmf])

4

.

0

;

6

.

0

(

*

=

q

, то первому игроку выгоднее вместо применения своей гарантирующей смешанной стратегии 
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6

.

0

;

4

.

0

(

*

=

p

, дающей ожидаемый выигрыш 
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, применить чистую стратегию 
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 с ожидаемым выигрышем 
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, т.е. отказаться от применения гарантирующей смешанной стратегии в пользу стратегии 
[image: image98.wmf])
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. Аналогично, легко убедиться, что если первый игрок применяет свою гарантирующую смешанную стратегию, то второму игроку также выгоднее отказаться от применения своей гарантирующей смешанной стратегии. Это означает, что исход 
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 не является равновесным.

Таким образом, в неантагонистических играх гарантирующие смешанные стратегии игроков могут не быть их равновесными стратегиями, т.е. могут не составлять ситуацию равновесия. Напротив, в антагонистической матричной игре, как известно, гарантирующие смешанные стратегии игроков всегда составляют ситуацию равновесия, т.е. являются оптимальными стратегиями игроков.

Нельзя ли гарантированно получить выигрыш больше, чем при применении гарантирующих смешанных стратегий, если возможна кооперация между игроками? Рассмотрим теперь кооперативный вариант игры «Семейный спор».

Если в игре возможна коммуникация и сообщение между игроками до выбора и реализации стратегий, то в стремлении получить больший выигрыш игроки могут вступить в переговоры. В ходе переговоров игроки, во-первых, могут исключить из рассмотрения те исходы в игре, которые невыгодны или неприемлемы для обоих игроков (в игре «Семейный спор» это исходы 
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). Дальше игроки могут договариваться, например, о том, как игрок, если он получит больший выигрыш в том или ином исходе игры, может поделиться с другим игроком или компенсировать ему получение меньшего выигрыша.

Очевидно, что в этом случае вся игра, фактически, переносится в область переговоров. В общем случае здесь у игроков могут появиться такие новые альтернативы, как различного рода угрозы, уловки, соблазны, блеф и т.д., и результат этой игры переговоров может быть разным.

В случае игры «Семейный спор», в силу симметрии выигрышей, в качестве «справедливого» решения можно, видимо, принять бросание монеты, причем, например, герб будет означать, что совместно выбран футбол (исход 
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), а решка – что совместно выбран театр (исход 
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). При этом каждый игрок с вероятностью 0.5 получит выигрыш в 2 единицы и с вероятностью 0.5 выигрыш в одну единицу, т.е. ожидаемые выигрыши для каждого игрока будут равны 1.5. Заметим, что не существует исхода, в котором хотя бы один игрок получил бы больший выигрыш при условии, что другой игрок получил бы не меньший выигрыш, т.е. это решение можно считать оптимальным решением данной игры в кооперативном варианте. К сожалению, этот подход не универсален.

Заметим, что в некооперативном варианте игры такие выигрыши (выигрыш каждого игрока по 1.5 единицы полезности) невозможны, т.е. не существует ни чистых, ни смешанных стратегий игроков, приводящих к таким выигрышам, так как свои смешанные стратегии, т.е. вероятности применения чистых стратегий, каждый игрок выбирает независимо. Другими словами, для игроков, которые не могут вступить в переговоры до игры, надежда на кооперативный вариант тщетна – невозможно поступать так, как будто находишься в сговоре с другим игроком.

Таким образом справедливо следующее утверждение: в играх с непротивоположными интересами могут иметь смысл переговоры до игры и принятие взаимообязывающих соглашений. В антагонистических играх, очевидно, переговоры не имеют никакого смысла – не о чем договариваться, т.к. увеличение выигрыша одного игрока – это увеличение платежа другого игрока.

Продолжим рассмотрение особенностей игр с непротивоположными интересами. Рассмотрим еще один пример – игру «Дилемма заключенного».

Двух подозреваемых берут под стражу и изолируют друг от друга. Окружной прокурор убежден, что они совершили тяжкое преступление, но не имеет достаточных доказательств, чтобы предъявить им обвинение в суде. Он говорит каждому из заключенных, что у него две альтернативы: признаться в преступлении, которое по убеждению полиции он совершил, или не признаваться.

Если оба не признаются, то их обвинят в каком-либо незначительном преступлении и осудят на один год заключения.

Если оба признаются, то будут осуждены, но прокурор не будет требовать самого сурового приговора, и они получат по 8 лет.

Если же один признается, а другой нет, то признавшемуся приговор будет чисто символическим – 3 месяца, зато упорствующий получит на полную катушку – 10 лет.

Обозначим через 
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 и 
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 стратегии непризнания первого и второго игрока, а через 
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 и 
[image: image107.wmf]2
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 стратегии признания. В этой игре результаты для игроков имеют смысл проигрыша, поэтому вместо функций выигрыша будем рассматривать платежные функции игроков, которые игроки стремятся минимизировать. Поскольку у игроков по две стратегии, их платежные функции задаются матрицами, которые имеют вид:
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Рассмотрим сначала эту игру в некооперативном варианте с точки зрения первого игрока. Независимо от того, какую стратегию (не признаваться 
[image: image110.wmf]1
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 или признаться 
[image: image111.wmf]2
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) выберет второй игрок, стратегия признания 
[image: image112.wmf]2
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 первого игрока предпочтительнее для него стратегии непризнания 
[image: image113.wmf]1
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. Действительно, если второй игрок не признается, т.е. применит стратегию 
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, то для первого игрока три месяца заключения 
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 лучше, чем один год 
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, т.е. 
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. Если же второй игрок признается, т.е. применит стратегию 
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, то для первого игрока восемь лет заключения 
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 лучше, чем 10 лет 
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, т.е. 
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. Или можно сказать, что стратегия признания первого игрока 
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 строго доминирует над его стратегией непризнания 
[image: image123.wmf]1
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.

Точно так же, как легко убедиться, и для второго игрока стратегия признания 
[image: image124.wmf]2

z

 строго доминирует над стратегией непризнания 
[image: image125.wmf]1
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.

Поскольку каждый из игроков стремится минимизировать срок заключения, их «разумным» выбором будет выбор стратегий признания.

Заметим, что стратегии признания – это единственные гарантирующие стратегии игроков. Наконец, исход 
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, т.е. когда оба признаются, является единственным равновесным исходом в этой игре (единственной ситуацией равновесия).

Таким образом, все говорит о том, что наилучшими стратегиями игроков в этой игре являются их гарантирующие, равновесные стратегии признания 
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, и игроки выберут именно их. А решением этой игры будет исход, когда оба игрока признаются. Однако ведь существует исход 
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, когда оба не признаются. Этот исход значительно более выгоден игрокам и может рассматриваться как самый лучший исход для игроков в данной игре с точки зрения здравого смысла. Но никакие формальные соображения нас к нему не приводят.

Этот пример показывает, что справедливо следующее утверждение: ситуация равновесия, которая является центральным понятием в теории антагонистических игр, может не соответствовать представлению о справедливом решении игры и оптимальном поведении игроков в неантагонистических играх, т.е. ситуация равновесия в играх с непротивоположными интересами может не являться оптимальным исходом с точки зрения здравого смысла, а равновесные стратегии могут не быть наилучшими стратегиями для игроков.
Итак, в некооперативном варианте игры положение безнадежно. Все указывает на то, что игроки выберут свои вторые стратегии (стратегии признания).

Рассмотрим теперь кооперативный вариант игры. Если между игроками возможно сообщение, то, очевидно, они договорятся придерживаться своих первых стратегий 
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 и 
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 – стратегий непризнания, так как единственная другая альтернатива для договора – это исход, когда они оба признаются, но никто из игроков ее не предпочитает. Таким образом, исход 
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 является оптимальным кооперативным решением в игре «Дилемма заключенного». Однако этот исход не является равновесным, и у каждого из игроков имеется две основательные причины нарушить договор: с одной стороны, нарушение договора игроком значительно улучшает его положение, если другой игрок придерживается договора, а с другой стороны, игрок, придерживаясь договоренностей, сильно рискует, поскольку его положение существенно ухудшится, если другой игрок нарушит соглашение.

Таким образом, игроки скорее всего нарушат договор, и в случае кооперативного варианта игры будет реализован исход, когда оба признаются, т.е. наихудший исход игры для обоих игроков. Тем более, если на самом деле заключенные невиновны в том преступлении, в котором они подозреваются.

Чтобы увидеть, что существо затруднений не связано с уголовной тематикой, рассмотрим следующий пример биматричной игры. Пусть у каждого из двух игроков имеется по две стратегии, и матрицы выигрышей игроков имеют следующий вид:
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В этой игре, как и в игре «Дилемма заключенного», вторые стратегии игроков 
[image: image135.wmf]2
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 и 
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 строго доминируют над их первыми стратегиями. Кроме этого, стратегии 
[image: image137.wmf]2
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 и 
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 являются единственными гарантирующими стратегиями игроков и составляют единственный равновесный исход в игре. Однако, с точки зрения здравого смысла, оптимальным исходом для обоих игроков в этой игре является исход 
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Может показаться из рассмотренных примеров, что анализ неантагонистической игры был бы проще, если рассматривать только кооперативный вариант, т.е. допускать возможность переговоров с заключением соглашений, которые являются обязательными и не могут нарушаться. В рассмотренных примерах это позволяет найти разумные, справедливые, оптимальные решения. Всегда ли следует предпочесть ведение переговоров, если есть такая возможность?

Рассмотрим еще один пример. Пусть у каждого из двух игроков имеется по две стратегии. Игра задается следующими матрицами выигрышей игроков
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Если переговоры до игры невозможны, т.е. играется некооперативный вариант игры, в этой игре все просто. Первая стратегия первого игрока 
[image: image142.wmf]1
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 строго доминирует над его второй стратегией 
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, т.к. 
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, а первая стратегия второго игрока 
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 строго доминирует над его второй стратегией 
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, т.к. 
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. Стратегии 
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 и 
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 – это гарантирующие чистые стратегии игроков, и пара стратегий 
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) образует ситуацию равновесия: ни одному из игроков не выгодно отступить от своей первой стратегии, если другой игрок придерживается своей первой стратегии. Это очевидное решение игры. Первый игрок имеет выигрыш в одну единицу, а второй игрок имеет выигрыш в две единицы

Предположим теперь, что между игроками возможно сообщение до игры. Тогда первый игрок может потребовать от второго игрока, чтобы он применил свою вторую стратегию 
[image: image153.wmf]2

z

, так как исход 
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 для него (первого игрока) выгоднее. При этом, первый игрок может угрожать, что если второй игрок не согласится, то он применит свою вторую стратегию 
[image: image155.wmf]2
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. Конечно, первый игрок не хочет применять свою вторую стратегию, которая дает ему меньший выигрыш, но если он ее применит, то второй игрок потеряет значительно больше. Поэтому, очевидно, что второй игрок будет вынужден уступить угрозе. Другими словами, переговоры ничего не дадут второму игроку, а лишь позволят первому игроку принудить его к невыгодному для него соглашению. Поэтому второму игроку выгоднее отказаться от заседания за круглым столом, т.е. он будет всячески стремиться уклониться от переговоров. Таким образом, существуют игры с непротивоположными интересами, в которых одному из игроков может быть невыгодным вступать в переговоры с другим игроком.
Итак, неантагонистические игры существенно отличаются от антагонистических игр и имеют ряд особенностей.

Как же быть? Как найти наилучшее справедливое решение конфликта для обоих игроков в общем случае? В теории игр разработано несколько подходов. Мы рассмотрим далее подходы, связанные с применением арбитражных схем.

3. Арбитражная схема Дж. Нэша

Если игроки, пытаясь найти взаимно приемлемые выигрыши, не могут придти к согласию, они могут доверить разрешение спора нейтральной стороне, т.е. может иметь смысл обратиться к арбитру за справедливым разрешением конфликтной ситуации.

Арбитр – это лицо, беспристрастно выбирающее некоторый исход игры как справедливое разрешение конфликтной ситуации для конфликтующих сторон. Естественно, чтобы решение арбитра признавалось как справедливое, оно должно основываться на определенных принципах, имеющих некую всеобщность, являющихся общепризнанными. По крайней мере, эти принципы должны признаваться игроками или быть заранее согласованы между ними. Достигаемое решение должно иметь смысл справедливого компромисса, а если соглашение не достигается, то игроки остаются «при своих», т.е. при тех выигрышах, на которые они могут рассчитывать вне каких-либо соглашений, которые они могут обеспечить себе сами.

Итак, пусть первый игрок выбирает свою стратегию 
[image: image156.wmf]x

 из множества возможных стратегий 
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, а второй игрок выбирает свою стратегию 
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 из своего множества возможных стратегий 
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. Множество всех исходов игры обозначим через
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С каждым исходом игры 
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 связаны выигрыш первого игрока 
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 и выигрыш второго игрока 
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Игроки могут предварительно договориться о множестве допустимых исходов 
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, исключив из 
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 все исходы, которые не устраивают их обоих. Так как стратегии и функции выигрыша игроков используются лишь для определения множества достижимых игроками полезностей, будем рассматривать образ множества 
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 в двумерном пространстве выигрышей игроков:
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Будем называть его множеством допустимых результатов.

Каждый игрок может не согласиться с решением арбитра, и тогда он остается с результатом, который он может обеспечить себе сам. Обозначим этот результат через 
[image: image168.wmf]u

 для первого игрока и 
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 для второго игрока. Точку 
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 называют точкой разлада или точкой status quo. В качестве 
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 и 
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 могут быть взяты, например, гарантированные выигрыши игроков в рассматриваемой игре (максиминные значения)
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Арбитру для вынесения решения предъявляются множество допустимых результатов 
[image: image175.wmf]W

 и точка разлада 
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называется арбитражной задачей. Арбитр для любой предъявленной ему арбитражной задачи 
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 должен выработать соответствующее арбитражное решение 
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 – выигрыши первого и второго игрока, соответственно. Отображение 
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, удовлетворяющее определенным свойствам, которое каждой арбитражной задаче 
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 ставит в соответствие арбитражное решение 
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называется арбитражной схемой.

Различных отображений 
[image: image186.wmf]A

 существует бесчисленное множество. Проблема состоит в том, чтобы арбитражные решения, которые получаются с помощью отображения, признавались как справедливое разрешение конфликтной ситуации.

Арбитражные решения для случая двух игроков впервые определил Джон Нэш в 1950 г. Положения (принципы), принимаемые как исходные, называются аксиомами. Нэш предложил для обоснования арбитражного решения следующие аксиомы.

А1. Аксиома допустимости. Арбитражное решение 
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 должно содержаться в множестве 
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А2. Аксиома индивидуальной рациональности. Арбитражное решение 
[image: image190.wmf])

,

(

*

*

v

u

 должно давать каждому игроку выигрыш не меньший, чем его выигрыш в точке разлада (status quo), т.е.
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А3. Аксиома оптимальности по Парето. Арбитражное решение 
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 должно быть оптимальным по Парето, т.е. в 
[image: image194.wmf]W

 не должно существовать такого 
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, которое не хуже для обоих игроков, чем арбитражное решение 
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А4. Аксиома независимости от линейного преобразования. Этот принцип содержательно означает, что арбитражное решение не должно зависеть от выбора единицы измерения полезности и точки начала отсчета.

Определим этот принцип формально. Пусть множество 
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¢

 получается из 
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 с помощью линейного преобразования, т.е.
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где 
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 арбитражное решение для арбитражной задачи 
[image: image206.wmf])

,

,

(

v

u

W

, то для арбитражной задачи 
[image: image207.wmf])

,

,

(

v

u

W

¢

¢

¢

, где 
[image: image208.wmf]1

1

b

u

a

u

+

=

¢

, 
[image: image209.wmf]2

2

b

v

a

v

+

=

¢

, арбитражным решением должно быть 
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А5. Аксиома симметрии. Если множество допустимых результатов 
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 симметрично, т.е. из того, что 
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 симметрично и 
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А6. Аксиома независимости от посторонних альтернатив. Если 
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 арбитражное решение задачи 
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 должно быть арбитражным решением задачи 
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. Т.е. отбрасывание любых альтернативных исходов, если они не являются решением, не должно изменять арбитражного решения.

Справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  Н э ш а.  Если множества 
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 выпуклы, замкнуты, ограничены и имеют внутренние точки, то существует единственное арбитражное отображение 
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, удовлетворяющее аксиомам А1 – А6. При этом арбитражное решение определяется условием
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Будем называть арбитражное решение, определяемое таким образом, арбитражным решением Нэша. Таким образом, задача отыскания арбитражного решения Нэша состоит в максимизации функции 
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 на множестве 
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Итак, если принципы А1 – А6 принимаются как справедливые, то и арбитражное решение Нэша должно восприниматься как справедливое.

Рассмотрим в качестве примера следующую задачу. Два человека получат 100 долларов, если смогут договориться, как поделить их между собой. Если они не достигнут соглашения, то не получат ничего. Как им поделить по справедливости?

Обозначим через 
[image: image233.wmf]x

 ту сумму, которую получит первый игрок в результате дележа, а через 
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 ту сумму, которую получит второй игрок, при этом согласно условиям задачи должно выполняться 
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Если полезность зависит от денег линейно, то решение Нэша 
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, и оно является оптимальным дележом для обоих игроков, поскольку каждый стремится получить побольше, и каждый понимает, что меньше чем на половину всей суммы другой участник не согласится.

Однако предположим, что положение игроков неодинаково, например, первый игрок беден, а второй игрок богат и эгоистичен. Тогда второй игрок может требовать себе большую часть, например, на том основании, что если первый игрок не согласится, то они не получат ничего и для первого игрока это будет ощутимой потерей (например, у первого игрока пусто в карманах), а для второго игрока неполучение такой небольшой суммы пройдет незаметно. Дело в том, что одно и то же количество денег представляет для богатого и бедного игроков разную ценность.

Предположим, что ценность (полезность) денег выражается в виде зависимости
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где через 
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 обозначена величина денежной суммы, а через 
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 – ее ценность. Эта самая простая зависимость ценности денег от их количества часто используется в экономических исследованиях. Одна и та же сумма денег, когда ничего больше нет, имеет высокую ценность, и она же представляет меньшую ценность, когда до этого уже есть достаточно большая сумма 
[image: image241.wmf]B

.

Если игрок уже располагает некоторой суммой денег 
[image: image242.wmf]B

, то ценность (полезность) дополнительной суммы 
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, т.е. приращение полезности, выразится величиной
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Пусть первый игрок (бедняк) уже имеет сумму 
[image: image245.wmf]B

, тогда его функция полезности будет
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Можно было бы взять функцию полезности второго игрока в аналогичном виде, но заметим, что поскольку второй игрок достаточно богат, а распределяемая сумма достаточно мала в сравнении с имеющимся у него капиталом, то в его малой окрестности функция 
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 хорошо аппроксимируется линейной функцией, т.е. ценность для него суммы 
[image: image248.wmf]z

 пропорциональна величине 
[image: image249.wmf]z

 с коэффициентом пропорциональности 
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. Поэтому, чтобы избежать громоздких выражений, возьмем функцию выигрыша второго игрока в виде
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Построим функцию Нэша для нашего примера. Очевидно, что точкой разлада здесь является 
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, поэтому функция Нэша здесь имеет вид
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Подставив сюда выражения для функций выигрыша (полезности) игроков 
[image: image255.wmf]u

 и 
[image: image256.wmf]v

, получим
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Чтобы найти решение Нэша нужно найти максимум этой функции при условии, что 
[image: image258.wmf]100
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. Выразив 
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 через 
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, т.е. 
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, и подставив в выражение для функции Нэша 
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, исключая тем самым переменную 
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, получаем функцию одной переменной 
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Чтобы найти максимум этой функции возьмем ее первую производную и приравняв ее нулю, получим уравнение
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Нетрудно убедиться в том, что это уравнение имеет единственное решение при 
[image: image267.wmf]100
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, дающее точку максимума функции.

Если 
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, т.е. первый игрок ничего не имеет, то, решая уравнение численно, получим, что в арбитражном решении Нэша 
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, т.е. у первого игрока уже имеется 100 долларов, то численное решение уравнения дает следующий дележ, оптимальный по Нэшу: 
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4. Арбитражная схема Х. Райфа

Реальные ситуации столкновения интересов имеют те или иные особенности, и невозможно охватить их все одной или несколькими моделями, поэтому те или другие принципы (аксиомы) не годятся на все случаи жизни и справедливы только в соответствующих обстоятельствах. Различные аксиомы Нэша подверглись тщательному критическому анализу на предмет их приемлемости и справедливости в тех или других ситуациях. Наибольшей критике подверглась аксиома независимости от посторонних альтернатив. Поэтому вопрос о том, какой исход игры определить как наилучший для обоих игроков, остается актуальным. В 1953 г. Х. Райфа, рассматривая арбитражные решения независимо от Нэша, предложил несколько подходов к определению оптимального исхода. Среди других был предложен следующий подход. Пусть задана арбитражная задача 
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– максимально возможный выигрыш первого игрока, и


[image: image276.wmf]v

v

W

v

u

Î

=

)

,

(

max

~


– максимально возможный выигрыш второго игрока. Сами игроки не могут обеспечить себе эти выигрыши.

Соединим отрезком прямой линии точку разлада 
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, и найдем на этом отрезке точку в множестве 
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, максимально близкую к «идеальной» точке 
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. Обозначим эту точку через 
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. Ее и предлагается принять в качестве арбитражного решения в задаче 
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Проиллюстрируем этот подход на рис. 1. По оси абсцисс откладываются выигрыши первого игрока, а по оси ординат – выигрыши второго игрока.

В параметрической форме уравнение отрезка, соединяющего точки 
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Максимальное 
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, при котором точка 
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Рис. 1

Особенность этого решения состоит в том, что
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Максимально возможное приращение выигрыша по отношению к точке разлада для первого игрока составляет 
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, а для второго игрока составляет 
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. Но они недостижимы для игроков одновременно. Увеличение выигрыша игроков по отношению к точке разлада на арбитражном решении равно 
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 для первого игрока и 
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 для второго игрока. Таким образом, на арбитражном решении отношение приращения выигрыша игрока к максимально возможному приращению одинаково для обоих игроков и максимально, т.е. игроки получают одинаковую максимально возможную долю 
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 от максимально возможного увеличения выигрыша.

Будем называть полученное таким образом решение арбитражной задачи арбитражным решением Х. Райфа. Аксиоматическое обоснование этого решения было дано Э. Калаи и М. Смородинским в 1975 г. Вместо аксиомы независимости от посторонних альтернатив А6 они предложили следующую аксиому.

А6(. Аксиома монотонности.  Пусть даны две арбитражные задачи 
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. Если для любой возможной величины выигрыша одного игрока другой игрок получает во второй задаче выигрыш не меньше, чем в первой задаче, то и арбитражное решение во второй задаче должно давать ему выигрыш не меньше, чем арбитражное решение в первой задаче.

Тогда справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а.  Пусть множества 
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 выпуклы, замкнуты и ограничены; для всех 
[image: image317.wmf]W

v

u

Î

)

,

(

 выполняется 
[image: image318.wmf]u

u

³

, 
[image: image319.wmf]v

v

³

 и существует точка 
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 такая, что 
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. Тогда существует единственное арбитражное отображение, удовлетворяющее аксиомам А1 – А5 и А6(. Это отображение для любой арбитражной задачи, удовлетворяющей указанным условиям, дает в качестве решения арбитражное решение Х. Райфа.
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