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1 ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåì êóðñå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû è îñîáåííîñòè ÷èñëåí�íîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è àýðîãèä�ðîäèíàìèêè äëÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Äàæå â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëü�íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ÈÍÆ) ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ äîâîëüíîñëîæíî, à ïðè èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûåâû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå îáû÷íî íå îòðàæåíû â ëèòåðà�òóðå.Â îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷å àýðîãèäðîäèíàìèêè (ÎÊÇÀ) ïî çàäàí�íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè V psq (èëè äàâëåíèÿ ppsq) âäîëü êîí�òóðà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ êàê �óíêöèè äóãîâîé àáñöèññû s òðåáóåò�ñÿ îïðåäåëèòü �îðìó êîíòóðà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ è åãî ãåîìåòðè÷å�ñêèå è àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâå�äåíû �îðìóëû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà Òóìàøåâà ðåøåíèÿîñíîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ íåïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, ðàññìîòðå�íû îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è äàíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àéó÷åòà âÿçêîñòè ïî ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ÏÑ).Â ïðÿìîé êðàåâîé çàäà÷å àýðîãèäðîäèíàìèêè (ÏÊÇÀ) íåîáõîäè�ìî âûïîëíèòü ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ ïîòîêîì ÈÍÆ êðûëîâîãî ïðî�è�ëÿ çàäàííîé �îðìû. Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðå�øåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïàíåëüíûé ìåòîä. Âîâòîðîì ðàçäåëå èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ýòîãî ìåòîäà è ïðè�4



âåäåíû ÷èñëîâûå �îðìóëû ñ ïîÿñíåíèåì îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõòðóäíîñòåé è ïóòåé èõ ïðåîäîëåíèÿ, äàíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àè ìíî�ãîýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, ïðî�èëÿ êðûëà ýêðàíîïëàíà èïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.Â ïðèëîæåíèè ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû äëÿ ïðÿìûõ è îáðàò�íûõ çàäà÷: ðàñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîíèöàåìûõ èíåïðîíèöàåìûõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé è ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êàðòèíûîáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.1.1 Îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå è àýðîäèíàìè÷å�ñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðûëîâîãî ïðî�èëÿÊðûëîâîé ïðî�èëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ãåîìåòðè÷åñêè�ìè õàðàêòåðèñòèêàìè:
b � õîðäà � ðàññòîÿíèå îò îñòðîé çàäíåé êðîìêè äî íàèáîëåå óäà�ëåííîé òî÷êè íà íîñèêå ïðî�èëÿ. Â àòëàñàõ êîîðäèíàòû ïðî�èëÿïðèâîäÿòñÿ ÷àùå âñåãî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õîðäà b � 1 è ñîâïàäàåò ñîòðåçêîì p0; 1q îñè x. Ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy áóäåì íàçûâàòü ñâÿçàí�íîé ñ ïðî�èëåì (ðèñ. 1). Îáîçíà÷èì ytpxq è ybpxq êîîðäèíàòû âåðõíåéè íèæíåé ïîâåðõíîñòåé êðûëîâîãî ïðî�èëÿ;
tpxq � ytpxq � ybpxq � ðàñïðåäåëåíèå òîëùèíû;
tmax � max

0 x 1

tpxq � òîëùèíà ïðî�èëÿ;
ycpxq � pytpxq � ybpxqq{2 � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïðî�èëÿ;
k � max

0 x 1

ycpxq{b � îòíîñèòåëüíàÿ âîãíóòîñòü èëè êðèâèçíà ïðî��èëÿ. 5
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�èñ. 1Àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ðàñïðåäå�ëåííûå è èíòåãðàëüíûå. �àñïðåäåëåííûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿ�þò îòíîñèòåëüíî äóãîâîé àáñöèññû s, êîòîðûå íàçûâàþò ðàñïðåäåëå�íèÿìè, è îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû x (â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîéñ ïðî�èëåì), êîòîðûå íàçûâàþò õîðäîâûìè äèàãðàììàìè. Ê îñíîâ�íûì ðàñïðåäåëåííûì àýðîäèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì êðûëîâî�ãî ïðî�èëÿ îòíîñÿò:
V psq � ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè;
ppsq � ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ;
cppxq � õîðäîâàÿ äèàãðàììà êîý��èöèåíòà äàâëåíèÿ.Êîý��èöèåíò äàâëåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ cp � 2pp� p8q

ρV 28 . Ñ ó÷åòîìèíòåãðàëà Áåðíóëëè
p� ρV 2

2
� p8 � ρV 28

2
� p0 (1)âûðàæåíèå äëÿ cp ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå

cp � 1 � V 2

V 28 . (2)6



Èíòåãðàëüíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðûëîâîãî ïðî��èëÿ ñëåäóþùèå:
Rya � ïîäúåìíàÿ ñèëà;
Rxa � ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ;
Cya � 2Rya

ρV 28b � êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû;
Cxa � 2Rxa

ρV 28b � êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ;
K � Cya{Cxa � àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî.Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, V8 � ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà, à âå�ëè÷èíà ρV 28{2, èñïîëüçóåìàÿ ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè, íàçûâàåòñÿ ñêî�ðîñòíûì íàïîðîì. Èíäåêñîì �a� ïîìå÷àþò àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàê�òåðèñòèêè, âû÷èñëåííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxaya (ñì. ðèñ. 1),ñâÿçàííîé ñ íàïðàâëåíèåì íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Äëÿ èíòåãðàëüíûõõàðàêòåðèñòèê òàêæå ñòðîÿò çàâèñèìîñòè Cyapαq, Cxapαq, Kpαq îòóãëà àòàêè α è àýðîäèíàìè÷åñêóþ ïîëÿðó CyapCxaq. Óãëîì àòàêè αíàçûâàþò óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì íàáåãàþùåãî ïîòîêà è õîðäîéïðî�èëÿ.
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2 Îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäè�íàìèêèÄëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ èñïîëüçóåì ìåòîä Òóìàøåâà. Ïî�äðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà äàíî â [1℄. Íèæå ïðèâåäåíû îñ�íîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå �îðìóëû ýòîãî ìåòîäà, èçëîæåí àëãîðèòì÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíûõïðîöåäóð. Ïðèâåäåíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîåêòèðîâàíèÿ êðûëîâî�ãî ïðî�èëÿ ñ ó÷åòà âÿçêîñòè ïî ìîäåëè ÏÑ.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z � x� iy ðàññìîòðèì îáòåêàíèå èñêîìî�ãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ AB ïîòîêîì ÈÍÆ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ V8íà áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 2,à). Íà÷àëî êîîðäèíàò âûáåðåì ñîâïàäàþ�
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ùèì ñ çàäíåé êðîìêîé B êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, îñü x íàïðàâèì ïà�ðàëëåëüíî ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Âäîëü êîíòóðà êðûëîâîãîïðî�èëÿ çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq (èëè ðàñïðåäåëåíèåäàâëåíèÿ ppsq) êàê �óíêöèÿ äóãîâîé àáñöèññû 0 ¤ s ¤ l, ãäå l �ïåðèìåòð. Äóãîâàÿ àáñöèññà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò çàäíåé êðîìêè B òàê,÷òîáû îáëàñòü òå÷åíèÿ îñòàâàëàñü ñëåâà. Çàäíþþ êðîìêó ïîëàãàåìîñòðîé, òî åñòü âíóòðåííèé ê îáëàñòè òå÷åíèÿ Gz óãîë â òî÷êå Bðàâåí 2π.Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �îðìó êîíòóðà Lz êðûëîâîãî ïðî�èëÿ èåãî ãåîìåòðè÷åñêèå è àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.2.2 Îñíîâíûå �îðìóëû ìåòîäà Òóìàøåâà ðåøå�íèÿ ÎÊÇÀÏðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé ïîòåí�öèàë òå÷åíèÿ wpzq � ϕpx, yq�ψpx, yq, áóäåì ïîëàãàòü w � 0 â òî÷êå Aðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà. Åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî çàäàíî ðàñïðåäåëå�íèå äàâëåíèÿ ppsq, òî âûðàçèì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq èç èíòå�ãðàëà Áåðíóëëè (1)
V psq � �a2pp0 � ppsqq{ρ.Çäåñü çíàê ��� íóæíî áðàòü äëÿ âåðõíåé ïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî��èëÿ, ãäå íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ïîòîêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåìîáõîäà êîíòóðà Lz, çíàê ��� � äëÿ íèæíåé.Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè îïðåäåëèì äóãîâóþ àáñöèññó sa òî÷�êè A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà êàê òî÷êó, â êîòîðîé �óíêöèÿ V psq ìåíÿåò9



çíàê. Òîãäà ïîòåíöèàë ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿâû÷èñëèì ïî �îðìóëå
ϕpsq � s»

sa

V psqds. (3)Îáîçíà÷èì ϕ0 � ϕp0q è ϕ1 � ϕplq, ñëåäîâàòåëüíî, öèðêóëÿöèÿ ñêîðî�ñòè Γ � ϕ1 � ϕ0.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êàíîíè÷åñêóþ ïëîñêîñòü ζ � reiγ(ðèñ. 2,á), â êîòîðîé îáëàñòè Gz áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îáëàñòü Gζ �âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à êîíòóðó Lz êðûëîâîãî ïðî��èëÿ � êîíòóð Lζ : åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü |ζ| � 1. Äëÿ âçàèìíî îäíî�çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåéGz èGζ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåáåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ïëîñêîñòåé z è ζ è ïåðåõîä òî÷êè ζ � 1â òî÷êó z � 0.Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë öèðêóëÿöèîííîãî îáòåêàíèÿ åäèíè÷íîéîêðóæíîñòè çàäàåòñÿ �îðìóëîé
wpζq � u0

�
ζ

eiβ
� eiβ

ζ


� Γ

2πi
ln ζ � C, (4)ãäå u0 è β � ìîäóëü è àðãóìåíò ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà â êà�íîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè, à êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà C � C1 � iC2. Ïîä�ñòàâèâ â (4) ζ � eiγ è âûäåëèâ ðåàëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, íàéäåìïîòåíöèàë ñêîðîñòè è �óíêöèþ òîêà íà îêðóæíîñòè:

ϕpγq � 2u0 cospγ � βq � Γγ

2π
� C1, (5)

ψpγq � C2. (6)10



Îòìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òå÷åíèÿ, îïðåäå�ëåííîãî êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì (4), îêðóæíîñòü äåéñòâèòåëüíîÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.Â ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) âõîäÿò ÷åòûðå íåèçâåñòíûå: u0, β, C1, C2,äîáàâèì ê íèì óãëîâóþ êîîðäèíàòó γa òî÷êè A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà.Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ñëóæàò ñëåäóþùèå ïÿòü óðàâíåíèé:
ϕpγaq � 0, ϕp0q � ϕ1, ψpγaq � 0,

ϕ1pγaq � 0, ϕ1p0q � 0.�àçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, âûðàçèì âñå íåèçâåñòíûå ÷åðåç óãîë β:
C2 � 0, γa � π � 2β, u0 � Γ

4π sinβ
,

C1 � ϕ1 � 2u0 cos β � ϕ1 � Γ

2π
ctg β.

(7)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ β èìååì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå
ctg β � a� β, a � π

Γ
ϕ1 � π

2
. (8)Çàâèñèìîñòü spγq íàéäåì, ñîïîñòàâèâ �óíêöèè ϕpsq è ϕpγq, îïðåäå�ëåííûå �îðìóëàìè (3) è (5) ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþrχpζq � χ� χ0 � rS � irθ (9)áåç îñîáåííîñòåé â îáëàñòè Gζ , ãäå

χpζq � ln
dw

dz
� ln |V | � iθ � S � iθ� �óíêöèÿ Æóêîâñêîãî � Ìè÷åëà, à

χ0pζq � ln

�
1� ζa

ζ


 � S0 � iθ011



� �óíêöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ îñîáåííîñòü χpζq â òî÷êå A ñ êîîðäèíà�òîé ζa � eiγa. Òîãäà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â�èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè îïðåäåëèòñÿ ïî �îðìóëå
dw

dz
� �

1� ζa

ζ



erχpζq. (10)Âûäåëèâ â (9) ðåàëüíóþ ÷àñòü íà îêðóæíîñòè, çàïèøåìrSpγq � ln |V pγq| � ln

���2 sin γ � γa

2

��� .Òàê êàê V pγq � V pspγqq, òî rSpγq � èçâåñòíà. Ìíèìóþ ÷àñòü rθpγq íàîêðóæíîñòè âîññòàíîâèì ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà �èëüáåðòàrθpγq � 1

2π

2π»
0

rSpσq ctg σ � γ

2
dσ, (11)à ñàìó �óíêöèþ rχpζq îïåðàòîðîì Øâàðöàrχpζq � � 1

2π

2π»
0

rSpσqeiσ � ζ

eiσ � ζ
dσ. (12)Òîãäà �îðìó êîíòóðà Lz êðûëîâîãî ïðî�èëÿ íàéäåì ïî �îðìóëå

zpζq � u0e
�iβ

ζ»
1

�
1� 1

ζ



e�rχpζqdζ. (13)Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ ñêîðîñòè V8,îïðåäåëÿåìîé â õîäå ðåøåíèÿ, ñ çàäàííîé èìååò âèä

2π»
0

rSpγqdγ � 2π lnV8 � A1. (14)Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè èñêîìîãî êîíòóðà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ áóäóò:
2π»
0

rSpγq cosγdγ � �π � A2,

2π»
0

rSpγq sinγdγ � 0 � A3. (15)12



Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ñóùåñòâóþò äâà ìå�òîäà: ìåòîä êâàçèðåøåíèé è ìåòîä ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ìåòîäåêâàçèðåøåíèé ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå �óíêöèÿrS1pγq � rSpγq � pµ1 � µ2 cos γ � µ3 sin γq,ãäå
µ1 � 1

2π

�� 2π»
0

rSpγqdγ � A1

�� , µ2 � 1

π

�� 2π»
0

rSpγq cosγdγ �A2

�� ,
µ3 � 1

π

�� 2π»
0

rSpγq sinγdγ � A3

�� . (16)Êîíòóð çàìêíóòîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî �îð�ìóëàì (11), (13), ãäå âìåñòî rSpγq èñïîëüçóåòñÿ rS1pγq. �àñïðåäåëåíèåñêîðîñòè V1pγq ïî çàìêíóòîìó êðûëîâîìó ïðî�èëþ îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå
V1pγq � �2 sin γ � γa

2
e
rS1pγq.�àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq ïî çàìêíóòîìó êðûëîâîìó ïðî�èëþêàê �óíêöèþ äóãîâîé àáñöèññû íàéäåì êàê ñëîæíóþ �óíêöèþ

V psq � tV1pγq; spγqu.Âòîðîé ïîäõîä ê óäîâëåòâîðåíèþ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàêëþ�÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìåòîäà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àåèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq çàäàåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîìâèäå, íàïðèìåð, â âèäå ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ ñêîðîñòè (�Ö�Ñ) [1℄ (ðèñ. 3). Òîãäà äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ13



PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

V1

V
V2

�V1 sls1 s2 s3

sa δ

0

�èñ. 3óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ñêîðîñòü V1 �äëÿ óñëîâèÿ íà V8; àáñöèññû s1 è s2 (èëè àáñöèññó sa è óãîë δ) � äëÿóñëîâèé çàìêíóòîñòè. Ñîîòíîøåíèÿ (14), (15) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñè�ñòåìó èç òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ òðåõ ïàðàìåòðîâ â ðàñïðå�äåëåíèè ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ìåòîäîìÍüþòîíà.Àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.Ïîëíûé âûâîä �îðìóë àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðî�íèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïðèâåäåí â ïàðàãðà�å 4.1 ïðèëîæå�íèÿ. Íèæå ïðèâåäåì çàïèñü ýòèõ �îðìóë äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, èìåí�íî, íåïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿâ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å. Ïîäúåìíàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëåÆóêîâñêîãî (ïåðâàÿ �îðìóëà (44) èç ïðèëîæåíèÿ), à ñèëà ñîïðîòèâ�ëåíèÿ Rxa � 0 ñîãëàñíî ïàðàäîêñó Äàëàìáåðà. Òîãäà êîý��èöèåíòïîäúåìíîé ñèëû Cya � 2Γ

V8b , à Cxa � 0.14



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àýðîäèíàìè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ìîæíî âû�÷èñëèòü ïî �îðìóëàì
Cya � �1

b

»
Lz

cp dx, Cxa � 1

b

»
Lz

cp dy, (17)ïîëó÷åííûì èç �îðìóë (46) ïðèëîæåíèÿ ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ.Òàê êàê ïåðåìåííûå x è y, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â ïî�ñëåäíèõ �îðìóëàõ, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè âäîëü êîíòóðà êðû�ëîâîãî ïðî�èëÿ, òî îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýòèì ïåðåìåííûì ëó÷øåïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî äóãîâîé àáñöèññå s. Äëÿ ýòîãî íàé�äåì çàâèñèìîñòü θppγq óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó ïðî�èëÿîò ïåðåìåííîé γ. Âçÿâ ìíèìóþ ÷àñòü â �îðìóëå (9) è ðàçðåøèâ ïî�ëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî θ, çàïèøåì
θpγq � �rθpγq � γa � π sgnpγ � γaq � γ

2
.Óãîë θp ñîâïàäàåò ñ àðãóìåíòîì θ âåêòîðà ñêîðîñòè íà âåðõíåé ïî�âåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (γ   γa) è θp � θ � π íà íèæíåéïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (γ ¡ γa). Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëóäëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðûëîâîìó ïðî�èëþìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

θppγq � θpγq � π sgnpγ � γaq � π

2
� �rθpγq � γ � γa � π

2
.Òîãäà â �îðìóëàõ (17) ëåãêî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåí�íîé s, ñäåëàâ çàìåíó dx � cos θp ds, dy � sin θp ds:

Cya � �1

b

»
Lz

cp cos θp ds, Cxa � 1

b

»
Lz

cp sin θp ds. (18)15



Àýðîäèíàìè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, âû÷èñëåííûå äâóìÿ ñïîñîáà�ìè, äîëæíû ñîâïàäàòü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ÷òî ÿâëÿåò�ñÿ êðèòåðèåì äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ.2.3 Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿÎÊÇÀÀëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ ìåòîäîì Òóìàøåâàâêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå øàãè (óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè áóäåì ó÷è�òûâàòü ìåòîäîì êâàçèðåøåíèé).1. Ââîä èñõîäíûõ äàííûõ.2. Îïðåäåëåíèå sa.3. Âû÷èñëåíèå ϕpsq, ϕ0, ϕ1, Γ.4. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ β, u0, γa, C.5. Íàõîæäåíèå spγq.6. Îïðåäåëåíèå V pγq, Spγq è rSpγq.7. Ïåðåõîä îò rSpγq ê rS1pγq ïðè ó÷åòå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ìåòîäîìêâàçèðåøåíèé.8. Âû÷èñëåíèå rθpγq èíòåãðàëîì �èëüáåðòà.9. Íàõîæäåíèå êîîðäèíàò êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.10. Îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ è àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.Îòìåòèì, ÷òî âñå �óíêöèè â ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà áóäóòïðåäñòàâëåíû â òàáóëèðîâàííîì âèäå êàê ìàññèâû èõ çíà÷åíèé íàíåêîòîðîì ðàçáèåíèè èõ àðãóìåíòà. Â öåëÿõ äîñòèæåíèÿ êîìïðîìèñ�ñà ìåæäó òî÷íîñòüþ è ñêîðîñòüþ âû÷èñëåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü16



êóáè÷åñêèå ñïëàéíû. Òåïåðü ðàçáåðåì ïîäðîáíî îñîáåííîñòè ÷èñëåí�íîé ðåàëèçàöèè êàæäîãî øàãà ýòîãî àëãîðèòìà.1. Èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq çàãðóçèì â âèäå ìàññè�âîâ tspkq; V pkq; k � 0, Nu èç �àéëà ñ äàííûìè. Çäåñü è äàëåå âåðõíèéèíäåêñ, âçÿòûé â êðóãëûå ñêîáêè, áóäåò îçíà÷àòü èíäåêñ ýëåìåíòàìàññèâà. Äðóãîé ñïîñîá � ýòî çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â ïà�ðàìåòðè÷åñêîì âèäå �Ö�Ñ, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 3. Ýòî ðàñïðåäå�ëåíèå ñêîðîñòè çàâèñèò îò øåñòè ïàðàìåòðîâ: V1, V2, s1, s2, s3 è κ.Íà ëèíåéíîì ó÷àñòêå ðàçãîíà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì
V psq � V2 � V1

s2 � s1
ps� s1q � V1, s1   s   s2.Ôîðìà äè��óçîðíîãî ó÷àñòêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè çàâèñèò îòïàðàìåòðà κ, êîòîðûé ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ îáû÷íî áåðóò ðàâ�íûì κ � �0.25.

V psq � V2 p1�Dps� s3qqκ , s3   s   l.�àçáèåíèå äóãîâîé àáñöèññû ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîìåðíûì
spkq � lk{N , k � 0, N , à ìàññèâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè V pkqâû÷èñëÿòü ïî ïðèâåäåííûì âûøå �îðìóëàì.2. ×àùå âñåãî òî÷êà ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà íå ñîâïàäàåò ñ êàêîé�ëèáî òî÷êîé ðàçáèåíèÿ äóãîâîé àáñöèññû spkq. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ saíàéäåì îòðåçîê rspkq; spk�1qs, ãäå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ìåíÿåò çíàê.Ïðåäïîëàãàÿ �óíêöèþ V psq áëèçêîé ê ëèíåéíîé íà ýòîì ó÷àñòêå çà�ïèøåì

sa � spkq � V pkq
V pk�1q � V pkq pspk�1q � spkqq.17



3. Íàõîæäåíèå ϕpsq áóäåì ïðîâîäèòü ïî �îðìóëå (3) ñ èñïîëüçî�âàíèåì ñïëàéíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà. Ïî ìàññèâàì tspkq; V pkquïîñòðîèì ñïëàéí �óíêöèè V psq. Íàéäåì ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà ñó÷åòîì óñëîâèÿ ϕpsaq � 0 ïî �îðìóëå
ϕp0q � � sa»

0

V psqdsè çàòåì îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàññèâà ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå
ϕpk�1q � ϕpkq � spk�1q»

spkq V psqds, k � 1, N.Òîãäà ϕ0 � ϕp0q, ϕ1 � ϕpNq, Γ � ϕ1 � ϕ0.4. Òàê êàê ïàðàìåòðû

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

β

fpβq
π

2
�π
2

Γ ¡ 0

Γ   0

0

�èñ. 4

u0, γa è C çàâèñÿò îò β, òîñíà÷àëà íàéäåì β, ðåøèâíåëèíåéíîå óðàâíåíèå (8)ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòî�äîì, íàïðèìåð, ìåòîäîìÍüþòîíà. Îòìåòèì ñëåäóþ�ùóþ îñîáåííîñòü: òàê êàêöèðêóëÿöèÿ Γ âõîäèò â âû�ðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà a â (8) â çíàìåíàòåëå, òî ñëó÷àé Γ � 0 íåîá�õîäèìî ó÷åñòü îòäåëüíî. Ïðè Γ � 0 èìååì áåçöèðêóëÿöèîííîå îáòå�êàíèå îêðóæíîñòè è î÷åâèäíî, ÷òî β � 0. Ïðè Γ � 0 óãîë β îòûñêè�âàåòñÿ êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ fpβq � ctg β � a� β � 0.Âèä �óíêöèè fpβq ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4 ñïëîøíîé ëè�íèåé â ñëó÷àå Γ ¡ 0 (â ýòîì ñëó÷àå êîðåíü β P p0; π{2s) è øòðèõîâîé18



ëèíèåé â ñëó÷àå Γ   0 (â ýòîì ñëó÷àå êîðåíü β P r�π{2; 0q). Êàêâèäíî èç ðèñóíêà, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà öèðêóëÿöèè Γ íåîáõîäè�ìî ïðàâèëüíî çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà.Â èòîãå ïðè Γ ¡ 0, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáåðåì â âèäå β0 � ε,à äëÿ Γ   0 � â âèäå β0 � �ε, ãäå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ β îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íàéäåì ïî �îðìó�ëàì (7). Êàê âèäíî èç ýòèõ �îðìóë, çäåñü òàêæå âîçíèêàþò òðóäíî�ñòè âû÷èñëåíèé â ñëó÷àå β � 0 (íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0

0
â �îðìóëåäëÿ u0 è âèäà 0 � 8 â �îðìóëå äëÿ C1). Ïåðåïèøåì �îðìóëó (5) ñó÷åòîì òîãî, ÷òî β � Γ � 0, â âèäå ϕpγq � 2u0 cos γ �C1. Èç óñëîâèé

ϕp0q � ϕ1 è ϕpπq � 0 ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé$&% 2u0 � C1 � ϕ1,�2u0 � C1 � 0,îòêóäà äëÿ ñëó÷àÿ β � 0 íàéäåì C1 � ϕ1{2 è u0 � ϕ1{4.5. Íà ðèñ. 5,à,á ïðåäñòàâëåíî ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå �óíê�öèé ϕpsq è ϕpγq, èç ñîïîñòàâëåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñè�ìîñòü spγq (ðèñ. 5,â). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ϕpsq è ϕpγq èìåþò ïî
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äâà ó÷àñòêà ìîíîòîííîñòè. Ïðè÷åì ó÷àñòêó s P r0; sas �óíêöèè ϕpsqñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòîê γ P rγa; 2πs �óíêöèè ϕpγq (íà ðèñóíêå èçîá�ðàæåíû ñïëîøíîé ëèíèåé), à ó÷àñòêó s P rsa; ls ñîîòâåòñòâóåò ó÷à�ñòîê γ P r0; γas (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ñîïîñòàâëåíèå �óíêöèé ϕpsq è
ϕpγq íà êàæäîì ó÷àñòêå ìîíîòîííîñòè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïîîòäåëüíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ïðåäû�äóùåãî øàãà íàáîð ïàðàìåòðîâ îïðåäåëåí âåðíî, òî äëÿ �óíêöèé
ϕpsq è ϕpγq áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ϕps � 0q � ϕpγ � 2πq � ϕ0,
ϕps � saq � ϕpγ � γaq � 0 è ϕps � lq � ϕpγ � 0q � ϕ1, ÷òîíåîáõîäèìî äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ spγq.Ââåäåì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå γpjq � 2πj{n, j � 0, n òî÷åê íàîêðóæíîñòè (÷èñëî n òî÷åê íà îêðóæíîñòè âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò íåñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì N â èñõîäíîì ðàçáèåíèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî�ðîñòè V psq). Â òî÷êàõ ýòîãî ðàçáèåíèÿ âû÷èñëèì ìàññèâ çíà÷åíèé
ϕpjq � ϕpγpjqq. Íàõîæäåíèþ �óíêöèè spγq ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à âû�÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà äóãîâûõ àáñöèññ spjq èñêîìîãî êîíòóðà,ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì γpjq ðàçáèåíèÿ íà îêðóæíîñòè. Äëÿ ðåøå�íèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ äâà ñïîñîáà.I ñïîñîá. Íà ïåðâîì ó÷àñòêå ìîíîòîííîñòè ñòðîèì ñïëàéí äëÿ�óíêöèè spϕq ïî íàáîðó çíà÷åíèé tϕpkq; spkqu ñ ýòîãî ó÷àñòêà, íàé�äåííûõ íà øàãàõ 1 è 3. Îòìåòèì, ÷òî ê ýòîìó íàáîðó òî÷åê íåîá�õîäèìî äîïîëíèòåëüíî äîáàâèòü òî÷êó tϕ � 0; s � sau, åñëè òî÷êàðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà íå ïîïàëà â îäíó èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ spkq. Òî�ãäà èñêîìûå spjq íàéäåì, ïîäñòàâèâ â ñïëàéí spϕq çíà÷åíèÿ ϕpjq, òîåñòü spjq � spϕpjqq. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèì �óíêöèþ spγq, ñîîò�20



âåòñòâóþùóþ ïåðâîìó ó÷àñòêó ìîíîòîííîñòè, êîòîðàÿ èçîáðàæåíàíà ðèñ. 5,â ñïëîøíîé ëèíèåé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìîòðåâ âòî�ðîé ó÷àñòîê ìîíîòîííîñòè, îïðåäåëèì âòîðóþ ïîëîâèíó spγq, èçîáðà�æåííóþ øòðèõîâîé ëèíèåé.Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà
ds{dϕÑ8, íî òàêîå ïîâåäåíèå �óíêöèè spϕq íå ìîæåò áûòü îáåñ�ïå÷åíî êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì. Ýòî ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíûì ïî�ãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè spγq â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ÷òîÿâëÿåòñÿ íåáîëüøèì íåäîñòàòêàì ïåðâîãî ñïîñîáà. Ê ïðåèìóùåñòâàììîæíî îòíåñòè îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòîãîìåòîäà è áûñòðîòó åãî ðàáîòû.II ñïîñîá. Ñíà÷àëà íàéäåì ìàññèâ òî÷åê γpkq, ñîîòâåòñòâóþùèõçíà÷åíèÿì èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ spkq, ïîëó÷åííûì íà øàãå 1, ðåøàÿäëÿ êàæäîé òî÷êè èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ spkq íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
ϕpγq � ϕpspkqq � ϕpkq. Òàê êàê ϕpγq çàäàíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (5),òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

fpγq � 2u0 cospγ � βq � Γγ

2π
� C1 � ϕpkq � 0ìîæíî ðåøèòü ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, ìåòîäîì Íüþ�òîíà. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü òàê æå íóæíî ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðè�âàòü ñíà÷àëà ïåðâûé, à ïîòîì âòîðîé ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè. Äëÿóñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ÷èñëåííîãî ìå�òîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íîáëèçêî ê êîðíþ, îïðåäåëèâ îòðåçîê rγpjq; γpj�1qs (ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâó�þùåãî ó÷àñòêà ìîíîòîííîñòè), ñîäåðæàùèé èñêîìîå çíà÷åíèå γpkq, èç21



óñëîâèÿ ϕpjq ¤ ϕpkq ¤ ϕpj�1q. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ γpsq îïðåäå�ëÿåòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé â ïðîöåäóðå ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.Â èòîãå �óíêöèþ spγq íàéäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî íàáîðóçíà÷åíèé tγpkq; spkqu ïîñòðîèì ñïëàéí �óíêöèè spγq è çàòåì âû÷èñëèìèñêîìûå spjq, ïîäñòàâèâ â ýòîò ñïëàéí çíà÷åíèÿ γpjq, òî åñòü spjq �
spγpjqq.�åàëèçàöèÿ âòîðîãî ñïîñîáà áîëåå òðóäîåìêàÿ, à ïðîâåäåíèå ðàñ�÷åòà çàíèìàåò áîëüøå âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñïîñîáîì, ÷òîìîæíî îòíåñòè ê åãî íåäîñòàòêàì (âïðî÷åì ýòî íå ñèëüíî çàìåòíîïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ). Â êà÷åñòâå ïðåèìó�ùåñòâà îòìåòèì áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âòîðîãî ñïîñîáà.6. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ V pγq � V pspγqq ïîñòðîèì ñïëàéí äëÿ �óíê�öèè V psq ïî íàáîðó òî÷åê tspkq; V pkqu è ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñ�ëèì ìàññèâ çíà÷åíèé V pjq � V pspjqq. Íàõîæäåíèå Spγq � ln |V pγq|ðàâíîñèëüíî âû÷èñëåíèþ ìàññèâà Spjq � ln |V pjq|, à îïðåäåëåíèårSpγq � Spγq � S0pγq � âû÷èñëåíèþ rSpjq � Spjq � S0pγpjqq. Åñëè γañîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé òî÷êîé ðàçáèåíèÿ γpjq, òî äëÿ ýòîé òî÷êèrSpjq � prSpj�1q � rSpj�1qq{2.7. Ïðè ïîñòðîåíèè êâàçèðåøåíèÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â �îð�ìóëàõ (16) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè, ïîñòðîèâ ñïëàéíû ïîäûíòåãðàëü�íûõ �óíêöèé íà òî÷êàõ ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ îêðóæíîñòè γpjq.Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ µ1, µ2 è µ3 íàõîæäåíèå �óíê�öèè rS1pγq ðàâíîçíà÷íî îïðåäåëåíèþ ìàññèâà rSpjq

1
� rSpjq � pµ1 �

µ2 cos γ
pjq � µ3 sin γ

pjqq. 22



8. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì �îðìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòå�ãðàëà �èëüáåðòà â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü fpζq � u�iv � àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ âî âíåøíîñòè êðóãà, ïðè÷åì åå ðåàëüíàÿ ÷àñòü upγq íà ãðà�íèöå èçâåñòíà. Òîãäà ìíèìàÿ ÷àñòü vpγq íà ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿèíòåãðàëîì �èëüáåðòà
vpγq � 1

2π

2π»
0

upσq ctg σ � γ

2
dσ.Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì è åãî ïîäñ÷åò ñòàíäàðòíûìèêâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè íåâîçìîæåí. Íèæå ïðèâåäåì äâà ïîäõîäàê åãî âû÷èñëåíèþ.I ïîäõîä. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèìåíèì ñïåöèàëüíóþ êâàäðàòóðíóþ�îðìóëó. Ïóñòü �óíêöèÿ upγq çàäàíà ìàññèâîì òî÷åê tγpjq; upjqu,

j � 0, n. òîãäà çíà÷åíèÿ �óíêöèè vpγq íà òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ γpjqîïðåäåëèì ïî �îðìóëå
vpjq � � 1

2π

n�1

ķ�0

F pk,jq � F pk�1,jq
2

�
γpk�1q � γpkq	 , j � 0, n� 1.Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè vpnq � vp0q. Çäåñü

F pk,jq � $'&'% �
upkq � upjq� ctg γpjq � γpkq

2
, k � j,�2u1pkq, k � j,

k � 0, n� 1è ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè F pn,jq � F p0,jq. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä�íîé u1pγq � du{dγ èñïîëüçóåì �îðìóëû
u1pjq � upj�1q � upj�1q

γpj�1q � γpj�1q , j � 1, n� 1,

u1p0q � u1pnq � up1q � upn�1q
γp1q � γpn�1q � 2π

.23



Ïðè n � 200 ïîãðåøíîñòü ýòîãî ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà�èëüáåðòà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10�4.II ïîäõîä îñíîâàí íà áûñòðîì äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.Ïóñòü �óíêöèÿ fpζq ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Ëîðàíà
fpζq � c0

2
� 8̧

k�1

ck

ζk
.Îáîçíà÷èâ ck � ak � ibk, íà ãðàíèöå çàïèøåì

fpeiγq � a0 � ib0

2
� 8̧

k�1

rpak � ibkqpcos kγ � i sin kγqs.Òîãäà, ðàçäåëÿÿ ðåàëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, íàéäåì:
upγq � a0

2
� 8̧

k�1

rak cos kγ � bk sin kγqs,
vpγq � b0

2
� 8̧

k�1

rbk cos kγ � ak sin kγqs.Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ �îðìóëàõ, ïðèâåäåì ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþèíòåãðàëà �èëüáåðòà èëè, òî÷íåå, ê îïðåäåëåíèþ ìíèìîé ÷àñòè àíà�ëèòè÷åñêîé �óíêöèè íà ãðàíèöå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ïî èçâåñòíîéðåàëüíîé. Ïðèìåíèâ ïðÿìîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçíà÷åíèÿì upjq, îïðåäåëèì êîý��èöèåíòû tak; bku, k � 0, n óñå÷åííî�ãî ðÿäà Ëîðàíà. Çàòåì âû÷èñëèì vpjq, ïðèìåíèâ îáðàòíîå äèñêðåòíîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî íàáîðó êîý��èöèåíòîâ tbk;�aku. Ýòîò ïîä�õîä óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè èìåþòñÿ ãîòîâûå ïðîöåäóðû äèñêðåòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ ìíîãèõ âû÷èñëèòåëü�íûõ áèáëèîòåê ïðîãðàìì. Ïðåèìóùåñòâàìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿáîëüøàÿ ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé è âûñîêàÿ òî÷íîñòü, íàïðèìåð, ïðè
n � 200 ñîïîñòàâèìàÿ ñ òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà òèïà double.24



Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé ïîäõîä ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ðàâíîìåðíîãîðàçáèåíèÿ γpjq, à ïåðâûé � è íà íåðàâíîìåðíîì.9. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïðåîáðàçóåì�îðìóëó (13), ïîäñòàâèâ â íåå ζ � eiγ, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ
dζ � deiγ � ieiγdγ � iζdγê âèäó
zpγq � γ»

0

f1peiγqdγ, f1pζq � iu0e
�iβ pζ � 1q e�rχ1pζq.Ó÷òåì, ÷òî rχ1peiγq � rS1pγq� irθ1pγq, ãäå rθ1pγq âîññòàíàâëèâàåòñÿ èíòå�ãðàëîì �èëüáåðòà ïî �óíêöèè rS1pγq. Òîãäà, ïåðåéäÿ îò îäíîãî êîì�ïëåêñíîãî èíòåãðàëà ê äâóì âåùåñòâåííûì, êîîðäèíàòû êðûëîâîãîïðî�èëÿ îïðåäåëèì ïî �îðìóëàì:

xpj�1q � xpjq � γpj�1q»
γpjq Re

�
f1peiγq� dγ,

ypj�1q � ypjq � γpj�1q»
γpjq Im

�
f1peiγq� dγ, j � 0, n� 1,

ó÷òÿ xp0q � yp0q � 0. Èíòåãðàëû âû÷èñëèì, íàéäÿ ñïëàéíû îò ïîäûí�òåãðàëüíûõ �óíêöèé.10. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèðåøåíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèéðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ ìàññèâ äóãîâûõ àáñöèññ spjq, îïðåäåëÿåìûé âõîäå ðåøåíèÿ íà øàãå 5, íå ñîîòâåòñòâóåò äóãîâîé àáñöèññå çàìêíó�òîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëèì åå ïî íàéäåííûì êîîð�äèíàòàì çàìêíóòîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ
spj�1q � spjq �b�xpj�1q � xpjq�2 � �ypj�1q � ypjq�225



ñ ó÷åòîì sp0q � 0.Õîðäó ïðî�èëÿ íàéäåì ïî �îðìóëå
b �bpxpibqq2 � pypibqq2,ãäå pibq � èíäåêñ ñàìîé óäàëåííîé îò çàäíåé êðîìêè òî÷êè. Óãîëàòàêè îïðåäåëèì ïî �îðìóëå
α � $'&'% π � arctg

ypibq
xpibq , ypibq ¥ 0,�π � arctg
ypibq
xpibq , ypibq   0,ïðè÷åì ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü �óíê�öèþ atan2(y,x), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò óãîë â äèàïàçîíå r�π; πs ñ ó÷å�òîì ÷åòâåðòè.Íàõîæäåíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áóäåì ïðîâîäèòüïî �îðìóëàì (18). Èíòåãðàëû âû÷èñëèì òàê æå ïîñòðîèâ ñïëàéíûîò ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé.2.4 �åøåíèå ÎÊÇÀ ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè ïî ìîäåëèÏÑ�àñ÷åò òóðáóëåíòíîãî ÏÑ. Äëÿ ðàñ÷åòà ÏÑ âîñïîëüçóåìñÿ îä�íèì èç ïðîñòåéøèõ ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìåòîäîâ � ìåòîäîì Êî÷èíà �Ëîéöÿíñêîãî. Â ðàñ÷åòíûõ �îðìóëàõ ïðèñóòñòâóþò ñëåäóþùèå êîí�ñòàíòû: a � 1.17, b � 4.75, m � 6, A � 6.55 � 10�3, f0 � �1.86. �àñ÷åòÏÑ çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ñëåäóþùèõ �óíêöèé: �îðìïàðàìåòðà

fpsq � aV 1psq|V psq|b ������ s»
sa

|V psq|b�1ds

������ ; (19)26



òîëùèíû ïîòåðè èìïóëüñà
δ2psq � ��

A
|V psq|
V 1psq fpsq
m

ν|V psq|� 1

m�1

, (20)çäåñü ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, âõîäÿùèé â âûðà�æåíèå äëÿ ÷èñëà �åéíîëüäñà Re � V8b{ν, äëÿ ñóõîãî âîçäóõà ïðèòåìïåðàòóðå 20�C: ν � 1.51 � 10�5ì2{
; òîëùèíû âûòåñíåíèÿ
δ1psq � H12psqδ2psq,ãäå H12psq îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå Êàìåíåöêîãî â çàâèñèìîñòè îòòåêóùåãî çíà÷åíèÿ �îðìïàðàìåòðà
H12pfq � 1.35� 0.0701f � 0.02913f 2� 0.01083f 3� 0.001606f 4.Êðèòåðèé áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
fpsq ¥ f0, s P r0, ls.Èçâåñòíî, ÷òî òåîðèÿ ÏÑ íå ðàáîòàåò âáëèçè òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿïîòîêà. Ôîðìóëû ìåòîäà Êî÷èíà � Ëîéöÿíñêîãî äàþò òàì ïîãðåøíî�ñòè. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íà ó÷àñòêå s P psa; s�q, ãäåts� : V ps�q � V� � 0.3V8u ïàðàìåòðû ÏÑ áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïîñëåäóþùèì �îðìóëàì. Ïîëàãàåì, ÷òî V psq ëèíåéíà íà ýòîì ó÷àñòêå,òî åñòü V psq � kps� saq, V 1psq � k, òîãäà

fpsq � ak|kps� saq|b s»
sa

|kps� saq|b�1ds � akpkps� saqqb kb�1ps� saqb
b

� a

b
,ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fpsq � a

b
, s P psa; s�q. Òàê êàêòîëùèíà δ2psq î÷åíü ìàëà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè, òî áóäåì27



ïîëàãàòü δ2psq � δ2ps�q, s P psa; s�q. Äëÿ s ¡ s� �óíêöèè fpsq è δ2psqâû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (19) è (20). Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ âêà÷åñòâå s� ìîæíî âûáðàòü ïåðâóþ òî÷êó ðàçáèåíèÿ spkq, äëÿ êîòîðîé
V pkq ¡ V�.Îáîáùåíèå ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ. Òàê êàê âëèÿíèå âÿçêîñòè ïðèáîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ñóùåñòâåííî òîëüêî â òîíêîì ñëîå âáëè�çè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, íàçûâàåìîì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì, è â ñëåäå çàïðî�èëåì, òî â ðàìêàõ ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé äëÿ ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ ñó÷åòîì âÿçêîñòè, îáëàñòü òå÷åíèÿ â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ðàçáèâà�åòñÿ íà äâå: îáëàñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ, â êîòîðîé æèäêîñòü ñ÷èòàåò�ñÿ èäåàëüíîé è íåñæèìàåìîé, è îáëàñòü ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñëåäà,â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå âÿçêîñòè. Â êà÷åñòâå ëèíèè, ðàçäå�ëÿþùåé ýòè äâå îáëàñòè âáëèçè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ áåðåòñÿ ãðàíèöàïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ íàðàùèâàíèåì íà êîíòóð êðûëî�âîãî ïðî�èëÿ òîëùèíû âûòåñíåíèÿ (ðèñ. 6,à, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïðèêîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè âíåøíåãî òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè zíà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â êàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè ζ ãðàíèöà

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)
u

à)á)â)

p qp qp q pzqGz

à) á)
Gζ

pζq
�èñ. 6
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ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ ïåðåéäåò â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü (ðèñ. 6,á).Âÿçêèé ñëåä çà çàäíåé êðîìêîé êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ìîäåëèðóåòñÿäâóìÿ êîíãðóýíòíûìè ëèíèÿìè òîêà, ÿâëÿþùèìèñÿ îáðàçàìè ëèíèèñõîäà ïîòîêà â êàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 6,à,á, øòðèõîâûå ëè�íèè).Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîå îòëè÷èå îò îñíîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ êðûëî�âîãî ïðî�èëÿ, îáòåêàåìîãî ïîòîêîì ÈÍÆ, â òîì, ÷òî èñêîìûé êîí�òóð Lz ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ äîëæåí áûòü ðàçîìêíóò íà âåëè÷èíó
∆z � �ipδ1â � δ1íqeiθb,ãäå δ1â è δ1í � ñîîòâåòñòâåííî òîëùèíû âûòåñíåíèÿ â çàäíåé êðîìêå Bñâåðõó è ñíèçó, θb � θpp0q � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê Lz â ýòîé òî÷�êå. Òî åñòü â ðàñ÷åòíûõ �îðìóëàõ îñíîâíîé ÎÊÇÀ, ïðèâåäåííûõ â ïà�ðàãðà�å 2.2, èçìåíÿòñÿ ëèøü êîíñòàíòû â óñëîâèÿõ çàìêíóòîñòè (15),êîòîðûå â êîìïàêòíîé �îðìå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
A2 � iA3 � �π � i

V8eiβ
2u0

∆z.Âûïîëíåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè äîñòèãàåòñÿ ìåòîäîì êâàçèðåøå�íèé.Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëåäóþùåì: êâàçèðåøåíèå ìåíÿåòðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå òîë�ùèíû âûòåñíåíèÿ δ1psq, òî åñòü èçìåíèòñÿ è âåëè÷èíà ðàçîìêíóòî�ñòè ∆z, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò çàíîâî âûïîëíèòü óñëîâèÿ ðàç�ðåøèìîñòè. Ýòà òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ ïóòåì îðãàíèçàöèè èòå�ðàöèîííîãî ïðîöåññà. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ íåãî áóäóò �óíêöèè29



spγq è V pγq, ïîëó÷àåìûå íà ïåðâîé ñòàäèè ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ ïî èñõîä�íîé V psq. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñîäåðæèò ñëåäóþùèå øàãè:1. âûïîëíÿåì ðàñ÷åò ÏÑ è îïðåäåëÿåì ðàçîìêíóòîñòü ∆z;2. ïðèìåíÿåì êâàçèðåøåíèå äëÿ ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ;3. íàõîäèì óãîë θppγq íàêëîíà êàñàòåëüíîé è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî�ñòè V1pγq íà ãðàíèöå ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ;4. ñòðîèì êîíòóð Lz è îïðåäåëÿåì íîâóþ çàâèñèìîñòü spγq;5. ïðîâåðÿåì óñëîâèå âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà}V pγq � V1pγq}   ε,ãäå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî;6. åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì V pγq � V1pγq è ïåðåõîäèìíà øàã 1, èíà÷å âûõîäèì èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.Íàêîíåö ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòóðà ïðî�èëÿ Lzpïî êîíòóðó ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ Lz. Ïóñòü íàéäåííûé êîíòóð Lz çà�äàí êîîðäèíàòàìè zpγq, γ P r0, 2πs. Òîãäà êîîðäèíàòû êîíòóðà êðû�ëîâîãî ïðî�èëÿ îïðåäåëèì, îòñòóïàÿ ïî íîðìàëè âíóòðü Lz íà ðàñ�ñòîÿíèå δ1, ïî �îðìóëå
zppγq � zpγq � iδ1pγqeiθppγq. (21)Îïðåäåëåíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Êîý��è�öèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ âû÷èñëèì ïî ïðèáëèæåííîé �îðìóëå Ñêâàéðà� Þíãà
Cxa � Cxâ � Cxí, Cxpâ/íq � 2

δ2pâ/íq
b

�
Vb

V8
 5�H
12pâ/íq
2

,30



ãäå Vb � ñêîðîñòü â çàäíåé êðîìêå B ïðî�èëÿ, δ2pâ/íq è H12pâ/íq � çíà�÷åíèå δ2psq è H12psq â çàäíåé êðîìêå äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõ�íîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëóÑêâàéðà � Þíãà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ðåøåíèè ÎÊÇÀ ïî ìîäå�ëè ÈÍÆ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ Cxa è àýðîäèíàìè÷åñêîãîêà÷åñòâàK � Cya{Cxa áåç ïîñòðîåíèÿ ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ. Êîý��è�öèåíò ïîäúåìíîé ñèëû Cya áóäåì íàõîäèòü ïî ïåðâîé �îðìóëå (18),òàê êàê âëèÿíèå âÿçêîñòè çäåñü íåçíà÷èòåëüíî.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Cya íåîáõîäèìî çíàòü óãîë íàêëîíà êàñàòåëü�íîé θp1 ê êîíòóðó êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, êîòîðûé íóæíî ïîäñòàâèòüâ �îðìóëó (18) âìåñòî θp. Äëÿ êîíòóðîâ Lz è Lzp èìååì:
dz � dseiθp, dzp � dspe

iθp1.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå (21) ïî γ ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãîñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì
dsp

dγ
eiθp1 � ds

dγ
eiθp � i

dδ1

dγ
eiθp � iδ1 e

iθp i
dθp

dγ
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ds

dγ
� i

dδ1

dγ
� δ1

dθp

dγ



eiθp � Aeiθp.Ñëåäîâàòåëüíî, θp1 � θp � argA, ãäå

argA � arctg
ImA

ReA
� arctg

�dδ1
dγ

ds

dγ
� δ1

dθp

dγ

.Ó÷òÿ, ÷òî δ1 è dδ1

dγ
ìàëû, âòîðûì ñëàãàåìûì â çíàìåíàòåëå ìîæíîïðåíåáðå÷ü, à çíà÷åíèå �óíêöèè arctg ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ðàâíûìåå àðãóìåíòó. Òîãäà ïîëó÷èì

θp1 � θp � dδ1

dγ

N
ds

dγ
. 31



3 Ïðÿìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäèíà�ìèêèÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî ðåøåíèå ÏÊÇÀ, òî åñòü çàäà÷èðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ èçâåñòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïîòîêîì ÈÍÆ òàêíàçûâàåìûì ïàíåëüíûì ìåòîäîì (ñì., íàïð., [2℄) èëè, êàê åãî åùå íà�çûâàþò â ëèòåðàòóðå, ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íèæå ïîÿñíåíàñóòü ïàíåëüíîãî ìåòîäà ñ âûâîäîì ðàñ÷åòíûõ �îðìóë äëÿ �óíêöèèêîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà, ïðèâåäåíû îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëè�çàöèè è äàíî îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé ìíîãîýëåìåíòíîãîêðûëîâîãî ïðî�èëÿ, ïðî�èëÿ êðûëà âáëèçè òâåðäîãî ýêðàíà è ïðî�íèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì îáòåêàíèå çàäàííî�
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ementsp q
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s�èñ. 7
ãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ Lz ïîòîêîìÈÍÆ ñî ñêîðîñòüþ V8 íà áåñêîíå÷�íîñòè, íàïðàâëåííûì ïîä óãëîì α(ðèñ. 7). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñ�ïðåäåëåíèå ñêîðîñòè V psq èëè êîý��èöèåíòà äàâëåíèÿ cppsq êàê�óíêöèè äóãîâîé àáñöèññû s, à òàêæå èíòåãðàëüíûå àýðîäèíàìè÷å�ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðî�èëÿ. 32



3.2 Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòåéøèõ òå÷å�íèéÏðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ñóòè ïàíåëüíîãî ìåòîäà ðàñ�ñìîòðèì êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòåéøèõ òå÷åíèé.Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïëî�ñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ ñî ñêîðîñòüþ íàáåãàþùåãî ïîòîêà V8 íàáåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé wpzq � V8z, à êîìïëåêñíî ñî�ïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü �îðìóëîé dw
dz

� V8. Â ñëó÷àå, åñëè íàáåãàþùèéïîòîê íàïðàâëåí ïîä óãëîì α, òî
wpzq � V8e�iαz,

dw

dz
� V8e�iα. (22)Òî÷å÷íûå îñîáåííîñòè. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë è êîìïëåêñ�íî ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (ñòîêà) ðàñõîäà Q,ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå z0, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

wpzq � Q

2π
lnpz � z0q, dw

dz
� Q

2πpz � z0q . (23)Ñëó÷àé Q ¡ 0 ñîîòâåòñòâóåò èñòî÷íèêó, ñëó÷àé Q   0 � ñòîêó.Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû äëÿ òî÷å÷íîãî âèõðÿ öèðêóëÿöèè Γ, çà�êðó÷åííîãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, èìåþò âèä
wpzq � Γ

2πi
lnpz � z0q, dw

dz
� Γ

2πipz � z0q. (24)�àñïðåäåëåííûå îñîáåííîñòè. Ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà îñîáåííîñòåé, ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü íåêîòî�ðîé ëèíèè ℓ. �àññìîòðèì íàáîð òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) ñ èí�òåíñèâíîñòüþ qk, k � 1, n, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ëèíèè ℓ â òî÷êàõ33



ñ êîîðäèíàòàìè zk. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ñóïåðïîçèöèè êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë òå÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî ýòèìè îñîáåííîñòÿìè, ñ ó÷å�òîì (23) áóäåò
wpzq � ņ

k�1

qk

2π
lnpz � zkq.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê ñëó÷àþ èñòî÷íèêîâ, ðàñïðåäåëåííûõâäîëü ℓ, óñòðåìèì â ïîñëåäíåé �îðìóëå n ê áåñêîíå÷íîñòè è îò ñóììûïåðåéäåì ê èíòåãðàëó, çàìåíèâ qk íà qpsqds, à zk íà ξpsq. Ôóíêöèÿ qpsqíàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ(ñòîêîâ), à ξpsq åñòü êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà òåêóùåé òî÷êè èíòå�ãðèðîâàíèÿ íà ëèíèè ℓ ñ äóãîâîé àáñöèññîé s. Òîãäà êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë òå÷åíèÿ îò ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ èìååò âèä

wpzq � 1

2π

»
ℓ

qpsq lnpz � ξpsqq ds.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, çàïèøåì êîìïëåêñíî ñî�ïðÿæåííóþ ñêîðîñòü
dw

dz
� 1

2π

»
ℓ

qpsq
z � ξpsq ds.Åñëè qpsq � q � const, òî

wpzq � q

2π

»
ℓ

lnpz � ξpsqq ds, dw

dz
� q

2π

»
ℓ

ds

z � ξpsq. (25)Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííûõ âèõðåé �îðìóëû âûâîäÿòñÿ àíàëîãè÷�íî. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü äëÿâèõðåé ñ ïëîòíîñòüþ èíòåíñèâíîñòè γpsq, ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü ℓ,34



èìåþò âèä
wpzq � 1

2πi

»
ℓ

γpsq lnpz�ξpsqq ds, dw

dz
� 1

2πi

»
ℓ

γpsq
z � ξpsq ds. (26)Åñëè γpsq � γ � const, òî

wpzq � γ

2πi

»
ℓ

lnpz � ξpsqq ds, dw

dz
� γ

2πi

»
ℓ

ds

z � ξpsq. (27)3.3 Ñóòü ïàíåëüíîãî ìåòîäàÄëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåííûå è èíòåãðàëüíûå àýðîäè�íàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáòåêàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, íåîá�õîäèìî íàéòè �óíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþùåãîòå÷åíèÿ ÈÍÆ. Â ÏÊÇÀ â îòëè÷èè îò ÎÊÇÀ ìåòîäû êîí�îðìíûõîòîáðàæåíèé íå ý��åêòèâíû, òàê êàê ñâîäÿòñÿ ê èòåðàöèîííîìó ïðî�öåññó. Èñïîëüçóåì äðóãîé ïîäõîä. Áóäåì îòûñêèâàòü �óíêöèþ wpzqêàê ñóïåðïîçèöèþ ïðîñòåéøèõ òå÷åíèé ÈÍÆ.Âïèøåì â Lz n-óãîëüíèê,

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)

lk
θk

~s~n

lj

zcj�èñ. 8
òî åñòü ðàçîáüåì Lz íà ïàíå�ëè lk, k � 1, n, ãäå êàæäàÿ ïà�íåëü � ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê(ðèñ. 8). Âäîëü êàæäîé ïàíåëèðàñïðåäåëèì èñòî÷íèêè (ñòîêè) ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ èíòåíñèâ�íîñòè qk, íî ñâîåé äëÿ êàæäîé ïàíåëè. Òîãäà áóäåì îòûñêèâàòü êîì�ïëåêñíûé ïîòåíöèàë â âèäå

wpzq � w0pzq � ņ

k�1

wkpzq, (28)35



ãäå w0 � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîòîêà (22),à wkpzq � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîòîêà, èíäóöèðîâàííîãî èñòî÷íè�êàìè, ðàñïðåäåëåííûìè âäîëü lk, ñ ó÷åòîì (25) çàïèøåì â âèäå
wkpzq � qk

2π

»
lk

lnpz � ξpsqq ds.Ôîðìóëà (28) ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò áåçöèðêóëÿöèîííîãî îá�òåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, îäíàêî äëÿ ðåàëüíûõ òå÷åíèé â ñèëóóñëîâèÿ Æóêîâñêîãî � Êóòòû ãëàäêîãî ñõîäà ïîòîêà ñ çàäíåé êðîì�êè îáòåêàíèå êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿöèîííûì, òî åñòüê wpzq íåîáõîäèìî äîáàâèòü öèðêóëÿöèîííûé ÷ëåí
wpzq � w0pzq � ņ

k�1

wkpzq � ωpzq. (29)Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå öèðêóëÿöèîííûé ÷ëåí ωpzq èìååò âèä (24) �êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî âèõðÿ, ïîìåùåííîãî âíóòðü êîíòó�ðà Lz â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z0. Òàêàÿ �îðìóëà íåïëîõî ðàáîòàåò äëÿðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ î÷åíü òîëñòûõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé è ãëàäêèõ òåë,íî äëÿ êðûëîâûõ ïðî�èëåé, òîëùèíà êîòîðûõ îáû÷íî íå ïðåâûøà�åò 20% äëèíû õîðäû, äàåò ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè â íàéäåííîìðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòè.Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü âèõðè, ðàñïðåäåëåííûåâäîëü íåêîòîðîé ëèíèè l1, â êà÷åñòâå êîòîðîé îáû÷íî áåðóò èëè ñðåä�íþþ ëèíèþ ïðî�èëÿ èëè ñàì êîíòóð Lz, òî åñòü ñ ó÷åòîì (26)
ωpzq � 1

2πi

»
l1 γpsq lnpz � ξ1psqq ds,ãäå γpsq � ïëîòíîñòü èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåííûõ âèõðåé, à ξ1psq �êîîðäèíàòà òåêóùåé òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ëèíèè l1.36



×èñëîâûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè áðàòü γpsq � γ �
const, òî ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòÿì ðàñ÷åòà (ñóùåñòâåí�íûå ïîãðåøíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ âáëèçè òîíêîé çàäíåé êðîìêè ïðî�è�ëÿ, ãäå âåëèêî âçàèìíîå âëèÿíèÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äðóã ê äðóãóïàíåëåé). Ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòü γpsq � γ ηpsq, ãäå ηpsq � íåêîòî�ðàÿ âåñîâàÿ �óíêöèÿ. Åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ âûáðàòü åå â âèäå�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òîëùèíû ïðî�èëÿ: ηpsq � tpsq, òîãäà èñêî�ìûì áóäåò êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ.Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî âèõðè ðàñïðåäåëåíû âäîëü Lz, ïðè÷åì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
tpsq � tk � const íà êàæäîé lk, òîãäà ñ ó÷åòîì (27)

ωpzq � γ

2πi

ņ

k�1

tk

»
lk

lnpz � ξpsqq ds.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ wpzq ïî �îðìóëå (29) íåîáõîäè�ìî íàéòè pn � 1q íåèçâåñòíóþ: qk, k � 1, n è γ. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿñëóæèò óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ êîíòóðà Lz: Vnpsq � 0, ãäå Vn � íîð�ìàëüíàÿ ê êîíòóðó Lz ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè. Ïîòðåáóåì âûïîëíå�íèÿ ýòîãî óñëîâèÿ â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ zcj : ñåðåäèíàõ ïàíåëåé lj(íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíû êðåñòèêàìè), òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó n ëèíåé�íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
Vnpscjq � 0, j � 1, n, (30)ãäå scj � äóãîâûå àáñöèññû êîíòðîëüíûõ òî÷åê. Çàìêíåì ïîëó÷åííóþñèñòåìó óðàâíåíèé óñëîâèåì ãëàäêîãî ñõîäà â çàäíåé êðîìêå, êîòîðîå37



èìååò âèä Vspsc1q � �Vspscnq èëè
Vspsc1q � Vspscnq � 0, (31)ãäå Vs � êàñàòåëüíàÿ ê êîíòóðó Lz ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè.Îáîçíà÷èì θj � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïàíåëè lj (ñì. ðèñ. 8).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé è êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòèïî îòíîøåíèþ ê ïàíåëè lj íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðîåêöèþ âåêòîðàñêîðîñòè ~V íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê lj. Ïî îïðåäåëå�íèþ ïðîåêöèè Vs � p~V , ~sq, Vn � p~V , ~nq ãäå ~s è ~n � îðòû êàñàòåëüíîãî èíîðìàëüíîãî âåêòîðîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ~V � dw

dz
, ~s � eiθj , ~n � eipθj�π

2
q.Åñëè

~a � ax � iay, ~b � bx � iby, (32)òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîp~a,~bq � axbx � ayby � Repābq, (33)ãäå â ïîñëåäíåé ñêîáêå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è âû�ïîëíÿåòñÿ êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñëåäî�âàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè â êîíòðîëüíîé òî÷êå
j-é ïàíåëè áóäåò

Vspscjq � Re

�
dw

dz
eiθj


. (34)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêî�ðîñòè

Vnpscjq � Re

�
dw

dz
eipθj�π

2
q
 � Re

�
dw

dz
ieiθj


 � � Im

�
dw

dz
eiθj


.38



(35)Âû÷èñëèì êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ñêîðîñòü, ïðîäè��åðåíöèðî�âàâ (29) ñ ó÷åòîì (22), (25) è (27):
dw

dz
� dw0

dz
� ņ

k�0

dwk

dz
� dω

dz
�� V8e�iα � ņ

k�1

qk

2π

»
lk

ds

z � ξpsq � γ

2πi

ņ

k�1

tk

»
lk

ds

z � ξpsq.Îáîçíà÷èâ
Ωkpzq � »

lk

ds

z � ξpsq, (36)ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ �îðìóëó â âèäå
dw

dz
� V8e�iα � ņ

k�1

qk

2π
Ωkpzq � γ

2πi

ņ

k�1

tkΩkpzq. (37)Ïîäñòàâèâ (37) â (34) è (35), áóäåì èìåòü
Vspscjq � Re

�
dw

dz
pzcjqeiθj
 �� Re

�
V8eipθj�αq � ņ

k�1

qke
iθj

2π
Ωkpzcjq � γeiθj

2πi

ņ

k�1

tkΩkpzcjq� �� V8 cospθj � αq � ņ

k�1

qk

2π
Re
�
eiθjΩkpzcjq��� γ

2π

ņ

k�1

tk Im
�
eiθjΩkpzcjq� , (38)

39



Vnpscjq � � Im

�
dw

dz
pzcjqeiθj
 �� � Im

�
V8eipθj�αq � ņ

k�1

qke
iθj

2π
Ωkpzcjq � γeiθj

2πi

ņ

k�1

tkΩkpzcjq� �� �V8 sinpθj � αq � ņ

k�1

qk

2π
Im
�
eiθjΩkpzcjq��� γ

2π

ņ

k�1

tk Re
�
eiθjΩkpzcjq� . (39)Â èòîãå ïîëó÷èì ÑËÀÓAx=b, êîòîðóþ â ìàòðè÷íîé �îðìå ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäåA x b��������� 1q 2q

3q 4q
�ÆÆÆÆÆÆÆ

���������
q1...
qn

γ

�ÆÆÆÆÆÆÆ
 � ��������� 5q
6q
�ÆÆÆÆÆÆÆ
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå eiθjΩkpzcjq � Tjk� iΛjk, òîãäà êîý��èöèåíòû ajkìàòðèöû A è ýëåìåíòû bj ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b ïîñëå ïîäñòà�íîâêè (38) è (39) â (30) è (31) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî �îðìóëàì:

1q ajk � � 1

2π
Λjk, j, k � 1, n,

2q ajpn�1q � 1

2π

ņ

k�1

tkTjk, j � 1, n,

3q apn�1qk � 1

2π
pT1k � Tnkq , k � 1, n,

4q apn�1qpn�1q � 1

2π

ņ

k�1

tk pΛ1k � Λnkq ,
5q bj � V8 sinpθj � αq, j � 1, n,40



6q bpn�1q � �V8 pcospθ1 � αq � cospθn � αqq .Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîìðåøåíèÿ ÑËÀÓ (íàïðèìåð, ìåòîäîì �àóññà) ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî�ñòè Vspsq íàéäåì ïî �îðìóëå (34) ñ ó÷åòîì (37). Ïðè íåîáõîäèìîñòèêîý��èöèåíò äàâëåíèÿ çàòåì âû÷èñëèì ïî �îðìóëå (2).3.4 Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïàíåëüíî�ãî ìåòîäàÎñíîâíàÿ òðóäíîñòü ÷èñëåííîé ðåà�

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)

z

z � ξ

ξ

ξk

ξk�1

rk

rk�1

δk

δk�1

lk

θk�èñ. 9
ëèçàöèè ïàíåëüíîãî ìåòîäà � âû÷èñëå�íèå îñîáîãî èíòåãðàëà (36). Äëÿ ýòîãîïåðåéäåì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äóãîâîéàáñöèññå ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî êîìïëåêñ�íîé êîîðäèíàòå (ñì. ðèñ. 9):»
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�åàëüíàÿ ÷àñòü ln rk�1

rk
íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî, à ñëîæíîñòü ñîäåðæèò�ñÿ â âû÷èñëåíèè ìíèìîé ÷àñòè ∆δ � ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà pz � ξqïðè ïðîáåãàíèè òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî lk.�àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 1) z ñëåâà îò lk; 2) z ñïðàâà îò lk; 3) z íàîäíîé ëèíèè ñ lk.1. Ýòîò ñëó÷àé èçîáðàæåí íà ðèñ. 9. Óãîë δ âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëü�íî ∆δ ¡ 0 èëè 0   ∆δ   π.2. Óãîë δ óáûâàåò, òî åñòü ∆δ   0 èëè �π   ∆δ   0.3. Çäåñü íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåòü òðè ïîäñëó÷àÿ:à) z R lk ñ ∆δ � 0 (íå âàæíî, ñ êàêîé ñòîðîíû îò ïàíåëèíàõîäèòñÿ z);á) z P lk, òîãäà ∆δ � �π; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z ïîäõîäèò ê lkñëåâà (òàê êàê îáëàñòü òå÷åíèÿ âñåãäà ñëåâà îò Lz), òîãäà

∆δ ¡ 0 ñ ∆δ � π;â) z � ξk èëè z � ξk�1 � â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ωkpzq íå ñóùå�ñòâóåò (òî åñòü Ωkpzq Ñ 8).Äîáàâèì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ îïðåäåëåíèÿ
∆δ � δk�1 � δk � argpz � ξk�1q � argpz � ξkqâ ñëó÷àÿõ 1) è 2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè argpzqîáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ atan2 (ðåàëèçàöèè �óíêöèè argpzq âáèáëèîòåêàõ äëÿ ðàáîòû ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè òàêæå ïîñòðîåíûñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé �óíêöèè). Êîíòðîëü ïðàâèëüíîãî âûáîðà âåò�âåé ýòîé �óíêöèè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü âðó÷íóþ, òî åñòü:42



1. ñëó÷àé z ñëåâà îò lk: åñëè ïîëó÷èëîñü ∆δ   0, òî ê íàéäåííîìóçíà÷åíèþ ∆δ íåîáõîäèìî ïðèáàâèòü 2π;2. ñëó÷àé z ñïðàâà îò lk: åñëè ïîëó÷èëîñü ∆δ ¡ 0, òî îò íàéäåííîãîçíà÷åíèÿ ∆δ íåîáõîäèìî îòíÿòü 2π.Îïðåäåëåíèå, ñ êàêîé ñòîðîíû íàõîäèòñÿ òî÷êà z îòíîñè�òåëüíî ïàíåëè lk. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ a � z � ξk, b � ξk�1 � ξk(ñì. ðèñ. 9). �àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå v � r~a,~bs. Åñëèv ¡ 0, òî z íàõîäèòñÿ ñëåâà îò lk, åñëè v   0 � ñïðàâà îò lk è, íàêî�íåö, åñëè v � 0 � íà îäíîé ëèíèè ñ lk. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ (32), ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òîr~a,~bs � ������ ax ay

bx by

������ � axby � aybx � Impābq. (40)Òî åñòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (33) è (40), ìîæíî çàïèñàòü îáùóþ�îðìóëó, îáúåäèíÿþùóþ ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ
āb � p~a,~bq � ir~a,~bs.Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñðàâíåíèåçíà÷åíèÿ v ñ ìàøèííûì íóëåì ïî �îðìóëå| Impābq||a||b| � | sinp=p~a,~bqq|   ε,ãäå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî (òàê êàê |a| èëè |b| ñàì ïî ñåáåìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëûì), à çàòåì âûïîëíèòü ïðîâåðêó v ¡ 0 è v   0.Òåïåðü ðàçáåðåì, êàê îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè z ïàíåëè lk èëèíåò, åñëè v � 0. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå c � z � ξk�1 èðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 10.43
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�èñ. 10Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî åñëè z R lk, òî âåêòîðà ~b è ~c ñîíàïðàâëåíû,òî åñòü p~b,~cq ¡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè z P lk, òî p~b,~cq   0. Ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå íóæíî âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëå (33).Íàõîæäåíèå íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êîíòóðà.Ïðèâåäåííûå âûøå �îðìóëû ðåàëèçàöèè ïà�
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íåëüíîãî ìåòîäà ãîäÿòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäàêîíòóð Lz îáõîäèòñÿ òàê, ÷òî îáëàñòü òå÷å�íèÿ îñòàåòñÿ ñëåâà îò íåãî (ïî ÷àñîâîé ñòðåë�êå). Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè îáõîäà âîñ�ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, îñíîâàííîì íà âû÷èñ�ëåíèè ïëîùàäè �èãóðû, îãðàíè÷åííîé êîí�òóðîì, ñ ó÷åòîì çíàêà. Äëÿ âûïóêëîãî ïî�ëèãîíà î÷åâèäíî, ÷òî åãî ïëîùàäü åñòü ñóì�ìà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 11,à).Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî âåêòî�ðàìè ~vk � zk�z1 è ~vk�1 � zk�1�z1 îïðåäåëèìïî �îðìóëå Sk � 1

2
r~vk, ~vk�1s, ãäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèç�âåäåíèÿ èñïîëüçóåì �îðìóëó (40). Ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîéêîíòóðîì Lz, òîãäà

S �
ķ

Sk. (41)44



Â ñëó÷àå îáõîäà êîíòóðà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå S   0. Åñëè ïðè âû÷èñ�ëåíèè ïîëó÷èì S ¡ 0, òî òî÷êè êîíòóðà íåîáõîäèìî ïåðåíóìåðîâàòü.Óêàçàííûé âûøå ñïîñîá ãîäèòñÿ è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäèíåâûïóêëîé �èãóðû (ðèñ. 11,á). Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêîâ, íàõîäÿùåé�ñÿ çà ïåðåäåëàìè êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî �èãóðó (çàøòðèõîâàí�íàÿ íà ðèñóíêå), áóäåò âõîäèòü â ñóììó (41) äâàæäû ñ ðàçíûìè çíà�êàìè è â èòîãå ñîêðàòèòñÿ.Îïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëå�
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�èñ. 12
íèÿ òîëùèíû. Äëÿ ïðàâèëüíîãîîïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîë�ùèíû âàæíî, ÷òîáû õîðäà ïðî�è�ëÿ áûëà ïàðàëëåëüíà îñè x. Åñëèýòî íå òàê, òî íåîáõîäèìî ââåñòèëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò z1 � x1 � iy1 � pz � z0qeiβ òàê, ÷òî�áû õîðäà áûëà ïàðàëëåëüíà îñè x1 (ðèñ. 12), ãäå z0 � êîîðäèíàòàçàäíåé êðîìêè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, β � óãîë îòêëîíåíèÿ õîðäû ïðî��èëÿ îò îñè x. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå òîëùèíû îïðåäåëèì ïî �îðìóëå
tpx1q � y1tpx1q � y1bpx1q, ãäå y1tpx1q è y1bpx1q � êîîðäèíàòû âåðõíåé èíèæíåé ïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ÷èñëî òî÷åê íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõ�íîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ îáû÷íî íå ñîâïàäàåò, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿðàñïðåäåëåíèÿ òîëùèíû íóæíî ïîñòðîèòü ñïëàéíû �óíêöèé y1tpx1qè y1bpx1q.Îïðåäåëåíèå óãëà θpsq íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðûëîâî�ìó ïðî�èëþ. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïàíåëüíîãî ìåòîäà ýòà45



çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ óãëîâ θk, k � 1, n íàêëîíàêàñàòåëüíîé ê ïàíåëÿì lk. Â ðåçóëüòàòå ó íàéäåííîé â òàáóëÿðíîì âè�äå �óíêöèè θpsq âîçìîæíî íàëè÷èå ñêà÷êîâ, ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî�óíêöèÿ atan2, êîòîðóþ îáû÷íî èñïîëüçóþò äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ,âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò â äèàïàçîíå r�π; πs, à �óíêöèÿ θpsq äëÿ ãëàä�êîãî ïðî�èëÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàïè�ñàòü ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò ñêà÷êè, òî åñòü åñëè â íåêîòîðîéòî÷êå |θk�1 � θk| ¡ π, òî êî âñåì θj, j ¡ k íåîáõîäèìî ïðèáàâèòü(îòíÿòü) 2π. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò �îðìû èñõîä�íîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, òî÷åê ðàçðûâà ó θpsq ìîæåò ïîëó÷èòüñÿíåñêîëüêî.3.5 Îáîáùåíèå íà ìíîãîýëåìåíòíûå êðûëîâûåïðî�èëèÂ îòëè÷èè îò ìåòîäîâ òåîðèè ÎÊÇÀ, ïàíåëüíûé ìåòîä î÷åíü ëåã�êî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Ïðè�÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì,â òî âðåìÿ êàê â òåîðèè ÎÊÇÀ õîðîøî ðàçðàáîòàíû ëèøü ìåòîäû äëÿäâóõýëåìåíòíûõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé (ñëó÷àé äâóñâÿçíîé îáëàñòè òå�÷åíèÿ) ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðè÷åìñàì ìåòîä ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ.Ïàíåëüíûé ìåòîä äëÿ ìíîãîýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ íåóñëîæíÿåòñÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ ëèøü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ è ÷èñëî óðàâ�íåíèé. Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò êðûëîâîãî ïðî�èëÿ çàìåíÿåòñÿ46



ñâîèì íàáîðîì ïàíåëåé ñî ñâîèìè èíòåíñèâíîñòÿìè qkm, ãäå m �èíäåêñ ýëåìåíòà ïðî�èëÿ (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿîáû÷íîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ). Òàêæå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êðû�ëîâîãî ïðî�èëÿ ñâîÿ èíòåíñèâíîñòü γm ðàñïðåäåëåííûõ âèõðåé. Ñè�ñòåìà óðàâíåíèé îáðàçóåòñÿ óñëîâèÿìè íåïðîòåêàíèÿ â êîíòðîëüíûõòî÷êàõ êàæäîãî ýëåìåíòà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ è çàìûêàåòñÿ óñëîâè�ÿìè Æóêîâñêîãî � Êóòòû äëÿ çàäíèõ êðîìîê êàæäîãî ýëåìåíòà.Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Çäåñü ñòîèò óïîìÿíóòüëèøü î íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé îøèáêå. Îáû÷íî êîîðäèíàòû êîí�öîâ ïàíåëåé âñåõ ýëåìåíòîâ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïîìåùàþò â îäèíìàññèâ. Íåïðàâèëüíî ïîòîì ïðîñòî èñïîëüçîâàòü ýòîò ìàññèâ, ïîä�ñòàâèâ åãî â ïðîöåäóðû äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ïðî�èëÿ, òàê êàê êîíåöïîñëåäíåé ïàíåëè ïåðâîãî ýëåìåíòà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ íå ñîâïàäàåòñ íà÷àëîì ïåðâîé ïàíåëè âòîðîãî ýëåìåíòà è ò.ä. Íåîáõîäèìî ó÷èòû�âàòü ðàçðûâû ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.3.6 Ñëó÷àé ýêðàíîïëàíàÑóùåñòâåííîå óïðîùåíèå (ñîêðàùåíèå â äâà ðàçà ÷èñëà íåèçâåñò�íûõ) ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äâóõýëåìåíòíîãî êðûëî�âîãî ïðî�èëÿ � ïðî�èëÿ êðûëà ýêðàíîïëàíà. Ýêðàí â ýòîì ñëó÷àåìîäåëèðóåòñÿ äîáàâëåíèåì ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîãî îòíîñèòåëü�íî íåãî �èêòèâíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Ïðåæäå ÷åì çàïèñàòü �îð�ìóëû äëÿ ñëó÷àÿ ýêðàíîïëàíà ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè äëÿ ïðî�ñòåéøèõ òå÷åíèé âáëèçè ýêðàíà. 47



Ñëó÷àé èñòî÷íèêà (ñòîêà) íàä ýêðàíîì. �àññìîòðèì òå÷å�íèå îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà èíòåíñèâíîñòè Q, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷�êå ñ êîîðäèíàòîé z0, âáëèçè ýêðàíà. �ëàâíîå òðåáîâàíèå ïðè ïîñòðîå�íèè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ: ýêðàí (â äàííîì ñëó÷àå îñü x)äîëæåí áûòü ëèíèåé òîêà. Äëÿ åãî óäîâëåòâîðåíèÿ äîáàâèì âòîðîéèñòî÷íèê òîé æå èíòåíñèâíîñòè Q ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýêðàíàâ òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé z0. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ îò äâóõèñòî÷íèêîâ áóäåò
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dw

dz
� Q

2πpz � z0q � Q

2πpz � z0q � Q

2π

2z � z0 � z0pz � z0qpz � z0q �� Q

2π

2z � pz0 � z0q
z2 � zpz0 � z0q � |z0|2 .Ïîäñòàâèâ â ýòó �îðìóëó êîîðäèíàòó z � x òî÷êè ñ ýêðàíà, ñ ó÷åòîìîáîçíà÷åíèé z0 � x0 � iy0 è z0 � x0 � iy0 íàéäåì, ÷òî êîìïëåêñíîñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü

dw

dz

����
z�x

� Q

2π

2x� 2x0

x2 � 2xx0 � |z0|2ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ýêðàíå, òî åñòü ~V ||Ox, ñëåäî�âàòåëüíî, ýêðàí ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.Â ñëó÷àå âèõðÿ íàä ýêðàíîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ýêðàí îñòàâàëñÿëèíèåé òîêà, òàêæå íåîáõîäèìî äîáàâèòü òî÷å÷íûé âèõðü ðàñïîëî�æåííûé â ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ýêðàíà òî÷êå, íî ñ ïðîòèâîïî�ëîæíîé öèðêóëÿöèåé. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ è êîìïëåêñíî48



ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü â ýòîì ñëó÷àå áóäóò
wpzq � Γ

2πi
lnpz � z0q � Γ

2πi
lnpz � z0q,

dw

dz
� Γ

2πipz � z0q � Γ

2πipz � z0q � Γ

2πi

z0 � z0pz � z0qpz � z0q �� Γ

2πi

z0 � z0

z2 � zpz0 � z0q � |z0|2 .�àññìîòðåâ ïîñëåäíþþ �îðìóëó íà ýêðàíå äëÿ z � x, çàïèøåì
dw

dz

����
z�x

� Γ

2π

�2y0
x2 � 2xx0 � |z0|2 .Âèäíî, ÷òî dw{dz ïðèíèìàåò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå íà ýêðàíå, òîåñòü ýêðàí â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.Îáîáùåíèå ïàíåëüíîãî

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)
lj

l1kV8
�èñ. 13

ìåòîäà íà ñëó÷àé ýêðàíî�ïëàíà. Êàê óæå áûëî ñêàçà�íî ðàíåå â ñëó÷àå ýêðàíîïëàíàïîä ýêðàíîì íåîáõîäèìî äîáà�âèòü �èêòèâíûé êðûëîâîé ïðî��èëü, ñèììåòðè÷íûé çàäàííîìó îòíîñèòåëüíî ýêðàíà (ðèñ. 13). Òî�ãäà èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî,÷òîáû ýêðàí îñòàâàëñÿ ëèíèåé òîêà, íà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõïàíåëÿõ äâóõ ïðî�èëåé íóæíî ðàñïðåäåëÿòü èñòî÷íèêè (ñòîêè) îäè�íàêîâîé èíòåíñèâíîñòè, à âèõðè � ïðîòèâîïîëîæíîé. Â ýòîì ñëó÷àåêîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü ïðè îáòåêàíèè êðûëîâîãî ïðî�è�
49



ëÿ âáëèçè ýêðàíà çàïèøåòñÿ â âèäå
dw

dz
� V8 � ņ

k�1

qk

2π

»
lk

ds

z � ξpsq � γ

2πi

ņ

k�1

tk

»
lk

ds

z � ξpsq�� ņ

k�1

q1k
2π

»
l1k ds

z � ξ1psq � γ 1
2πi

ņ

k�1

t1k »
l1k ds

z � ξ1psq. (42)
Øòðèõàìè ïîìå÷åíû ïàðàìåòðû, îòíîñÿùèåñÿ ê �èêòèâíîìó ïðî�è�ëþ. Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà çäåñü íàïðàâëåíàïàðàëëåëüíî îñè x, à óãîë àòàêè íåîáõîäèìî çàäàâàòü íåïîñðåäñòâåí�íûì ïîâîðîòîì êîíòóðà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ îòíîñèòåëüíî åãî çàäíåéêðîìêè.Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî ïàíåëè l1k áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèì�ìåòðè÷íàÿ åé ïàíåëü lj, j � n� k � 1, òàê êàê äëÿ ðàáîòû ïàíåëüíî�ãî ìåòîäà îáõîä îáîèõ êîíòóðîâ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïî ÷àñîâîéñòðåëêå (ñì. ðèñ. 13). Òîãäà èìååì: q1k � qj, γ 1 � �γ, t1k � tj,
ξ1psq|l1k � ξpsq|lj . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäå�ëåííûìè èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè) íà �èêòèâíîì ïðî�èëå, ñïðàâåäëè�âî ïðåîáðàçîâàíèå

q1k
2π

»
l1k ds

z � ξ1psq � qj

2π

»
lj

ds

z � ξpsq � qj

2π

»
lj

ds

z � ξpsq � qj

2π

»
lj

ds

z � ξpsq.Àíàëîãè÷íî äëÿ öèðêóëÿöèîííûõ ÷ëåíîâ
t1k »

l1k ds

z � ξ1psq � tj

»
lj

ds

z � ξpsq.Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè ñëà�
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ãàåìûå, ïåðåïèøåì �îðìóëó (42) â âèäå
dw

dz
� V8 � ņ

k�1

qk

2π

»
lk

ds

z � ξpsq � ņ

j�1

qj

2π

»
lj

ds

z � ξpsq�� γ

2πi

ņ

k�1

tk

»
lk

ds

z � ξpsq � γ

2πi

ņ

j�1

tj

»
lj

ds

z � ξpsq.Çàìåíÿÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ j íà k è îáúåäèíÿÿ ïîïàðíî ñóììû âïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (36), èìååì
dw

dz
� V8 � ņ

k�1

qk

2π

�
Ωkpzq � Ωkpzq�� γ

2πi

ņ

k�1

tk

�
Ωkpzq � Ωkpzq� .Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

Ω1
kpzq � Ωkpzq � Ωkpzq, Ω2

kpzq � Ωkpzq � Ωkpzq,îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì
dw

dz
� V8 � ņ

k�1

qk

2π
Ω1

kpzq � γ

2πi

ņ

k�1

tkΩ
2
kpzq. (43)Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ñêîðîñòè â ñëó�÷àå ýêðàíîïëàíà àíàëîãè÷íà ïî çàïèñè �îðìóëå (37) â ñëó÷àå ïðî�è�ëÿ â íåîãðàíè÷åííîì ïîòîêå. Òî åñòü â ñëó÷àå ïðî�èëÿ êðûëà âáëèçèýêðàíà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ îñòàëîñü íåèçìåííûì, íî íåñêîëüêî óñëîæ�íèëèñü �îðìóëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé.3.7 Îáîáùåíèå íà ïðîíèöàåìûå êðûëîâûå ïðî�è�ëèÏóñòü Lz � L1YL2, ãäå L1 � íåïðîíèöàåìûé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòèêðûëîâîãî ïðî�èëÿ, L2 � ïðîíèöàåìûé ó÷àñòîê, ÷åðåç êîòîðûé îñó�ùåñòâëÿåòñÿ îòáîð èëè âûäóâ ïîòîêà (âûäóâàåìàÿ æèäêîñòü èìååò51



òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è âíåøíèé ïîòîê, òî åñòü âûäóâàåìàÿ ñòðóÿ íåðåàêòèâíàÿ). �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.Ïåðâûé ñëó÷àé, êî�

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)
L1

L2

upsq�èñ. 14ãäà çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
Vn � upsq íà L2, ïðè÷åì
upsq ¡ 0 ñîîòâåòñòâóåò âûäóâó,
upsq   0 � îòáîðó (ðèñ. 14). Îáîáùåíèå ïàíåëüíîãî ìåòîäà ïðîâî�äèòñÿ ýëåìåíòàðíî. Íà ïàíåëÿõ lk P L2 óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ (30)çàìåíÿþòñÿ íà óñëîâèÿ Vnpsskq � upsckq � 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöàñèñòåìû óðàâíåíèé íå ìåíÿåòñÿ, ìåíÿåòñÿ ëèøü ñòîëáåö ñâîáîäíûõ÷ëåíîâ. Çàìåòèì, ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ Vspsq � 0 íà L2, òî åñòüîñóùåñòâëÿåòñÿ âûäóâ (îòáîð) íå ïî íîðìàëè . Òàêæå îòìåòèì, ÷òîíà ïðî�èëå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà Vnpsq íà ïðîíèöàåìîì ó÷àñòêå íåçàäàíà, à îïðåäåëÿåòñÿ èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ýòî ñëó÷àéðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ êðûëîâûõ ïðî�èëåé ñ êàíàëàìè îòáîðà è âûäó�âà (ðèñ. 15). Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé âû�äóâà ñòðóè. Çà ó÷àñòîê L2 îáû÷íî ïðèíèìàþò íåêîòîðóþ ëèíèþ ïîïå�ðåê êàíàëà âûäóâà, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ñòåíêàì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òîîñóùåñòâëÿåòñÿ íîðìàëüíûé âûäóâ: Vspsckq � 0 íà lk P L2. Ýòî óñëî�âèå èñïîëüçóåì íà ïàíåëÿõ lk P L2 âìåñòî óñëîâèé íåïðîòåêàíèÿ (30).

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)
B

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)
�èñ. 1552



Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü � íàëè÷èå ó òàêèõ ïðî�èëåé âòî�ðîé îñòðîé êðîìêè. Åñëè çàäàâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âûäó�âà, òî åñòü �àêòè÷åñêè çàäàâàòü ðàñõîä, òî äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êàñõîäà ïîòîêà ìîæåò íå ñîâïàñòü ñî âòîðîé îñòðîé êðîìêîé. Íåîáõî�äèìî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëî�âèÿ Æóêîâñêîãî � Êóòòû íà âòîðîé îñòðîé êðîìêå. Â èòîãå ïîëó÷èìïåðåîïðåäåëåííóþ ÑËÀÓ (óðàâíåíèé íà îäíî áîëüøå, ÷åì íåèçâåñò�íûõ). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõè íåäîîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ, êîòîðûå ÷àùå âñåãî îñíîâàíû íà ìåòî�äå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Èõ îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðåèëè èñïîëüçîâàòü ãîòîâûå ïðîöåäóðû èç ìàòåìàòè÷åñêèõ áèáëèîòåêïðîãðàìì.Ïîñëå ðåøåíèÿ íà ó÷àñòêå L1 îïðåäåëèì

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)à)
á)

r1

r2

h

�èñ. 16

ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè Vspsq íà ïîâåðõíîñòèêðûëîâîãî ïðî�èëÿ, íà L2 � ñêîðîñòü âûäóâà
Vnpsq. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðÿìîëèíåéíîãîêàíàëà ïðî�èëü ñêîðîñòè âûäóâà ïîëó÷àåòñÿ
Vnpsq � Q{h�const, ãäåQ � ðàñõîä âûäóâàåìîéñòðóè, à h � øèðèíà êàíàëà (ðèñ. 16, à). Äëÿ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êîëüöåâîãî êàíàëà Vnprq �

Q

r lnpr1{r2q, ãäå r � ðàäèóñ òåêóùåé òî÷êè íà
L2, r1 è r2 � ðàäèóñû çàêðóãëåíèé ñòåíîê êàíà�ëà (ðèñ. 16, á).�àñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîëíûé âûâîä�îðìóë äëÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïðîíèöàåìûé53



ïðî�èëü, äàí â ïàðàãðà�å 4.1 ïðèëîæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ïàíåëü�íîì ìåòîäå (â òîì ÷èñëå è äëÿ ñëó÷àÿ íåïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãîïðî�èëÿ) äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë (44) öèðêóëÿ�öèþ è ðàñõîä ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì
Γ � »

Lz

γpsqds � γ

ņ

k�1

tkdk, Q � »
Lz

qpsqds � ņ

k�1

qkdk,ãäå dk � äëèíû ïàíåëåé lk. Ïðè âû÷èñëåíèÿ Rxa è Rya ïî ÷èñëåí�íûì �îðìóëàì (47) ñ ó÷åòîì (45) íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñïëàéíû îòïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé è âîñïîëüçîâàòüñÿ �óíêöèÿìè âû÷èñëå�íèÿ èíòåãðàëà îò ñïëàéíà.
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4 ÏðèëîæåíèåÂ ïðèëîæåíèè ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáùèõ âîïðîñîâ, êàñàþùèõ�ñÿ êàê ïðÿìûõ, òàê è îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ýòî âûâîä �îðìóëðàñ÷åòà èíòåãðàëüíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðîíè�öàåìûõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé è ïîñòðîåíèå êàðòèíû îáòåêàíèÿ êðû�ëîâîãî ïðî�èëÿ.4.1 �àñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî�íèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿÏóñòü êðûëîâîé ïðî�èëü Lz, êîíòóð êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåïðî�íèöàåìîãî ó÷àñòêà L1 è ïðîíèöàåìîãî ó÷àñòêà L2, îáòåêàåòñÿ áåçîò�ðûâíî ïîòîêîì ÈÍÆ è èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé Vspsqè íîðìàëüíîé Vnpsq ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè. Òîãäà ïîäúåìíóþ ñè�ëó è ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ (òÿãè) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî àíàëèòè÷åñêèì�îðìóëàì
Rya � ρV8Γ, Rxa � ρV8Q, (44)ãäå
Γ � »

Lz

Vspsqds, Q � »
L2

Vnpsqds� öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè è ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïðîíèöàåìûé ó÷à�ñòîê ñîîòâåòñòâåííî. Èç âòîðîé �îðìóëû (44) âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå55



âûäóâà (Q ¡ 0) ñèëà Rxa ¡ 0 ÿâëÿåòñÿ ñèëîé òÿãè, â ñëó÷àå îòáîðà(Q   0) ñèëà Rxa   0 ÿâëÿåòñÿ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìóëû äëÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë ìîæíîíàéòè ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðû�ëîâîãî ïðî�èëÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ,âûðàçèâ åãî èç èíòåãðàëà Áåðíóëëè (1)
p � p8 � ρ

2
pV 28 � V 2q,ïðè÷åì ìîæíî ïîëîæèòü p8 � 0, òàê êàê äàâëåíèå âñåãäà îïðåäåëÿ�åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Òàê æå ó÷òåì, ÷òî V 2 � V 2

s � V 2

n .�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè ïðî�èëÿ äëè�íû ds ñ íîðìàëüþ ~n (ðèñ. 17). Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýòîò ó÷àñòîê,ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ñëàãàåìûõ

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)
~s

~n

~V

~Vs~Vn

ds

�èñ. 17
d~R � d~R1 � d~R2,ãäå
d~R1 � �p~nds� ñèëà äàâëåíèÿ, à
d~R2 � �ρp~V , ~nq~V ds� ðåàêòèâíàÿ ñèëà (èìïóëüñ ñî çíàêîì ��� îáúåìà èñòåêàþùåé æèä�êîñòè çà åäèíèöó âðåìåíè). Òîãäà
~R � � »

Lz

�
p~n� ρp~V , ~nq~V � ds 56



� ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êðûëîâîé ïðî�èëü. Áóäåì âû÷èñëÿòü åå êàêèíòåãðàë îò êîìïëåêñíîé �óíêöèè ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ çàìåí:
~s � eiθ, ~n � ieiθ, ~V � Vs~s� Vn~n � pVs � iVnqeiθ,ãäå θ � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.Òîãäà
R � � »

Lz

rip� ρVnpVs � iVnqs eiθds.Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, çàïèøåì
Rx � ReR � � »

Lz

�
ρVnVs cos θ � pp� ρV 2

n q sin θ� ds,
Ry � ImR � � »

Lz

�
ρVnVs sin θ � pp� ρV 2

n q cos θ� dsèëè
Rx � »

Lz

p sin θds� »
L2

ρVn rVs cos θ � Vn sin θs ds � Rx1 �Rx2,

Ry � � »
Lz

p cos θds� »
L2

ρVn rVs sin θ � Vn cos θs ds � Ry1 � Ry2.(45)Â ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, êîãäà Vn � 0, èìååì
Rx2 � Ry2 � 0 è ýòè �îðìóëû ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå

Rx � »
Lz

p sin θds � »
Lz

p dy,

Ry � � »
Lz

p cos θds � � »
Lz

p dx.
(46)

57



Ñèëû Rx è Ry � ýòî ïðîåêöèè ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû íà îñè êîîð�äèíàò x è y. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë íàéäåì ïðîåê�öèè ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû íà îñè xa è ya ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàí�íîé ñ íàïðàâëåíèåì íàáåãàþùåãî ïîòîêà (ðèñ. 18):
Rxa � Rx cosα� Ry sinα,

Rya � �Rx sinα �Ry cosα.
(47)Àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, âû÷èñëåííûå ïî àíà�

PSfrag repla
ementsp q

à)8á)

à)á)â)

p qp qp qp qà)á)
~R

Rx

Ry

V8
α

α

Rxa

Rya

�èñ. 18
ëèòè÷åñêèì �îðìóëàì (44) è ïî ÷èñëåííûì�îðìóëàì (47) ñ ó÷åòîì (45) äîëæíû ñîâïà�äàòü. Ýòîò �àêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåí�êè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ÷èñëîâûõ ðå�çóëüòàòîâ. Àýðîäèíàìè÷åñêèå êîý��èöèåíòûïîëó÷èì îáåçðàçìåðèâàíèåì àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë

Cya � 2Rya

ρV 28b, Cxa � 2Rxa

ρV 28b,ãäå b � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (÷àùå âñå�ãî åãî õîðäà).4.2 Ïîñòðîåíèå êàðòèíû îáòåêàíèÿÏîä ïîñòðîåíèåì êàðòèíû îáòåêàíèÿ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîñòðî�åíèå íàáîðà ëèíèé òîêà. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàëü�íîå óðàâíåíèå ëèíèé òîêà, êîòîðîå èìååò âèä
dξ

dσ
� eiδpσq, (48)58



ãäå ξpσq � êîîðäèíàòà òåêóùåé òî÷êè íà ëèíèè òîêà ñ äóãîâîé àáñ�öèññîé σ, à
δpσq � � arg

dw

dz� óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ëèíèè òîêà, ñîâïàäàþùèé ñ íàïðàâ�ëåíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà â ýòîé òî÷êå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïëåêñíîñîïðÿæåííîé ñêîðîñòè ïðè ðåøåíèè ÎÊÇÀ èñïîëüçóåì �îðìóëó (10)ñ ó÷åòîì (12), à â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ÏÊÇÀ � �îðìóëû (37) èëè (43).Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (48) ìîæíî âîñïîëü�çîâàòüñÿ ïðîñòåéøèì ìåòîäîì Ýéëåðà I-ãî ïîðÿäêà, ñóòü êîòîðîãîñîñòîèò â òîì, ÷òî ëèíèÿ òîêà ñòðîèòñÿ êàê íàáîð îòðåçêîâ ìàëîéäëèíû ∆σ è êàæäûé ñëåäóþùèé øàã äåëàåòñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòî�ðà ñêîðîñòè â òåêóùåé òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ:
ξk�1 � ξk �∆σeiδk, δk � � arg

dw

dz
pξkq. (49)Îäíàêî ýòîò ìåòîä îáëàäàåò çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ è ïðè ïðîâå�äåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî áðàòüî÷åíü ìàëûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ∆σ.Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíåå èñïîëüçîâàòü ìåòîäû áîëåå âûñîêîãî ïî�ðÿäêà òî÷íîñòè. Îäíèì èç ïðîñòûõ òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäè��èöèðîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà II-ãî ïîðÿäêà, �îðìóëû äëÿ êîòîðîãîèìåþò âèä

ξk�1 � ξk �∆σe
iδ

k�1
2 , δk� 1

2

� � arg
dw

dz
pξk� 1

2

q,ãäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ξk� 1

2

èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà èç ìåòîäà Ýéëåðà59



ïåðâîãî ïîðÿäêà
ξk� 1

2

� ξk � ∆σ

2
eiδk ,à δk îïðåäåëÿåòñÿ ïî âòîðîé �îðìóëå (49). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàáîðàëèíèé òîêà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (48), èñ�ïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íàáîð ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõòî÷åê, êîòîðûå îáû÷íî ðàñïîëàãàþò âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè, ïðîâå�äåííîé ïîïåðåê ïîòîêà íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ïåðåä ïðî�èëåì.
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