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Äóáðîâèí Â.Ò., 2009



Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅÂ îñíîâó äàííîé êíèãè ïîëîæåíû ëåêöèè, ÷èòàâøèåñÿ àâòîðîì â òå-÷åíèå ðÿäà ëåò äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà"Êàçàíñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà. Âåñü ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ ââèäå, íåïîñðåäñòâåííî ïðåïîäíîñèìîì íà ëåêöèÿõ, è ïîýòîìó ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå êîíñïåêòà áóäóùèõ ëåêöèé. Íàëè÷èå ïðàêòè÷å-ñêè ãîòîâîãî òåêñòà ëåêöèé ïîçâîëèò ñòóäåíòàì ïðåäâàðèòåëüíî îçíà-êîìèòüñÿ ñ èçëàãàåìûì ìàòåðèàëîì, îñâîáîäèò èõ îò òùàòåëüíîãî êîí-ñïåêòèðîâàíèÿ è äàñò òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü óäåëèòü áîëüøå âíèìàíèÿïîíèìàíèþ ñîäåðæàíèÿ ëåêöèé.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êíèãà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâåó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íå òîëüêî ñòó-äåíòàìè ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà", à òàêæå ñòóäåíòàìèýêîíîìè÷åñêèõ, ãåîãðà�è÷åñêèõ, ãåîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ñïåöèàëüíîñòåéóíèâåðñèòåòà.Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ÷èñëîâûå ðÿäû, �óíêöèîíàëüíûå ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè è ðÿäû, äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïå-ðåìåííûõ.
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×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È �ßÄÛ�ëàâà I.×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ.�1.1 ×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß. ÄÅÉÑÒÂÈß Ñ �ßÄÀÌÈ.Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn).10: Âûðàæåíèå x1 + x2 + :::(èëè êîðî÷å 1Pk=1xk, Pk xk, Pxk) íàçûâàåòñÿðÿäîì(÷èñëîâûì).20: ×èñëà xk íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà.30: ×èñëà Sn = x1+:::+xn; n = 1; 2; :::; íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìèðÿäà Pxk:40: �ÿä x1 + x2 + ::: íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (Sn) åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàåòñÿðàñõîäÿùèìñÿ); ÷èñëî S = limSn íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà, ïðè ýòîì èñ-ïîëüçóåòñÿ çàïèñü S = x1 + x2 + ::: =Pxk:Ïðèìåðû. 1. �ÿä 1Pk=1 1k = 1+ 12 + 13 + ::: íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Îíðàñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn = 1+ 12+ ::: 1n; n = 1; 2; :::;íå ñóùåñòâóåò limSn: Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ (Sn) íàðóøàåòñÿ óñëîâèå êðè-òåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ïóñòü " = 12 ,N-ïðîèçâîëüíî, n = N + 1;m = 2N + 2, òîãäàjSN+1 � S2N+2j = 1N + 2 + :::+ 12N + 2 > N + 12N + 2 = 12 :2. �ÿä 1� 1 + 1 � 1 + ::: - ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû Snáóäóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ïîïåðåìåííî 1 è 0.Òåîðåìà. Åñëè ðÿäû Pxk è P yk ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû P(xk �yk),P �xk (çäåñü � 2 R), ïðè÷åìP�xk = �Pxk,P(xk� yk) =Pxk�P yk. 4



Äîêàçàòåëüñòâî 1.P�xk = limn ( nP1 �xk) = � limn nP1 xk = �Pxk:2.P(xk � yk) = limn ( nP1 (xk � yk)) = limn nP1 xk � limn nP1 yk =Pxk �P yk:Çàìå÷àíèå. 1. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäàP(xk � yk), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëå-äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Pxk,P yk. Íàïðèìåð, ðÿä (1� 1) + (1� 1) + :::ñõîäèòñÿ(âñå ÷ëåíû ðàâíû 0), íî âûðàæåíèå 1P1 1� 1P1 1 íå èìååò ñìûñëà� ðÿäû, âõîäÿùèå â íåãî, ðàñõîäÿòñÿ.2. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäàP�xk, � 6= 0, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäàPxk. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿäP�xk, òî ñóùåñòâóåò limn nP1 �xk = S: )limn nP1 �xk = � limn nP1 xk = S: ) Äîëæåí ñóùåñòâîâàòü limn nP1 xk, ò.å. ðÿäPxk - ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿäûPxk,P�xk âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî.�1.2 ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ Ï�ÈÇÍÀÊÈÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ �ßÄÎÂÒåîðåìà 1 (Êðèòåðèé Êîøè). �ÿäPxk ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà 8 " > 0 9 N 2 N 8 n > N 8p 2 N (jxn+1 + :::+ xn+pj < "):Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà íóæíî, ÷òîáû ñõîäèëàñü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (Sn). Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñ-ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 8 " > 09N 2 N 8 n > N 8p 2 N (jSn � Sn+pj) < " ) 8 " > 0 9 N 2 N 8 n > N8p 2 N (jxn+1 + :::+ xn+pj < "):Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå ê êðèòåðèþ Êîøè. 1. Èç êðèòåðèÿ Êîøè (åñëè ðÿä Pxkñõîäèòñÿ) ñëåäóåò ïðè p = 1, ÷òî 8 " > 0 9N 2 N 8 k > N (jxkj <"). ) limk xk = 0: Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå limk xk = 0 ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì (ïðèìåð - ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä).2. Èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà Pxk íå âëèÿåò íà åãî ñõî-äèìîñòü, õîòÿ ñóììà åãî ìîæåò è èçìåíÿòüñÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî5



çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ 1P1 xk è 1Pn xk óñëîâèå êðèòåðèÿÊîøè �îðìóëèðóåòñÿ îäèíàêîâî.Òåîðåìà 2. �ÿä Pxk ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ ) ñóùåñòâóåò limn nP1 xk.) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) = ( nP1 xk) - îãðàíè÷åíà . Îáðàòíî, ïóñòüïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) - îãðàíè÷åíà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõñóìì ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ÷èñ-ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)-îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà. ) Ñóùåñòâóåò limn Sn, ò.å. ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà äîêàçàíà.�1.3 ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ Ï�ÈÇÍÀÊÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ È Ñ�ÀÂÍÅÍÈß�ßÄÎÂÒåîðåìà 1. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Pxk äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè ðÿäàP jxkj.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿä P jxkj ñõîäèòñÿ, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè:8" > 09N 2 N8n > N8p 2 N(jxn+1 + :::+ xn+pj < "): (1)Òàê êàê jxn+1 + :::+ xn+pj � jxn+1j + :::+ jxn+pj, òî èç (1) ñëåäóåò ñïðà-âåäëèâîñòü óñëîâèÿ êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ðÿäàPxk, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿäPxk ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 2. ÏóñòüPxk,P yk - ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.1. Åñëè xk � yk, k 2 N, òî èç ñõîäèìîñòèP yk ñëåäóåò ñõîäèìîñòüPxk,à èç ðàñõîäèìîñòè P xk ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü P yk.2. Åñëè limk (xk=yk) = A > 0, òî îáà ðÿäà Pxk, P yk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõî-äÿòñÿ îäíîâðåìåííî. 6



Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî, S 0n = nP1 yk � nP1 xk = Sn äëÿ ëþáîãîn = 1; 2; ::: . Ïî óñëîâèþ (S 0n) ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (Sn) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è, êðîìå ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.)Ïî òåîðåìå 2 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòüPxk. Åñëèæå ðÿä P xk ðàñõîäèòñÿ, òî, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõñóìì ðàñõîäèòñÿ (ò.ê. ÷ëåíû xk íåîòðèöàòåëüíû) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ðÿä P yk ðàñõîäèòñÿ.2. Ïóñòü limk xkyk = A > 0 ) ñóùåñòâóåò N 2 N òàêîå, ÷òî A � " < xkyk <A+ " äëÿ ëþáûõ k > N . Îòñþäà,òàê êàê yk > 0, ñëåäóåò(A� ")yk < xk < (A+ ")yk; (2)äëÿ ëþáûõ k > N . Åñëè ðÿä 1P0 yk ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1 yk. )ñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1(A + ")yk, ) (â ñèëó íåðàâåíñòâà (2)) ) ñõîäèòñÿ ðÿä1PN+1xk, ) ðÿä 1P1 xk ñõîäèòñÿ.Åñëè æå ðÿä 1P1 yk ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1 yk, ) ðàñõîäèòñÿðÿä 1PN+1(A � ")yk, ) ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1xk, ) ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1P1 xk.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 3 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � 0 ïðè x �0 è íå âîçðàñòàåò. �ÿä 1P1 f(k) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíê-öèÿ F (x) = xR0 f(t)dt îãðàíè÷åíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî F (x) = xR0 f(t)dt îïðåäå-7



ëåíà äëÿ ëþáîãî x > 0 (ñì.[8℄, x7:4òåîðåìà 2). Ïóñòü 1Pk=1 f(k) ñõîäèòñÿ.Òîãäà ñóùåñòâóåò K > 0 òàêîå, ÷òî nPk=1 f(k) � K ïðè âñåõ n, è äëÿëþáîãî x > 0: F (x) = xR0 f(t)dt � [x℄+1R0 f(t)dt = 1R0 + 2R1 +::: + [x℄+1R[x℄ �f(0)+ [x℄Pk=1f(k) � f(0)+K. Îáðàòíî, åñëè F (x) � K, x > 0, òî nPk=1 f(k) =nPk=1 f(k) kRk�1 dt � nR0 f(t)dt = F (n) � K. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðèìåð. f(t) = � 1 , åñëè t 2 [0; 1℄1tp , åñëè t > 1 Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä1Pk=1 f(k) = 1Pk=1 1kp .Èñïîëüçóåì òåîðåìó 3. F (x) = xR0 f(t)dt = 1R0 1dt+ xR1 dtxp = 1 + x1�p1�p � 11�p.Î÷åâèäíî, F (x) = 1� 11�p + x1�p1�p áóäåò îãðàíè÷åííîé, åñëè p > 1. Òàêèìîáðàçîì, ðÿä 1Pk=1 1kp ñõîäèòñÿ, åñëè p > 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè p � 1.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå "�óíêöèÿ F (x) = xR0 f(t)dt îãðàíè÷åíà"ðàâíîñèëüíîóñëîâèþ: "íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë +1R1 f(t)dt ñõîäèòñÿ". Ïîýòîìó èíòå-ãðàëüíûé ïðèçíàê ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: Ïóñòü f(x) � 0 ïðè x > 0è íå âîçðàñòàåò. �ÿä 1P1 f(k) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòå-ãðàë +1R1 f(t)dt ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 4 (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà). ÏóñòüPxk -ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè÷ëåíàìè.1. Åñëè xk+1=xk � q < 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0 2 N, òî ðÿä Pxk8



ñõîäèòñÿ;åñëè xk+1=xk � 1 äëÿ k � k0, òî ðÿä Pxk-ðàñõîäèòñÿ.2. Åñëè limk xk+1xk < 1, òî ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè limk xk+1xk > 1, òî ðÿä Pxk ðàñõîäèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k0 = 1 (òàêîå äîïóùåíèå íå îãðà-íè÷èâàåò îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü). Èìååìxk+1 = x1 � x2x1 � x3x2 :::: � xk+1xk ; k = 0; 1; 2; ::::Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ xk+1=xk � q < 1 ñëåäóåò, ÷òîxk+1 � x1qk; k = 0; 1; 2; :::;à òàê êàê ðÿäPx1qk ñõîäèòñÿ (îí ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé), òî âìåñòå ñ íèì ñõîäèòñÿ è ðÿäPxk. Èç óñëî-âèÿ xk+1=xk � 1 ñëåäóåò xk+1 � x1, k = 0; 1; 2; :::; à òàê êàê ðÿä x1 + x1:::ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä P xk-ðàñõîäèòñÿ. Ïóíêò 1. äîêàçàí. Ïåðåéäåì ê äî-êàçàòåëüñòâó ïóíêòà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limk xk+1xk = q < 1 è" > 0 òàêîå, ÷òî q+ " < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà ñóùåñòâóåòN 2 N òàêîå, ÷òî xk+1xk � q + " äëÿ k � N . Òàê êàê xk+1xk � q + " < 1 äëÿk � N , òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 ñëåäóåò èç ïóíêòà 2. Åñëè limk xk+1xk > 1,òî èç îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî xk+1xk > 1 äëÿ âñåõ k � N ,è òîãäà â ñèëó ïóíêòà 1 ðÿä Pxk ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 5 (Ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü xk > 0, k 2 N .1. Åñëè kpxk � q < 1, äëÿ k � k0, òî ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè kpxk � 1, äëÿ k � k0, òî ðÿäP xk ðàñõîäèòñÿ.2. Åñëè lim kpxk < 1, òî Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè lim kpxk > 1, òî Pxk ðàñõîäèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç óñëîâèÿ kpxk � q < 1, k = 1; 2; ::: (çäåñü ìû ñ÷è-òàåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî k0 = 1) ñëåäóåò, ÷òî xk � qk(q < 1),k = 1; 2::: . �ÿä P qk - ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ è ðÿä Pxk. Èç óñëî-âèÿ kpxk � 1 ñëåäóåò, ÷òî xk � 1, k = 1; 2; ::: . �ÿä 1 + 1 + ::: ðàñõîäèòñÿ,9



ïîýòîìó ðàñõîäèòñÿ è ðÿä Pxk.2. Èç óñëîâèÿ lim kpxk = q < 1 ñëåäóåò kpxk < q + " < 1, äëÿ âñåõ k � N .) xk � (q + ")k, k � N . �ÿä +1PN (q + ")k-ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ èðÿä +1PN xk, à âìåñòå ñ íèì è ðÿä Pxk.Åñëè lim kpxk = q > 1, òî kpxk > 1, äëÿ âñåõ k � N .) �ÿä Pxk ðàñõî-äèòñÿ.Çàìå÷àíèå. 1. Èíîãäà ïóíêòû 2 â ïðèçíàêàõ Äàëàìáåðà è Êîøè �îð-ìóëèðóþòñÿ â ìåíåå îáùåé �îðìå:Åñëè limk xk+1xk < 1, òîPxk ñõîäèòñÿ; åñëè limk xk+1xk > 1, òîPxk ðàñõîäèò-ñÿ.Åñëè limk kpxk < 1 òîPxk ñõîäèòñÿ; åñëè limk kpxk > 1 òîPxk ðàñõîäèò-ñÿ. ×òî äåëàåò èõ áîëåå óäîáíûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå.2. Ñóùåñòâóþò êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ñ ïðèçíàêàìè:limk xk+1xk = 1; (�)limk kpxk = 1: (��)Íàïðèìåð, ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì xk = k�p, p > 0, ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 èðàñõîäèòñÿ äëÿ p � 1 (ñì. èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõðÿäîâ), ïðè ýòîì limk xk+1xk = limk kp(k + 1)p = 1;limk kpxk = limk kpkp = 1:Ïðèìåð. 1. 1Pk=0 akk! , a > 0. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì a > 0, òàê êàêxk+1xk = ak+1 ! 0 ïðè k !1.2. 1Pk=0 akk� , � > 0, a > 0. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 0 < a < 1 è ðàñõîäèòñÿäëÿ a > 1, òàê êàê äëÿ íåãî xk+1xk = a( kk+1)� ! a ïðè k !1.10



�1.4 ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛ. �ßÄ ËÅÉÁÍÈÖÀ1. ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛÎïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî Pxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿðÿä P jxkj. Çàìåòèì, ÷òî àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà. Åñëè ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðÿä Px0k ïîëó÷åí èçðÿäà Pxk êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷ëåíîâ, òî Px0k ñõîäèòñÿ èPxk =Px0k.Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà xk � 0(k 2 N).Ïóñòü S = Pxk è ïóñòü S 0n = nP1 x0k- ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Px0k. Åå÷ëåíû íàõîäÿòñÿ â ðÿäåPxk ïîä íåêîòîðûìè íîìåðàìè k0; :::; kn. ÏóñòüN = maxfk0; :::; kng, à SN = NP1 xk. Î÷åâèäíî S 0n � SN � S, ò.å. ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü (S 0n) - îãðàíè÷åíà, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿä P x0k ñõîäèòñÿ èèìååò ñóììó S 0 � S. Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè åùå ðàç,ïîìåíÿâ ìåñòàìè ðÿäû P xk è Px0k è ïîëó÷èòü, ÷òî S 0 � S. Òàêèì îá-ðàçîì, S = S 0.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþò-íî. Ïîëîæèì x+k = � xk , åñëè xk � 00 , åñëè xk < 0 , x�k = � �xk , åñëè xk < 00 , åñëè xk � 0 .(�)Î÷åâèäíî ÷èñëà x+k ; x�k -íåîòðèöàòåëüíû è xk = x+k �x�k . �àññìîòðèì ðÿ-äû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìèPx+k ;Px�k . Îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ, òàê êàêx+k � jxkj; x�k � jxkj; k 2 N. ÒîãäàPxk =P(x+k �x�k ) =Px+k �Px�k =1Px+k 0 �Px�k 0 =2 P(x+k 0 � x�k 0) =Px0k.�àâåíñòâî 1 âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî âûøå (êîãäà xk � 0).�àâåíñòâî 2 ñïðàâåäëèâî â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäîâPx+k 0 è Px�k 0. Çàìå-òèì òàêæå, ÷òî ðÿäû ïîëó÷åíû ïî ïðèíöèïó (�) èç ðÿäàPx0k, ïîëó÷åí-íîãî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ èñõîäíîãî ðÿäàPxk. Òåîðåìà äîêàçàíà.11



2. �ßÄ ËÅÉÁÍÈÖÀÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü x1 � x2 � :::; xk > 0, ïðè÷åì xk ! 0 ïðè k !1.Òîãäà ðÿä x1 � x2 + x3 � x4 + ::: íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.Òåîðåìà. �ÿä Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà� x1.Äîêàçàòåëüñòâî. S2n = x1� (x2� x3)� :::� (x2n�2� x2n�1)� x2n � x1,S2n = (x1 � x2) + (x3 � x4) + :::+ (x2n�1 � x2n).Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S2n) îãðàíè÷åíàñâåðõó; èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S2n) íåóáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò limn S2n � x1. Òàê êàê limn S2n+1 =limn (S2n + x2n+1) = limn S2n + limn x2n+1 = limn S2n, òî òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðèìåð. �ÿä 1� 12 + 13 � 14 + ::: ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðÿäîì Ëåéáíèöà.Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà S íå ïðåâûøàåò 1.�1.5 ÓÑËÎÂÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛÈç òåîðåìû äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå àá-ñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,íå íàðóøàÿ ñóììû ðÿäà. Îáëàäàþò ëè ïîäîáíûì ñâîéñòâîì ðÿäû äðó-ãîãî âèäà? Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé. Áîëåå òîãî, èìååòìåñòî ðåçóëüòàò, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå "òåîðåìà �èìàíà". Íî ïðåæäå,÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. �ÿä, ñõîäÿùèéñÿ íå àáñîëþòíî (ò.å. ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ,à ðÿä P jxkj ðàñõîäèòñÿ), íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.Òåîðåìà (�èìàíà). Ïóñòü Pxk ñõîäèòñÿ óñëîâíî è a - ïðîèçâîëüíîå÷èñëî. Òîãäà ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ÷ëåíû ðÿäû Pxk, ÷òî âíîâü ïîëó-÷åííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ ê a.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå-íèå:Ëåììà. Åñëè ðÿäPxk ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ðÿäûPx+k ;P�k ÿâëÿþòñÿðàñõîäÿùèìèñÿ(îïðåäåëåíèå ðÿäîâPx+k ;P�k ñì. â �1.4 òåìà:"Àáñîëþòíîñõîäÿùèåñÿ ðÿäû"). 12



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿäû Px+k ;Px�k ñõîäÿòñÿ, òî ÷àñòè÷íûå ñóì-ìû ýòèõ ðÿäîâ S+n = nP1 x+k è S�n = nP1 x�k èìåþò ïðåäåëû ïðè n ! 1, àñëåäîâàòåëüíî, è S+n + S�n = nP1 jxkj òàêæå èìååò ïðåäåë ïðè n!1, ò.å.ðÿäPxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-÷èþ ñ óñëîâèåì ëåììû.Äîïóñòèì, ÷òî îäèí èç ðÿäîâ Px+k ;P�k (íàïðèìåð Px+k ) ðàñõîäèòñÿ, àäðóãîé - ñõîäèòñÿ. Òîãäà ìû èìååì S+n ! 1, S�n ! 
, ãäå 
-íåêîòîðîå÷èñëî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Sn = S+n � S�n ! 1, ò.å. ðÿä Pxk ðàñõî-äèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a > 0.Áóäåì ðàñïîëàãàòü ÷ëåíû ðÿäà Pxk â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà áó-äåì áðàòü ÷ëåíû ñóììûPx+k â èõ åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå; ïðè ýòîì ñóììàâçÿòûõ ÷ëåíîâ áóäåò âîçðàñòàòü; êàê òîëüêî ýòà ñóììà ïðåâçîéäåò a, ìûíàçîâåì åå ïîâîðîòíîé ñóììîé è íà÷íåì ïðèñîåäèíÿòü ê íåé ïîñëåäî-âàòåëüíî ÷ëåíû ðÿäà Px�k , âçÿòûå ñî çíàêîì ìèíóñ; ïðè ýòîì ñóììàâçÿòûõ ÷ëåíîâ áóäåò óìåíüøàòüñÿ; êàê òîëüêî îíà ñäåëàåòñÿ ìåíüøå a,ìû ñíîâà íàçîâåì ïîëó÷åííóþ ñóììó ïîâîðîòíîé è îïÿòü íà÷íåì åå óâå-ëè÷èâàòü, ïðèáàâëÿÿ ñëåäóþùèå ïî ïîðÿäêó ÷ëåíû ðÿäàPx+k è ò.ä. Ïðî-äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íåîãðàíè÷åííî, ìû òåì ñàìûì ðàñïîëîæèì ÷ëåíûðÿäà Pxk â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ò.å. ïîëó÷èì íîâûé ðÿä,èìåþùèé âèä:x+1 + :::+ x+n1 � x�1 � :::x�n2 + x+n1+1 + :::+ x+n3 � x�n2+1 � :::� x�n4 + :::; (?)n1 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1�1P1 x+k � a, n1P1 x+k > a;n2 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1P1 x+k � n2�1P1 x�k � a, n1P1 x+k � n2P1 x�k < a;n3 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1P1 x+k � n2P1 x�k + n3�1Pn1+1x+k � a, n1P1 x+k � n2P1 x�k +13



n3Pn1+1x+k > a, è ò.ä.Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà nk ñóùåñòâóþò â íàøåì ñëó÷àå âñåãäà, òàê êàê ïîëåììå ðÿäûPx+k ,P x�k - ðàñõîäÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèåì ÷èñ-ëà ÷ëåíîâ ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ íóæíîé âåëè÷èíû ïîâîðîòíîé ñóììû.Äîêàæåì, ÷òî îáðàçîâàííûé ðÿä (�) èìååò ñóììó, ðàâíóþ a. Îáîçíà÷èìïîâîðîòíûå ñóììû ÷åðåç Snk . ßñíî, ÷òî êàæäàÿ ïîâîðîòíàÿ ñóììà îòñòî-èò îò a íå áîëåå, ÷åì íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñâîåãî ïîñëåäíåãî ÷ëåíà,ò.å. âåëè÷èíó, çàâåäîìî ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ, êàê ÷ëåí íàøåãî ïåðâîíà-÷àëüíîãî (ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà)Pxk. Òàêèì îáðàçîì, 8" > 09N1 2 N8k >N1(jSnk � aj) < "). Äàëåå, xn ! 0 ïðè n!1, ïîýòîìó, åñëè ìû âîçüìåìäâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîâîðîòíûå ñóììû Snk , Snk+1, òî âñå ÷àñòè÷íûåñóììû tn ðÿäà (�), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N2, áóäóò çàêëþ÷åíûìåæäó íèìè: 8n > N2 2 N(Snk � tn � Snk+1):Ïóñòü N = maxfN1; N2g. Âûáåðåì k > N . Òîãäà 8n > N : jtn � aj �jtn � Snk j + jSnk � aj < 2". Òàê êàê " ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî > 0, òî tn !a(n!1):Òåîðåìà äîêàçàíà.�1.6 ÄÂÎÉÍÛÅ È ÏÎÂÒÎ�ÍÛÅ �ßÄÛ1. ÄÂÎÉÍÛÅ �ßÄÛÈçó÷åíèå äâîéíûõ ðÿäîâ íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ äâîéíîé ÷èñëîâîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 1. Äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ îòîá-ðàæåíèå f : N �N ! R, ãäå N �N - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïàð íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë. Ýëåìåíò f(k; l), k 2 N, l 2 N, îáîçíà÷àåòñÿ - xkl, à ñàìàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç (xkl).Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî a 2 R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì äâîéíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè xkl (ïèøåòñÿ: a = limk;l 7!1xkl), åñëè 8" > 09N 2 N8n,14



m > N(jxmn � aj < "). Åñëè äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë,òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.Êðèòåðèé Êîøè äëÿ äâîéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë �îðìóëèðóåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:"Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà 8" > 09N 2 N8k; l > N; 8p; q 2 N(jxkl � xk+p;l+qj < ")".Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî êðèòåðèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåìîäíîêðàòíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.Îïðåäåëåíèå 3. Âûðàæåíèå 1Pk=1 1Pl=1xkl (èëè 1Pk;l=1xkl), ãäå xkl - ýëåìåíòäâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë (xkl), íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ÷èñëîâûìðÿäîì. ×èñëà xkl íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè äâîéíîãî ðÿäà, à ÷èñëà Snm =nPk=1 mPl=1xkl - ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè äâîéíîãî ðÿäà.Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé äâîéíîãî ðÿäà 1Pk=1 1Pl=1xkl(ïèøóò S = 1Pk=1 1Pl=1xkl), åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ÷èñåë (Snm) : limn;m!1Snm = S.Îïðåäåëåíèå 5. Äâîéíîé ðÿäPk Pl xkl íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,åñëè ñõîäèòñÿ äâîéíîé ðÿä Pk Pl jxklj.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿäûPk Pl xkl , Pk Pl ykl ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿòñÿ ðÿäûPk Pl �xkl, � � 
onst; Pk Pl (xkl � ykl), ïðè÷åì Pk Pl �xkl = �Pk Pl xkl,Pk Pl (xkl � ykl) =Pk Pl ykl �Pk Pl ykl.Òåîðåìà 2. (Êðèòåðèé Êîøè). �ÿä 1Pk=1 1Pl=1xkl ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà 8" > 0; 9N 2 N; 8n;m > N , 8p; q 2 N (j n+pPk=n mPl=1xkl +15



n+pPk=n m+qPl=m xkl + nPk=1m+qPl=m xklj < ").Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä 1P1 1P1 xkl ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.Óêàçàíèÿ:Òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäíîêðàòíûõ ðÿäîâ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè êðèòåðèÿ Êîøè äëÿäâîéíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷-íûõ ñóìì Snm ðÿäà 1P1 1P1 xkl.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3, êàê è â ñëó÷àå îäíîêðàòíûõ ðÿäîâ, ïðîâî-äèòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè, ò.å. òåîðåìû 2.Äîêàæåì äâå òåîðåìû î äâîéíûõ ðÿäàõ.Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿäPk Pl xkl ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è åãî ÷ëåíû ïåðåíó-ìåðîâàíû ëþáûì ñïîñîáîì îäíèì èíäåêñîì (V1; V2; V3; :::), òî ðÿä 1P1 Viñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è 1P1 Vi = 1Pk=1 1Pl=1xkl.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü tn = nP1 jVij; Smn = mP1 nP1 jxklj. Î÷åâèäíî, ÷òîïðè ëþáîì n ñóùåñòâóåò N 2 N òàêîå, ÷òî tn � SNN � PP jxklj. )�ÿä 1P1 jVij - ñõîäèòñÿ. ) �ÿä 1P1 Vi - ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïîêàæåì, ÷òî1P1 Vi = 1P1 1P1 xkl. Ïåðåñòàâèì ÷ëåíû ðÿäà 1P1 Vi òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ðÿä1X1 V 0i = x11|{z}+x12 + x22 + x21| {z }+x13 + x23 + x33 + x32 + x31| {z }+:::Ïóñòü t0n ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà 1P1 V 0i . Òîãäà èìååì: 1P1 Vi = 1P1 V 0i =limn t0n 1= limn t0n2= limn nP1 nP1 xkl 2= 1P1 1P1 xkl, ïðè ýòîì ðàâåíñòâî 1 ñïðàâåä-ëèâî, òàê êàê (t0n2) - ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-16



íîñòè (t0n), à ðàâåíñòâî 2 - â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà 1P1 1P1 xkl.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. (Î ïåðåìíîæåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ). Ïóñòü ðÿ-äû 1P1 xk, 1P1 yl ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. Òîãäà (1P1 xk) � (1P1 yl) = 1Pk=1 1Pl=1xkyl,ïðè÷åì äâîéíîé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäàPk Pl xkyl.nXk=1 mXl=1 jxkylj = ( nXk=1 jxkj) � ( mXl=1 jylj) � ( 1Xk=1 jxkj) � ( 1Xl=1 jylj):Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Snm = nPk=1 mPl=1 jxkylj ÿâëÿåòñÿîãðàíè÷åííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ýòîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè: supn;m Snm = A. Ïóñòü " > 0, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþsup ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ñóììà NPk=1 MPl=1 jxkylj òàêàÿ ÷òîA� " < NXk=1 MXl=1 jxkylj < A:×àñòè÷íûå ñóììû nPk=1 mPl=1 jxkylj ñ ðîñòîì n è m íå óáûâàþò, ïîýòîìó äëÿëþáûõ n;m > maxfN;Mgj nXk=1 mXl=1 jxkylj �Aj < ":Òàêèì îáðàçîì, ðÿä 1Pk=1 1Pl=1 jxkylj - ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ðÿä 1Pk=1 1Pl=1xkyl ñõî-äèòñÿ àáñîëþòíî. 17



Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î òîì, ÷òî ( 1Pk=1xk) � ( 1Pl=1 yl) = 1Pk=1 1Pl=1xkyl ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì öåïî÷êè ðàâåíñòâ:( 1Xk=1 xk) � ( 1Xl=1 yl) = (limn nXk=1 xk) � (limn nXl=1 yl) = limn ( nXk=1 xk) � ( nXl=1 yl) =limn nXk=1 nXl=1 xkyl = 1Xk=1 1Xl=1 xkylÒåîðåìà 2 äîêàçàíà. 2. ÏÎÂÒÎ�ÍÛÅ �ßÄÛÂûðàæåíèå 1Pk=1� 1Pl=1xkl� íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ðÿäîì.Îïðåäåëåíèå. Ïîâòîðíûé ðÿä 1Pk=1� 1Pl=1xkl� ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãîk � 1 ðÿä 1Pl=1xkl ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó Ak è ðÿä 1Pk=1Ak òàêæå ñõîäèòñÿ(åñëè 1Pk=1Ak = A, òî ïèøóò: 1Pk=1� 1Pl=1xkl� = A).Òåîðåìà. Åñëè ðÿä 1Pk=1 1Pl=1xkl ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ïîâòîðíûé ðÿä1Pk=1(1Pl=1xkl) ñõîäèòñÿ è 1Pk=1 1Pl=1xkl= 1Pk=1( 1Pl=1xkl):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà xkl � 0 è ïóñòü Pk Pl xkl = S. Çà-�èêñèðóåì íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå k � 1. Î÷åâèäíî, åñëè k � n, òîmPl=1xkl � nPk=1 mPl=1xkl � S, ïðè ëþáîì m. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû 1Pl=1xkl ñõî-äÿòñÿ ïðè ëþáîì k � 1. Òàê êàê xkl � 0, òî nPk=1 mPl=1xkl � S ïðè ëþáûõn è m. Ïðè �èêñèðîâàííîì n ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m ! 1 â ëåâîé18



÷àñòè äàííîãî íåðàâåíñòâà:limm!1 nXk=1 mXl=1 xkl! = nXk=1  limm!1 mXl=1 xkl! = nXk=1  1Xl=1 xkl! � S:Òàê êàê n ïðîèçâîëüíî, òî èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñóùå-ñòâîâàíèå ÷èñëà A òàêîãî, ÷òîA = 1Xk=1  1Xl=1 xkl! � S: (1)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, nPk=1 mPl=1xkl � nPk=1� 1Pl=1xkl� � A. Ïîýòîìó S � A. Îòñþ-äà è èç (1) ñëåäóåò S = A. Ïóñòü òåïåðü xkl ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëü-íûå ÷èñëà. Ïîëîæèìx+kl = � xkl , åñëè xkl � 00 , åñëè xkl < 0 ; x�kl = � �xkl , åñëè xkl < 00 , åñëè xkl � 0 :Òîãäà xkl = x+kl � x�kl, jxklj = x+kl + x�kl. Òàê êàê ðÿä Pk Pl jxklj ñõîäèòñÿ,òî ðÿäû Pk Pl x+kl, Pk Pl x�kl òàêæå ñõîäÿòñÿ (äàííîå óòâåðæäåíèå äîêà-çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ïî àíàëîãèè ñ îäíîêðàòíûìè ðÿäàìè). Èç ñõîäèìî-ñòè ðÿäîâ Pk Pl x+kl, Pk Pl x�kl è èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò Pk Pl xkl =Pk Pk (x+kl � x�kl) = Pk Pl x+kl �Pk Pl x�kl = Pk �Pl x+kl� �Pk �Pl x�kl� =Pk ��Pl x+kl���Pl x�kl�� =Pk �Pl (x+kl � x�kl)� =Pk �Pl xkl�.×òî íàì è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå äîêàçàííîìó, íåâåðíî. �àññìîòðèì19



áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó: 1 �1 0 0 0 0 : : :0 1 �1 0 0 0 : : :0 0 1 �1 0 0 : : :... ... ... ... ... ... . . .1Pl=1xkl = 0, k = 1; 2; : : : (çäåñü k � íîìåð ñòðîêè, à l � íîìåð ñòîëáöà).1Pk=1�1Pl=1xkl� = 0; 1Pl=1� 1Pk=1xkl� = 1. Îäíàêî äâîéíîé ðÿä Pk Pl xkl íåñõîäèòñÿ.
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�ëàâà II.ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È�ßÄÛ�2.1 ÎÁËÀÑÒÜ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ. �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ.Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÊÎØÈÄî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðÿäû ÷èñëîâûå, ÷ëåíàìè êîòîðûõ áûëè÷èñëà. Íî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íóæíû�óíêöèîíàëüíûå ðÿäû, ò.å. ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè(ýòî âïîëíå çàêîíîìåðíî, òàê êàê îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ âìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè).Ïóñòü f1(x) + f2(x) + f3(x) + :::; (1)åñòü ðÿä, ÷ëåíû êîòîðîãî - �óíêöèè ïåðåìåííîé x, îïðåäåëåííûå íà íåêî-òîðîì ìíîæåñòâå X � R. Äàâàÿ ïåðåìåííîé x êàêîå-íèáóäü ÷èñëîâîåçíà÷åíèå x = �, ìû ïðåâðàòèì ðÿä (1) â îáûêíîâåííûé ÷èñëîâîé ðÿä1Pk=1 fk(�), ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî �îðìóëà (1) âûðàæàåò ñîáîé ìíî-æåñòâî ðàçëè÷íûõ ðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì x.Ïî îòíîøåíèþ ê ðÿäó (1) íå èìååò ñìûñëà ñòàâèòü âîïðîñ î òîì, ñõî-äèòñÿ îí èëè ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, îí áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðèîäíèõ çíà÷åíèÿõ x è ðàñõîäèòüñÿ ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ. Âîïðîñ ñëåäó-åò ñòàâèòü òàê: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x 2 X ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðè êàêèõðàñõîäèòñÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x 2 X, ïðè êîòîðûõ ðÿä (1)ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1), à ìíîæåñòâî çíà-÷åíèé x 2 X, ïðè êîòîðûõ ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþðàñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãîðÿäà ñîñòîèò â ïåðâóþ î÷åðåäü â îòûñêàíèè åãî îáëàñòè ñõîäèìîñòè.Ïóñòü ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 2M � X, ò.å. ïðè ëþáîì x 2Mðÿä (1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó. Òàê êàê ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ21



çíà÷åíèåì x, òî òåì ñàìûì íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíà �óíêöèÿ S(x),êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñóììîé �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1).Ïðèìåð: 1Pk=1 xkk , x > 0. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà áóäåò èí-òåðâàë (0; 1). Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â �1.3 (ãë.I).�àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäàÄëÿ âñåõ ïðèìåíåíèé �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ îñíîâíîå çíà÷åíèå èìååòïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Âîò êàê ëó÷øå âñåãî ïîäîéòèê îïðåäåëåíèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ. Ïóñòü ðÿä (1) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êåíåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M � X. Òîãäà îñòàòîêrn(x) = S(x)� Sn(x)(S(x)-ñóììà ðÿäà (1), Sn(x) = nPk=1 fk(x)-n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà) ýòîãî ðÿäàäëÿ ëþáûõ x 2 M ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n ! 1, ò.å. 8x 2 M , 8" > 0,9N = N("; x), 8n > N(jrn(x)j < "). Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî N çàâèñèòòåïåðü íå òîëüêî îò ", íî è îò x.Ïóñòü òåïåðü " çà�èêñèðîâàíî, à ÷èñëî x ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâîçíà÷åíèé M , ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî x 2M ñóùåñòâóåò ñâîå N , íà÷èíàÿ ñêîòîðîãî jrn(x)j < ". Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: "Ñóùåñòâóåò ëè N ,íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî jrn(x)j < " âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x 2M?" Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî N çàâèñèò îò òîãî, áóäåò ëèìíîæåñòâî âñåõ N , êîòîðîå ìû íàøëè äëÿ ëþáûõ x 2M , îãðàíè÷åííûìèëè íåò. Åñëè ñðåäè ÷èñåëN åñòü íàèáîëüøåå, òî îíî, î÷åâèäíî, è ñìîæåòñëóæèòü òåì ÷èñëîì, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî jrn(x)j < " äëÿ ëþáûõ x 2M . Åñëè æå ñðåäè íàéäåííûõ íàìè ÷èñåë N âñòðå÷àþòñÿ ñêîëü óãîäíîáîëüøèå, òî ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê áû áîëüøèì ÷èñëî N ìû íå áðàëè,âñåãäà íàéäóòñÿ x 2 M , äëÿ êîòîðûõ ýòî N íå ãîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àåâûáîð N , êîòîðîå ãîäèëîñü áû, â óêàçàííîì ñìûñëå, äëÿ âñåõ x 2 M ,î÷åâèäíî, íåâîçìîæåí.Îïðåäåëåíèå 2. �ÿä f1(x) + f2(x) + ::: íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî22



ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå M ê �óíêöèè S(x), åñëè8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8x 2M(jrn(x)j < "):Ïðèìåð ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ íåðàâíîìåðíî.fk(x) = xk(1� xk)� xk�1(1� xk�1); k � 1; x 2 [0; 1℄:Sn(x) = nXk=1 fk(x) = xn(1� xn):Î÷åâèäíî, ÷òî Sn(x)! 0, ïðè n!1, äëÿ ëþáûõ x 2 [0; 1℄, ò.å.S(x) � 0) rn(x) = S(x)� Sn(x) = �Sn(x) = �xn(1� xn):�àññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2�1=n) � [0; 1℄.Òàê êàê rn(2�1=n) = �14 è 2�1=n 2 [0; 1℄, ïðè ëþáîì n 2 N, òî íåðàâåí-ñòâî jrn(x)j < 14 íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x 2 [0; 1℄, ñêîëüáû âåëèêî n íè áûëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿíåðàâíîìåðíî. Íà ðèñóíêå êðèâàÿ y =jrn(x)j ïðè x = 2�1=nèìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé1=4. Âëåâî îò òî÷êè x =2�1=n, jrn(x)j ÷ðåçâû÷àé-íî ìàëî.Ïðè âîçðàñòàíèè nòî÷êà x = 2�1=n ïðèáëèæà-åòñÿ ê 1.Ïðèìåð ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ ðàâíîìåðíî.1Pk=1 (�1)k�1x2+k - ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 2 R êàê ðÿä Ëåéáíèöà.jrn(x)j =���� 1Pk=n+1 (�1)k�1x2+k ���� < 1x2+n+1 < 1n+1 < ", ïðè x 2 R. (çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè23



óòâåðæäåíèå, ÷òî ñóììà ðÿäà Ëåéáíèöà íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî ÷ëåíàðÿäà).Äîïóñòèì, N = [1" ℄. Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì n > N è ëþáîì x 2 R(jrn(x)j < "). ) �àññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé f1(x); f2(x); f3(x); :::; ñõîäÿ-ùóþñÿ ïðè ëþáîì x 2 X ê íåêîòîðîìó ÷èñëó. Òàêèì îáðàçîì íà ìíî-æåñòâå X îïðåäåëåíà �óíêöèÿ f(x), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì (ïðèn! +1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé (fn(x)) è çàïèñûâàåòñÿ ýòî ñëå-äóþùèì îáðàçîì: lim fn(x) = f(x), äëÿ 8x 2 X, åñëè 8x 2 X, 8" > 0,9N = n("; x), 8n > N(jfn(x) � f(x)j < "): Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿîáëàñòüþ ñõîäèìîñòè (fn(x)):Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé f1(x); f2(x); f3(x); ::: íàçû-âàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî ê �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8x 2 X(jfn(x)� f(x)j < "):Çàìå÷àíèå. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ðàâíî-ñèëüíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòèïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé (fk(x)) ñõî-äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X ê íåêîòîðîé �óíêöèè f(x) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8p 2 N; 8x 2 X(jfn+p(x)� fn(x)j < ") (�)Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî êíåêîòîðîé �óíêöèè f(x), ò.å. 8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8x 2 X(jfn(x)� f(x)j < "=2): (1)Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè 8p 2 N; 8n > N; 8x 2 X(jfn+p(x)� f(x)j < "=2): (2)Èç (1) è (2) ñëåäóåò: 24



jfn+p(x)� fn(x)j � jfn+p(x)� f(x)j+ jfn(x)� f(x)j < "äëÿ 8n > N; 8x 2 X. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (�) äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî (�). Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî fk(x) ñõî-äèòñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè f(x), ïðè 8x 2 X. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàí-íîì x 2 X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè. ) Ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (fk(x)) èìååò ïðåäåë ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x 2 X è, ñëå-äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì f(x), ÿâëÿþùàÿñÿïðåäåëüíîé äëÿ (fk(x)).Âûáåðåì n > N è ïðîèçâîëüíîå x 2 X. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè p !+1 â (�) (ïðè ïîñòîÿííûõ n è x), ïîëó÷èì 8n > N = N("), 8x 2 X:jf(x)� fn(x)j < ";ò.å. fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X ê f(x). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðå�ðàçèðîâêîé òåîðåìû 1 äëÿ �óíê-öèîíàëüíûõ ðÿäîâ.Òåîðåìà 2. �ÿä 1Pk=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8p 2 N; 8x 2 X(j n+pXk=n+1 fk(x)j < "):Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà 1Pk=1 fk(x).�2.2 ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ Ï�ÈÇÍÀÊÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ È �ßÄÎÂÒåîðåìà 1 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè ÷ëåíû �óíêöèîíàëüíîãî ðÿ-äà 1Pk=1 fk(x) óäîâëåòâîðÿþò íà ìíîæåñòâå X íåðàâåíñòâàìjfk(x)j � Ck; k = 1; 2; 3; :::;25



ãäå Ck - åñòü ÷ëåíû íåêîòîðîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà 1Pk=1Ck, òî ðÿä 1Pk=1 fk(x)ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê jfk(x)j � Ck; k = 1; 2; 3; :::, òîjfn+1(x) + :::fn+p(x)j � Cn+1 + :::+ Cn+p:�ÿä 1Pk=1Ck ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:8" > 0; 9N = N("); 8n > N; 8p 2 N� n+pPk=n+1Ck < "� : ) 8n > N; 8p 2N; 8x 2 X(jfn+1(x) + :::+ fn+p(x)j < "):Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðÿäà 1Pk=1 fk(x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 2 x2:1è ïîýòîìó îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.Ïðèìåð. �ÿäû 1Pk=1 ak sin kx, 1Pk=1 ak 
os kx ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà R,åñëè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ðÿä 1Pk=1 ak.Äåéñòâèòåëüíî, jak sin kxj � jakj, jak 
os kxj � jakj ïðè 8k = 1; 2; 3; :::è 8x 2 R. Ïîýòîìó ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöè-îíàëüíûõ ðÿäîâ ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà.Çàìå÷àíèÿ: 1. Åñëè ê ðÿäó 1P1 fk(x) ïðèìåí�èì ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà,òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, áîëåå òîãî, áóäåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî è ðÿä1P1 jfk(x)j.2. �ÿä 1P1 fk(x) ìîæåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî, áóäó÷è íå àáñîëþòíî ñõî-äÿùèìñÿ.3. �ÿä 1P1 fk(x) ìîæåò ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî è ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî,íî ðÿä 1P1 jfk(x)j ìîæåò ñõîäèòüñÿ íåðàâíîìåðíî.Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèé. Ïåðâîå çàìå÷àíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåí-26



íî èç �îðìóëèðîâêè ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà. Âòîðîå çàìå÷àíèå äîêà-çûâàåò ïðèìåð ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà 1P1 (�1)k�1x2+k èç �2.1. Òðåòüåçàìå÷àíèå ìû äîêàæåì, ïðèâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. �àññìîòðèìðÿä 1Xk=1 (�1)k�1(1 + x2)kx2 (1):�ÿä (1) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 2 R, êàê ðÿä Ëåéáíèöà:rn(x) = 1Xk=n+1 (�1)k�1x2(1 + x2)k :Î÷åâèäíî, ÷òî jrn(x)j � x2(1+x2)n = x21+nx2+::: < 1n < " ) jrn(x)j < " äëÿ8n > [1" ℄ è 8x 2 R:) ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. �àññìîòðèì ðÿä1X1 x2(1 + x2)k : (2)Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 2 R, òàê êàê ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà:x2(1 + x2)k+1 � (1 + x2)kx2 = 1x2 + 1 < 1;ïðè ëþáîì x 2 R. ) �ÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè ëþáûõ x 2 R.Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. Åãî îñòàòîê~rn(x) = 1Xk=n+1 x2(1 + x2)k = 1(1 + x2)n ! 1;ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì n, êîãäà x! 0.)Íåðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòüðÿäà (2).Òåîðåìà 2 (ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x)) íå óáû-âàåò (èëè íå âîçðàñòàåò) íà [a; b℄ è ñõîäèòñÿ íà [a; b℄ ê �óíêöèè f(x).Òîãäà, åñëè âñå fn(x) è f(x) íåïðåðûâíû íà [a; b℄, òî fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâ-íîìåðíî ê f(x) íà [a; b℄. 27



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))íå óáûâàåò íà [a; b℄. Ïîëîæèì rn(x) = f(x)� fn(x). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(rn(x)) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1. rn(x) � 0 è íåïðåðûâíà íà[a; b℄ äëÿ 8n � 1;2. (rn(x)) - íå âîçðàñòàåò íà [a; b℄;3. lim rn(x) = 0 â ëþáîé òî÷êå x 2 [a; b℄.Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî rn(x)! 0 ðàâíîìåðíîíà [a,b℄. Òàê êàê (rn(x)) íåâîçðàñòàþùàÿ, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî8" > 0, 9n 2 N; 8x 2 [a; b℄(rn(x) < "). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 9" > 0 òàêîå,÷òî íå ñóùåñòâóåò n 2 N òàêîãî, ÷òî 8x 2 [a; b℄(rn(x) < "). Òîãäà äëÿ8n 2 N, 9xn 2 [a; b℄ òàêàÿ, ÷òî rn(xn) � ": (3)Â ñèëó ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk ! x0, ãäå x0 2 [a; b℄. Ôóíêöèÿ rm(x)íåïðåðûâíà â x0 (ïðè 8m � 1), ïîýòîìólimk!+1 rm(xnk) = rm(x0): (4)Ïóñòü m - ëþáîé �èêñèðîâàííûé íîìåð. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòürn(x) íå âîçðàñòàåò, òî rm(xnk) � rnk(xnk);ãäå nk > m. Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåòrm(xnk) � " (5)(äëÿ �èêñèðîâàííîãî m è nk > m). Äàëåå, èç (4) è (5) ïîëó÷àåìrm(x0) � "; 8m 2 N:Äàííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî rn(x) ! 0 â òî÷êå x0 è ïî-ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 2 â ñëó÷àå íåóáûâàþùåé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè (fn(x)). 28



Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x)) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, òî, óìíî-æèâ âñå ÷ëåíû íà 1", ìû ïîëó÷èì íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,äëÿ êîòîðîé âñå äîêàçàíî.Çàìå÷àíèå. Òåîðåìó Äèíè ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü êàê ïðèçíàê ðàâíî-ìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ: �Ïóñòü ÷ëåíû ðÿäà 1P1 fk(x)íåïðåðûâíû íà [a; b℄ è fk(x) � 0, k = 1; 2; 3; ::: . Òîãäà, åñëè ðÿä 1P1 fk(x)èìååò ñóììó òàêæå íåïðåðûâíóþ íà [a; b℄, òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà[a; b℄.�Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn(x) = nP1 fk(x), n � 1. Òàê êàê fk(x) � 0,8k � 1, òî (Sn(x)) íå óáûâàåò; fk(x) íåïðåðûâíà íà [a; b℄, ñëåäîâàòåëü-íî Sn(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà [a; b℄; limSn(x) = S(x), ïðè÷åì S(x)-íåïðåðûâíà íà [a; b℄. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 2 âûïîëíÿþò-ñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn(x), ïîýòîìó Sn(x)! S(x) ðàâíîìåðíî íà[a; b℄, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà 1Pk=1 fk(x) íà [a; b℄.Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèçíàêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëü-íûõ ðÿäîâ âèäà: 1P1 �k(x)�k(x), ãäå �k(x); �k(x) - �óíêöèè îò x, îïðåäå-ëåííûå íà ìíîæåñòâå X.Òåîðåìà 3 (Ïðèçíàê Äèðèõëå). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà 1P1 �k(x)îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè (j nP1 �k(x)j � M � 
onst; 8n � 1; 8x 2 X),à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé �k(x) ïðè k ! 1, ñòðåìèòñÿ, óáûâàÿ,ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x 2 X, òî ðÿä 1P1 �k(x)�k(x) ñõîäèòñÿðàâíîìåðíî íà X.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Bk = �n+1 + :::+ �n+k, �n = nP1 �k.Äàëåå, çàïèøåì:�n+1�n+1+:::+�n+p�n+p = �n+1B1+�n+2(B2�B1)+:::+�n+p(Bp�Bp�1) =29



(�n+1��n+2)B1+(�n+2��n+3)B2+ :::+(�n+p�1��n+p)Bp�1+�n+pBp =n+p�1Xk=n+1(�k � �k+1)Bk�n + �n+pBp: (1)�n-îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, ïî óñëîâèþ. ÏîýòîìójBkj = j�n+k � �nj � j�n+kj+ j�nj � 2M:Èñïîëüçóÿ (1), çàïèøåì:����� n+pXk=n+1�k�k����� � 2M n+p�1Xk=n+1(�k��k+1)+�n+p2M = 2M�n+1; 8p 2 N; 8x 2 X:Òàê êàê �k ! 0 (ïðè k !1) ðàâíîìåðíî íà X, òîj n+p�1Xk=n+1�k�kj < "; 8n > N; 8p 2 N; 8x 2 X:)ðÿä 1P1 �k�k ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X (Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåîáõî-äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíûõðÿäîâ (ñì. òåîðåìó 2, �2.1).ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà1P1 �k(x)�k(x).Òåîðåìà 4 (Ïðèçíàê Àáåëÿ). Åñëè �óíêöèè �k(x) ìîíîòîííî óáûâàþòïðè k ! 1 è îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè (j�k(x)j � M � 
onst; 8k �1; 8x 2 X), à ðÿä 1P1 �k(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íàX, òî è ðÿä 1P1 �k(x)�k(x)ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X.Ëèòåðàòóðà:[2℄, ãë.II, x11:7, ñòð.406.Çàìå÷àíèÿ: 1. Â òåîðåìå 3 �óíêöèè �k(x) � 0, òàê êàê �k(x) ! 0óáûâàÿ. Â òåîðåìå 4 �óíêöèè �k(x) ìîãóò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûåçíà÷åíèÿ, òàê êàê �k(x) óáûâàåò ìîíîòîííî, íî íå îáÿçàòåëüíî ê íóëþ.30



2. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâåïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ âèäà 1P1 �k�k, �k; �k 2 R. Ïðèýòîì èç �îðìóëèðîâîê òåîðåì ñëåäóåò óáðàòü òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîéñõîäèìîñòè è îãðàíè÷åííîñòè â ñîâîêóïíîñòè.Ïðèçíàê Äèðèõëå. Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà 1P1 �k îãðàíè÷åíû(j nP1 �kj �M � 
onst; 8n � 1), à �k ! 0 óáûâàÿ, òî 1P1 �k�k ñõîäèòñÿ.Ïðèçíàê Àáåëÿ. Åñëè (�k) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè k !1 è îãðàíè÷å-íà (j�kj �M � 
onst; 8k � 1), à ðÿä 1P1 �k ñõîäèòñÿ, òî 1P1 �k�k ñõîäèòñÿ.�2.3 ÑÂÎÉÑÒÂÀ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÕÑßÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ È �ßÄÎÂÒåîðåìà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé (fn(x)) ðàâíîìåðíî ñõî-äèòñÿ íà ìíîæåñòâå X ê �óíêöèè f(x) è fn(x) íåïðåðûâíû â òî÷êåx0 2 X, òî f(x) òàêæå íåïðåðûâíà â x0.Äîêàçàòåëüñòâî. fn(x) ! f(x) ðàâíîìåðíî íà X.) " > 0; 9N =N(") 2 N; 8n > N; 8x 2 X(jf(x)� fn(x)j < "=4):) 8n > N; 8x 2 X :jf(x)� f(x0) � jf(x)� fn(x)j+ jfn(x)� fn(x0)j+ jfn(x0)� f(x0)j <2 � "4 + jfn(x)� fn(x0)j: (1)Íî �óíêöèè fn(x) - íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 2 X, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-ñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî, åñëè x 2 X è jx� x0j < Æ, òîjfn(x)� fn(x0)j < "=2:Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (1), ïîëó÷èì: 8" > 09Æ > 0(jx � x0j < Æ )jf(x)� f(x0)j < "):) Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 2 X.Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà [a; b℄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé(fn(x)) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f(x). Åñëè ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà [a; b℄,31



òî limn!1 xZa fn(t)dt = xZa f(t)dtðàâíîìåðíî íà [a; b℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðè x = b:limn!1 bZa fn(t)dt = bZa f(t)dt:Äîêàçàòåëüñòâî. fn(t)! f(t) ðàâíîìåðíî [a; b℄.)8" > 0; 9N = N(") 2N; 8n > N; 8t 2 [a; b℄(jfn(t) � f(t)j < "b�a). ) 8n > N; 8x 2 [a; b℄ :j xRa fn(t)dt� xRa f(t)dtj = j xRa (fn(t)�f(t))dtj � xRa jfn(t)�f(t)jdt < "b�a bRa dt =":) xRa fn(t)dt! xRa f(t)dt ðàâíîìåðíî íà [a; b℄.(Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f(t) èíòåãðèðóåìà, òàê êàê îíà íåïðåðûâ-íà êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íà [a; b℄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ�óíêöèé (ñì. òåîðåìó 1)). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä íåïðåðûâíûõ �óíêöèé 1Pk=1 fk(x) ðàâíîìåðíî íà[a; b℄ ñõîäèòñÿ ê S(x), òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü (a � x0 <x � b) : xZx0 S(t)dt = xZx0 f1(t)dt+ xZx0 f2(t)dt+ :::�ÿä, ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì 1Pk=1 xRx0 fk(t)dt, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b℄. Â÷àñòíîñòè, bZa S(t)dt = bZa f1(t1)dt+ bZa f2(t)dt+ : : : :32



Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê fk(x) íåïðåðûâíû íà [a; b℄ è 1Pk=1 fk(x)-ñõîäèòñÿðàâíîìåðíî íà [a; b℄ ê S(x), òî ïî òåîðåìå 1, �óíêöèÿ S(x) áóäåò íåïðå-ðûâíà íà [a; b℄ è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà [a; b℄. Ïóñòü Sn(x) =nPk=1 fk(x): �ÿä 1Pk=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄ ê �óíêöèè S(x),÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Sn(x) ! S(x) ðàâíîìåðíî íà [a; b℄. ) 8" >0; 9N = N(") 2 N; 8n > N; 8x 2 [a; b℄ (jSn(x) � S(x)j < "b�a): )8n > N; 8x 2 [a; b℄ : j xRx0 S(t)dt� nPk=1 xRx0 fk(t)dtj = j xRx0 S(t)dt � xRx0 Sn(t)dtj =j xRx0 (S(t)� Sn(t))dtj � xRx0 jS(t)� Sn(t)jdt < xRx0 "b�adt � ":�ÿä 1Pk=1 xRx0 fk(t)dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄ ê xRx0 S(t)dt.Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà [a; b℄ çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé (fn(x)),èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 2 [a; b℄, è, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f 0n(x)) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x)) ñõî-äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄ ê f(x) è (f 0n(x)) ñõîäèòñÿ ê f 0(x).Äîêàçàòåëüñòâî. (f 0n(x)) - ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄, f 0n(x) - íåïðå-ðûâíà íà [a; b℄. ) Ôóíêöèÿ '(x) = limn!1 f 0n(x) - íåïðåðûâíà íà [a; b℄.Ïî òåîðåìå 2: xRx0 '(t)dt = limn!1 xRx0 f 0n(t)dt = limn!1(fn(x) � fn(x0)) - ðàâíî-ìåðíî íà [a; b℄. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû limfn(x0) ñóùåñòâóåò. ) (fn(x))-ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄. Ïóñòü f(x) = limn!1 fn(x). Òîãäà f(x) =f(x0) + xRx0 '(t)dt. ) f 0(x) = '(x), ò.å. limf 0n(x) = f 0(x).Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû 4 äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.33



Òåîðåìà 40.Ïóñòü íà [a; b℄ çàäàí ðÿä f1(x)+f2(x)+ : : : �óíêöèé, èìåþ-ùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Åñëè ðÿä 1P1 fk(x) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîéòî÷êå x0 2 [a; b℄, è, êðîìå òîãî, ðÿä 1P1 f 0k(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄,òî ðÿä 1P1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b℄ ê S(x) è S 0(x) = 1P1 f 0k(x).Ëèòåðàòóðà: [2℄, ãë.II, �11.8, ñòð.409, òåîðåìà 3.�2.4 ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ �ßÄÛÎïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñëå-äóþùåãî âèäà: 
0 + 
1x+ 
2x2 + :::;ãäå êîý��èöèåíòû 
k 2 R; k = 0; 1; 2; :::, x-íåçàâèñèìàÿ äåéñòâèòåëüíàÿïåðåìåííàÿ.Òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ðÿä 1P0 
kxk ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0, òî îí ñõî-äèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå jxj � q, ãäå q - ëþáîå ÷èñëî,óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 0 < q < jx0j.Äîêàçàòåëüñòâî. �ÿä 1P0 
kxk ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = x0.) limk!1 
kxk0 = 0.) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî a òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì k � 0 èìååì: j
kxk0j < a.Ïåðåïèøåì ðÿä â âèäå:
0 + 
1x0( xx0 ) + 
2x20( xx0 )2 + ::: .) j
kxkj = j
kxk0jj xx0 jk < aj xx0 jk = adk, ãäåd = j xx0 j = jxjjx0j :Ïî óñëîâèþ jxj � q < jx0j:) d < 1 äëÿ âñåõ x 2 [�q; q℄: �ÿä a+ ad+:::+ adk + ::: ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé è ïðè d < 1 ñõîäèòñÿàáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå jxj � q.Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Òàê êàê q < jx0j â òåîðåìå Àáåëÿ ïðîèçâîëüíî, òî ðÿä1P0 
kxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî �jx0j < x < jx0j. Îäíàêî ñõîäè-ìîñòü íå áóäåò âñåãäà ðàâíîìåðíîé.34



Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðÿä 1+x+x2+ ::: ñõîäÿùèéñÿ ïðè jxj < 1(åãî ñóììà ðàâíà (1 � x)�1, à îñòàòîê rn(x) = xn+11�x ! 0 ïðè n ! 1).Îäíàêî ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà áóäåò íåðàâíîìåðíîé, òàê êàê ïðè ëþáîìçàäàííîì n íåðàâåíñòâî xn+11�x < " íå áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ ëþáûõ x 2(0; 1). Îòðåçîê ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà�àññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
kxk. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ îâèäå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, îòâåòîì íà êîòîðûé ìû ñåé÷àñè çàéìåìñÿ. Ïðåæäå âñåãî, ñäåëàåì ðÿä äîâîëüíî ïðîñòûõ çàìå÷àíèé:1. Ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
kxk ñõîäèòñÿ ïðè x = 0. Òàêèì îáðàçîì,íóëåâàÿ òî÷êà (x = 0) âñåãäà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåí-íîãî ðÿäà.2. Ñóùåñòâóþò ñòåïåííûå ðÿäû, îáëàñòü ñõîäèìîñòè êîòîðûõ ñîñòîèòèç îäíîé íóëåâîé òî÷êè (1 òèï).Ïðèìåð. 1 + x+ 22x2 + : : :+ nnxn + : : :.Ïóñòü x 6= 0. Òîãäà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, áóäåò ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî njxj > 2. ) nnjxjn = jnnxnj = (njxj)n > 2n.Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí âçÿòîãî ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèn!1. ) �ÿä 1P0 kkxk - ðàñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 6= 0.3. Ñóùåñòâóþò ñòåïåííûå ðÿäû, ñõîäÿùèåñÿ â ëþáîé òî÷êå x 2 R (IIòèï).Ïðèìåð. 1 + x+ x222 + : : :+ xnnn + : : :.Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x: jxnnn j = jxjnnn = ( jxjn )n < (12)n, íà÷èíàÿ ñíåêîòîðîãî íîìåðà n, äëÿ êîòîðîãî jxj=n < 1=2.Òàê êàê ðÿä 1P0 (12)k ñõîäèòñÿ, êàê óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-ñèÿ, òî ðÿä 1P0 xkkk òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè ëþáîì x 2 R.35



4. Ñóùåñòâóþò ñòåïåííûå ðÿäû, èìåþùèå êàê òî÷êè ñõîäèìîñòè, òàêè òî÷êè ðàñõîäèìîñòè (III òèï).Ïðèìåð. x� x22 + x33 � : : :+(�1)n�1xnn + : : :. Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ëèøüïðè x 2 (�1; 1℄.Òåîðåìà (îá îòðåçêå ñõîäèìîñòè). Äëÿ ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñóùå-ñòâóåò îòðåçîê ñõîäèìîñòè jxj � R òàêîé, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðèòîìàáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî x, ó êîòîðîãî jxj < R, è ðàñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî x,ó êîòîðîãî jxj > R. (Îòðåçîê jxj � R íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ñõîäèìîñòè,à R-ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
kxk òðåòüåãî òèïà, ò.å.ó äàííîãî ðÿäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x 6= 0, â êîòîðîé ðÿä 1P0 
kxk ñõîäèòñÿè ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü â òî÷êå A ðÿä ñõî-äèòñÿ, à â òî÷êå B ðàñõîäèòñÿ. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõäðóã â äðóãà îòðåçêîâ.
I1 = [A;B℄. Äåëèì I1 ïîïîëàì è âûáèðàåì â êà÷åñòâå I2 òó ïîëîâè-íó îòðåçêà I1, íà êîíöàõ êîòîðîé ðÿä âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó (íà ëåâîìêîíöå-ñõîäèòñÿ, íà ïðàâîì-ðàñõîäèòñÿ). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äåëåíèÿäî áåñêîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷èì I1 � I2 � : : : � In � : : :. Ïóñòü jInj-äëèíàîòðåçêà In. Î÷åâèäíî, ÷òî jInj = jI1j2n ! 0 ïðè n ! 1. Ïî ëåììå î âëî-æåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà M 2 1Tn=1 In. Ïîêàæåì, ÷òî OM = R.Ïóñòüjx0j < R. Ñóùåñòâóåò òî÷êà M 0, ÿâëÿþùàÿñÿ ëåâûì êîíöîì îäíîãîèç îòðåçêîâ Ik, ïðè÷åì jx0j < OM 0. Òîãäà ïî òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä ñõîäèòñÿâ òî÷êå x0. Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Àáåëÿ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä36



ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x00, ó êîòîðîé jx00j > R. Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòèÒåîðåìà (Ôîðìóëà Êîøè-Àäàìàðà). �àäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-äà 1P0 
nxn îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå R = 1=l, ãäå l = limn!1 npj
nj. Â ñëó-÷àå, êîãäà l = 0, ïîëàãàåì R = +1, à â ñëó÷àå, êîãäà l = +1, ïîëàãàåìR = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. 1ñë. (l = +1). Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðÿä 1P0 
nxnðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x 6= 0. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè îò ïðîòèâ-íîãî. Ïóñòü ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0. ) limn!1 
nxn0 = 0. )Ñóùåñòâóåò ÷èñëî A > 0 òàêîå, ÷òî j
nxn0 j < A, n = 0; 1; 2; : : : (Ìîæíîäîïóñòèòü, ÷òî A > 1). ) npj
nj � jx0j < npA. ) npj
nj < A=jx0j, òàêêàê npA < A.) limn!1 npj
nj 6= +1, ÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àål = +1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x 6= 0.2ñë. (l = 0). Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ è ïðèòîìàáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå x0 2 R. l = 0, ïîýòîìó limn!1 npj
nj = 0. )lim npj
nj = 0. ) 8" > 0; 9N 2 N; 8n > N : npj
nj < ". Ïóñòü " = 12jx0j .Òîãäà npj
nj � jx0j < 12.) j
nj � jx0jn = j
nxn0 j < 12n . À òàê êàê ðÿä ñ îáùèì÷ëåíîì 12n ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì 
nxn0 .3ñë. (0 < l < +1). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì x = x1, äëÿêîòîðîãî jx1j < 1l , ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ïðè x = x2, äëÿêîòîðîãî jx2j > 1l , ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Òàê êàê l = limn!1 npj
nj, òî äëÿ 8" >0; 9N 2 N, 8n > N : npj
nj < l + ": (1)Ïîëîæèì " = 1�l�jx1j2jx1j (çäåñü " > 0, òàê êàê jx1j < 1l è, ñëåäîâàòåëüíî,l � jx1j < 1).Íåðàâåíñòâî (1) ïðèìåò âèä 37



npj
nj < l + 1� ljx1j2jx1j = 1 + ljx1j2jx1j ;èëè npj
njjx1j < 1 + ljx1j2 = q < 1:Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà â ñòåïåíü n, íàéäåì:j
njjx1jn < qn;èëè j
nxn1 j < qn:Òàê êàê ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì qn ñõîäèòñÿ, åñëè q < 1, òî ðÿä 1P0 
nxnñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè x = x1.Èç îïðåäåëåíèÿ l ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé n, èìå-åì: npj
nj > l � "; (2)ãäå " > 0. Ïîëîæèì " = (ljx2j � 1)=jx2j) ( çäåñü " > 0, òàê êàê jx2j > 1l è,ñëåäîâàòåëüíî ljx2j > 1). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûáðàííîãî " â (2), ïîëó÷èìnpj
nj > 1jx2j ;èëè npj
njjx2j > 1:Âîçâåäåíèå â n - þ ñòåïåíü îáåèõ ÷àñòåé äàííîãî íåðàâåíñòâà ïðèâåäåòíàñ ê íåðàâåíñòâó j
nxn2 j > 1;êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèÿõ n. Ñëåäîâàòåëü-íî, 
nxn2 9 0, ïðè n!1. �ÿä 1P0 
nxn ðàñõîäèòñÿ ïðè x = x2.Òåîðåìà äîêàçàíà. Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ38



Òåîðåìà 1. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå jxj < R,òî åãî ñóììà åñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà ëþáîì îòðåçêå jxj � q, ãäåq < R.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìûÀáåëÿ, ïî êîòîðîé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêåjxj � q, (q < R),è òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-ùåãîñÿ �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (ñì. �2.3).Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå jxj < Rê �óíêöèè S(x). Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä 1P1 n
nxn�1, ïîëó÷åííûé èç 1P0 
nxnïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì, ñõîäèòñÿ â ýòîì æå èíòåãðàëå jxj < Rè S 0(x) = 1P1 n
nxn�1 â ëþáîé òî÷êå èíòåãðàëà jxj < R.Äîêàçàòåëüñòâî. limn!1 npj(n+ 1)
n+1j = limn!1[(n + 1) 1n ( n+1pj
n+1j)n+1n ℄ =limn!1 n+1pj
n+1j = limn!1 npj
nj = l. ) �ÿäû 1P0 
nxn, 1P1 n
nxn�1 èìåþò îäè-íàêîâûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R. Ïóñòü, ïî òåîðåìå Àáåëÿ: ðÿä 1P1 n
nxn�1ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå jxj � q, êîòîðûé ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîjx0j � q. ) Ïî òåîðåìå äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ (ñì. �2,3): S 0(x0) =1P1 n
nxn�10 . Òàê êàê x0-ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç (�R;R), òî òåîðåìà äîêà-çàíà.Òåîðåìà 3. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä 1P0 
nxn ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå jxj <R ê �óíêöèè S(x), òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü xRx0 S(t)dt =1P0 
n xRx0 tndt; ãäå �R < x0 < x < R.
39



ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎ�ÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ�ëàâà III.n-ÌÅ�ÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ.�3.1 ÂÅÊÒÎ�ÍÎÅ n-ÌÅ�ÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎÎïðåäåëåíèå 1. Ñîâîêóïíîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x1; : : : ; xn (n - ëþ-áîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ðàñïîëîæåííûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, íàçû-âàåòñÿ n-ìåðíûì âåêòîðîì (îáîçíà÷åíèå: x = (x1; : : : ; xn)). ×èñëà xi íà-çûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.Äëÿ âåêòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðû x = (x1; : : : ; xn), y = (y1; : : : ; yn) íàçûâàþòñÿðàâíûìè (ïèøóò x = y), åñëè xi = yi ïðè ëþáîì i = 1; : : : ; n.2. Ñóììîé âåêòîðîâ x è y íàçûâàåòñÿ âåêòîð x+y = (x1+y1; : : : ; xn+yn).3. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà � íà âåêòîð x íàçûâàåòñÿ âåêòîð�x = (�x1; : : : ; �xn). Çàìå÷àíèÿ: 1. Âåêòîð � = (0; : : : ; 0) íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì. Î÷å-âèäíî, âåêòîð � îáëàäàåò ñâîéñòâîì: x+ � = x.2. Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ íà-1 è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ: x� y = x+ (�1)y.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÏðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:1. x+ y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).2. (x+ y) + z = x+ (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).3. Åñëè x+ y = x+ z, òî y = z. 40



4. �x + �y = �(x + y);� 2 R (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñè-òåëüíî ñëîæåíèÿ).5. �x+ �x = (� + �)x;�; � 2 R.6. �(�x) = (��)x;�; � 2 R (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ).7. 1 � x = x.8. 0 � x = �.
Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x = (x1; : : : ; xn), ãäå xi 2 R,íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn.Åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâîÎïðåäåëåíèå 1. ×èñëî (x;y) = nPi=1xiyi íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y (x;y 2 Rn).Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:1. (x;y) = (y;x).2. (x;y) åñòü ëèíåéíàÿ �îðìà îò x, ò.å. äëÿ ëþáûõ x;y è ÷èñåë�; � 2 R: (�x+ �y; z) = �(x; z) + �(y; z):3. (x;x) � 0 äëÿ ëþáûõ x 2 Rn; (x;x) = 0. ) x = �.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. (x;y) = nPi=1xiyi = nPi=1 yixi = (y;x).2. (�x + �y; z) = nPi=1(�xi + �yi)zi = nPi=1�xizi + nPi=1�yizi = � nPi=1xizi +� nPi=1 yizi = �(x; z) + �(y; z).Çàìå÷àíèå: Èç ñâîéñòâ 1 è 2 ñëåäóåò: (x; �y+ �z) = �(x;y) + �(x; z).3. (x;x) = nPi=1x2i � 0; (x;x) = nPi=1x2i = 0. ) x2i = 0. ) x = �.Íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:41



1. Äëÿ ëþáûõ x;y 2 Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (Áóíÿêîâñêîãî)j(x;y)j � (x;x)1=2 � (y;y)1=2:2. Äëÿ ëþáûõ x;y 2 Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(x+ y;x+ y)1=2 � (x;x)1=2 + (y;y)1=2 (�)Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x;y 2 Rn, � 2 R. Â ñèëó ñâîéñòâ 1 - 3ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì0 � (x+ �y;x+ �y) = (x;x) + 2�(x;y) + �2(y;y) (1)Åñëè (y;y) 6= 0, òî, ïîëîæèâ â (1) � = � (x;y)(y;y) , áóäåì èìåòü�(x;y) = �(x;y)(y;y)(x;y) = ��2(y;y);ò.å. 0 � (x;x)� �2(y;y) = (x;x)� (x;y)2(y;y) :)j(x;y)j � (x;x)1=2(y;y)1=2:Ïðè (y;y) = 0, ò.å. ïðè y = �, íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî òîæå èìååòìåñòî, òàê êàê (x; �) = 0.2. (x+y;x+y) = (x;x)+2(x;y)+(y;y) � (x;x)+2j(x;y)j+(y;y) �(x;x) + 2(x;x)1=2(y;y)1=2 + (y;y) = ((x;x)1=2 + (y;y)1=2)2:Íåðàâåíñòâî (�) äîêàçàíî.Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî jjxjj = (x;x)1=2 íàçûâàåòñÿ íîðìîé âåêòîðà x.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íîðìû âåêòîðà:1.jjxjj = 0 ) x = �.2. jj�xjj = j�j � jjxjj, � 2 R, x 2 Rn.3. jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj, äëÿ ëþáûõ x;y 2 Rn.42



Îïðåäåëåíèå 3. n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì ââåäåíî ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à âìåñòå ñ íèì è íîðìà jjxjj = (x;x)1=2 äëÿ âåêòîðàx, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.�3.2 ÒÎÏÎËÎ�Èß ÅÂÊËÈÄÎÂÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ.�ÀÑØÈ�ÅÍÍÎÅ ÅÂÊËÈÄÎÂÎ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎÒîïîëîãèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâàÎïðåäåëåíèå 1. "-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 2 Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûéøàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ðàäèóñà ":S"(x0) = fx 2 Rnjkx� x0k < "gÎïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî 
 � Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæ-äàÿ òî÷êà èç 
 ñîäåðæèòñÿ â 
 âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé "-îêðåñòíîñòüþ,ò.å. 8x 2 
; 9" > 0(S"(x) � 
):Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî X � Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè Rn nX - îòêðûòîå ìíîæåñòâî.Îòêðûòûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Åñëè (
i)i2I - ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ÷àñòåéRn, òî Si2I 
iÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x 2 Si2I 
i. ) x 2 
i0, i0 2 I. ) ñóùåñòâóåòS"(x) òàêîå, ÷òî S"(x) � 
i0.) S"(x) � Si2I 
i. ) Ìíîæåñòâî Si2I 
i -îòêðûòî.2. Åñëè 
i, i = 1; : : : ; n, îòêðûòû â Rn, òî nTi=1
i - îòêðûòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x 2 nTi=1
i. ) x 2 
i ïðè ëþáîì i = 1; : : : ; n.) Äëÿ ëþáûõ i = 1; : : : ; n ñóùåñòâóþò "i > 0 òàêèå, ÷òî S"i(x) � (
i).) Åñëè " = min1�i�n "i, òî S"(x) � nTi=1
i. ) Ìíîæåñòâî nTi=1
i - îòêðûòî.43



Çàìå÷àíèå. Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò èíå áûòü îòêðûòûì. Íàïðèìåð, ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ øàðîâ �x j kxk < 1k	,k = 1; 2; : : :, åñòü òî÷êà x = �, à îäíà òî÷êà-ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
 � Rn, åñëè 8" > 0 9 x 2 �S"(x0)T
 èëè �S"(x0)T
 6= ? (çäåñü, êàêè ðàíåå, ìû ïîëàãàåì �S"(x0) = S"(x0) n fx0g-ïðîêîëîòîé "-îêðåñòíîñòüþòî÷êè x0).Îòìåòèì ïîëåçíîå óñëîâèå çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà.Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî 
 � Rn çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 
 - çàìêíóòî è x0 =2 
.Rnn
-îòêðûòî, ïîýòîìóñóùåñòâóåò S"(x0) � Rn n
.) x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ 
.Îáðàòíî, ïóñòü 
 ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè è x0 =2 
. Òî-ãäà, òàê êàê x0 íå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 
, ñóùåñòâóåò " > 0 òàêîå, ÷òîS(x0)T
 6= ?, ò.å. S"(x0) � Rn n
.) Rn n
-îòêðûòî ) 
 - çàìêíóòî.Òåîðåìà äîêàçàíà.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ:1. Åñëè (Xi)i2I-ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ÷àñòåéRn, òî Ti2IXi- çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn.2. Åñëè X1; : : : ;Xn - çàìêíóòû â Rn, òî nSi=1Xi - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè (ñì.[8℄, �1.1) ê ïðèâå-äåííûì âûøå ñâîéñòâàì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.Îïðåäåëåíèå 5. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà 
 � Rn è âñåõ åãî ïðåäåëü-íûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ 
.Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êà x0 2 
 (
 � Rn) íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîéòî÷êîé ìíîæåñòâà 
, åñëè ñóùåñòâóåò " > 0 òàêîå, ÷òî S"(x0)T
 = fx0g.44



Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
 �Rn, åñëè äëÿ ëþáîãî " > 0 S"(x0) ñîäåðæèò â ñåáå êàê òî÷êè 
, òàê èòî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó 
.Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî 
 � Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëèñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî 
 � SN(�).ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: �Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 
 � Rnåñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî�.Ëèòåðàòóðà:[2℄, ãë.7, x 7,9, ñòð.231, òåîðåìà 3.
�àñøèðåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâîÈç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óäîáíî ê åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó äîáàâ-ëÿòü íåñîáñòâåííóþ òî÷êó 1:_-îêðåñòíîñòüþ (ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ) òî÷êè 1 â Rn íàçûâàþò-ñÿ ìíîæåñòâà âèäà fx 2 Rnj kxk > Ng, N 2 R, N > 0.Çà îòñóòñòâèåì ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ, â îáû÷íîì èõ ïîíèìàíèè, â ïðî-ñòðàíñòâàõ Rn íåñîáñòâåííûå ýëåìåíòû òèïà �1 íå ââîäÿòñÿ.�3.3 ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÂÅÉÅ�ØÒ�ÀÑÑÀ.Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâàÎïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî (Ui)i2I ÷àñòåé Rn íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåììíîæåñòâà X � Rn, åñëèX � Si2I Ui. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, âñå Ui - îòêðûòû,òî ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì.Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî K � Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èçëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîåïîêðûòèå (ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè I-êîíå÷íîå ìíîæåñòâîèíäåêñîâ i). 45



Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî K � Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K êîìïàêòíî è (S1(x))x2K ïî-êðûòèå ýòîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûìè øàðàìè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷-êàõ ìíîæåñòâà K. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå÷èñëî øàðîâ S1(x1); : : : ; S1(xn), xi 2 K, òàêîå, ÷òî K � nSi+1S1(xi). )K � SN+1(�), ãäå N = max1�i�nkxik, � = (0; : : : ; 0), ò.å. K - îãðàíè÷åíî.Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè K ïîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òîK íå çàìêíóòî. ) Ñóùåñòâóåò òî÷êà x =2 K è ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëü-íîé äëÿ K. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî øàðîâ S 1n (x), n 2 N. Øàðû S 1n (x),n 2 N ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Î÷åâèäíî, fxg = 1Tn=1 �S 1n (x).Ïóñòü Un = Rn n �S 1n (x). ) Un - îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî òàêæå,÷òî K � Cfxg = C 1Tn=1 �S 1n (x) = 1Sn=1(Rn n �S 1n (x)) = 1Sn=1Un. ) Ñèñòåìà(Un)n2N îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K, ïðè÷åì U1 � U2 � U3 � : : :K - êîìïàêòíî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò n0 2 N òàêîå, ÷òî Un0 � K. )S 1n0 (x)TK = ?. ) Òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà K,÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, K - çà-ìêíóòî.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K - îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî è � = fx = (x1; : : : ;xn) 2 Rnj � N � xi � N; 1 � i � ng - çàìêíóòûé ãèïåðêóá òàêîé, ÷òî� � K. Äîïóñòèì, ÷òî K íå êîìïàêòíî.) Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðû-òèå (Ui)i2I ìíîæåñòâà K, íå ñîäåðæàùåå íèêàêîãî êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ.�àçîáüåì êóá � íà 2n êîíãðóýíòíûõ êóáîâ �1j , j = 1; : : : ; 2n. Ñðåäè íèõîáíàðóæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí, ñêàæåì �1j , òàêîé, ÷òî �1j1TK íåïîêðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé èç ñèñòåìû (Ui)i2I . �àçîáüåìòåïåðü �1j íà 2n êîíãðóýíòíûõ êóáîâ �2j , j = 1; : : : ; 2n. È ñíîâà ñðåäè íèõîáíàðóæèòñÿ õîòÿ áû îäèí, ñêàæåì �2j2 òàêîé, ÷òî �2j2TK íå ïîêðûâà-åòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé èç ñèñòåìû (Ui)i2I . Ïðîäîëæèâ ýòîò46



ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �1j1 � �2j2 � : : : âëîæåííûõêóáîâ, äëèíû ðåáåð êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïðè÷åì �sjsTK íå ïî-êðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé èç ñèñòåìû (Ui)i2I . Ïðîåêöèèýòèõ êóáîâ íà êîîðäèíàòíûå îñè îïðåäåëÿþò íà íèõ ñèñòåìû âëîæåííûõîòðåçêîâ ñ äëèíàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ. ) Ñóùåñòâóåò x0 2 1Ts=1�sjs.Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ K. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S"(x0) - ëþ-áîé øàð ðàäèóñà ", ñ öåíòðîì â òî÷êå x0. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò êóá�kjk � S"(x0). ) Ñóùåñòâóåò òî÷êà x 2 KT �S"(x0). ) x0 - ïðåäåëü-íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K. Äàëåå, òàê êàê K-çàìêíóòî, òî x0 2 K. )Ñóùåñòâóåò i0 2 I òàêîå, ÷òî x0 2 Ui0. Íî ìíîæåñòâî Ui0 îòêðûòî, ñëåäî-âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî SÆ(x0) � Ui0. ) Äëÿ áåñêîíå÷íîáîëüøèõ s : �sjs � SÆ(x0) � Ui0. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî �sjs ïîêðûâàåòñÿîäíèì ìíîæåñòâîì (Ui)i2I . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KT�sjs íå ïîêðûâàåòñÿêîíå÷íîé ñèñòåìîé èç (Ui)i2I . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,âñåãäà ìîæíî èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå è,ñëåäîâàòåëüíî, K - êîìïàêòíî.Òåîðåìà äîêàçàíà. Òåîðåìà ÂåéåðøòðàññàÒåîðåìà. Îãðàíè÷åííîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî X â åâêëèäîâîì ïðî-ñòðàíñòâå îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: X íå èìååò íè îäíîé ïðåäåëü-íîé òî÷êè. ) X-çàìêíóòî è ñîñòîèò ëèøü èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Òàêêàê X îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî X - êîìïàêòíî. Ìíîæåñòâî X ñîñòîèòèç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïîêðûòü îòêðûòûìè øàðà-ìè òàê, ÷òîáû â êàæäîì øàðå ëåæàëà òîëüêî îäíà òî÷êà èç X. Â ñèëóêîìïàêòíîñòè X èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèåìíîæåñòâà X. ) X - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþòåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, X èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
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�3.4 ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß Â ÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ.ÏÎÍßÒÈÅ Ï�ÅÄÅËÀÔóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåÏóñòü Rn è Rm äâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà.Îïðåäåëåíèå.Ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâà 
 � Rn ñî çíà-÷åíèåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rm (èëè îòîáðàæåíèåì 
 â Rm) íà-çûâàåòñÿ ïðàâèëî f , êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó èç 
 îòíîñèò íåêîòîðûé(åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò èç Rm (Îáîçíà÷åíèå: f : 
! Rm).Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèé:1. f : 
! R, 
 � Rn. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé�óíêöèåé n ïåðåìåííûõ (åå çíà÷åíèå íà âåêòîðå x = (x1; : : : ; xn) 2 
)çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f(x1; : : : ; xn).2. f : 
 ! Rn, 
 � R. Îòîáðàæåíèå òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ âåêòîð-�óíêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîð-�óíêöèÿ x : N! Rn, íàçûâàåòñÿ âåê-òîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (â ïðîñòðàíñòâå Rn). Îáîçíà÷åíèå: (xk),k 2 N.Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèè f : 
 ! R, 
 � R ìû áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿð-íûìè. Ïðåäåë âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÏóñòü (xk) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòèxk, åñëè 8" > 0, 9N 2 N, 8k > N (kxk � x0k < ").Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk) ñõîäèòñÿ ê 1 (ïèøóò:limk!1xk =1), åñëè 8M > 0, 9N 2 N, 8k > N(kxkk > M).Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñ-ëè ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî kxkk �M ïðè ëþáûõ k 2 N.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:48



Òåîðåìà 1 (Ñëåäñòâèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà). Ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿíåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ.Òåîðåìà 2. Åñëè ñóùåñòâóåò limk!1xk, òî îí åäèíñòâåííûé.Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk) â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà �óíäàìåíòàëüíà,ò.å. 8" > 0, 9N 2 N, 8p; q > N(kxp � xqk < ").Óêàçàíèå: Òåîðåìû 1-3 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèìòåîðåìàì èç ðàçäåëà �Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè� (ñì. [8℄, �2.1-2.4).
Ïðåäåë �óíêöèè â òî÷êåÏóñòü Rn è Rm äâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð y 2 Rm íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f : 
 !Rm(
 � Rn) â òî÷êå x0 2 Rn, åñëè1. f îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì,ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0.2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ! x0, xk 6= x0, xk 2 
(f(xk) !y).Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2 â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè ýêâèâàëåíòíî óñëî-âèþ:20. 8" > 0, 9Æ > 0, 8x 2 
(0 < kx � x0k < Æ ) kf(x)� yk < ", èëè âäðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ, óñëîâèþ:200. 8" > 0, 9Æ > 0, 8x 2 �SÆ(x0)T
(f(x) 2 S"(y)).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî çàìå÷àíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-ñòâó òàêîãî æå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ �óíêöèé.Îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå:limx!x0 f(x) = y:49



Ìîäè�èêàöèÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè1Æ: limx!x0 f(x) =1 îçíà÷àåò, ÷òî f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè x0 2 Rn, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0 è 8N > 0,9Æ > 0, 8x 2 
(0 < kx� x0k < Æ ) kf(x)k > N).2Æ: limx!1 f(x) = y îçíà÷àåò, ÷òî 
 íåîãðàíè÷åíî è f(xk) ! y, åñëèxk !1, xk 2 
, k = 1; 2; 3; : : :.Îòìåòèì îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà f åñòü âåêòîð-�óíêöèÿ. Ïóñòü f :
 ! Rn, 
 � Rn. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ÷èñëó t 2 
 ñòàâèòñÿ âñîîòâåòñòâèå âåêòîð f(t) = (f1(t); : : : ; fn(t)) 2 Rn:Âåêòîð f(t) èìååò â òî÷êå t0 2 R ïðåäåë ðàâíûé âåêòîðó y = (y1; : : : ; yn),åñëè1. f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0, çà èñêëþ÷åíèåì,ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè t0.2. 8" > 0, 9Æ > 0,8t 2 
(0 < jt� t0j < Æ ) kf(t)� yk � ") (�)(Óñëîâèå (*) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèé 2 èëè 200.ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:Òåîðåìà (�). Âåêòîð y = (y1; : : : ; yn) 2 Rn ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì âåêòîð-�óíêöèè f(t) = (f1(t); : : : ; fn(t)) â òî÷êå t0 2 R òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà limt!t0 fk(t) = yk ïðè ëþáîì k = 1; : : : ; n.Çàìå÷àíèå. Äëÿ âåêòîð-�óíêöèè f : 
 ! Rn, 
 � R, èìåþò ñìûñëïîíÿòèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ: limt!t0+0 f(t); limt!t0�0 f(t).50



Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t) èìååò ïðàâûé (ëåâûé) ïðåäåë âòî÷êå t0 2 R ðàâíûé y 2 Rn, åñëè1. f(t) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0, çà èñêëþ÷åíèåì,ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè t0.2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk ! t0, tk > t0(tk < t0) tk 2 
(f(tk)! y).Îáîçíà÷åíèå: limt!t0+0 f(t) = f(t0 + 0), limt!t0�0 f(t) = f(t0 � 0).Äåéñòâóÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (*), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîf(t0+0) = (f1(t0+0); : : : ; fn(t0+0)), f(t0�0) = (f1(t0�0); : : : ; fn(t0�0)).Ñâîéñòâà ïðåäåëîâÏóñòü f : 
! Rm, g : 
! Rm, 
 � Rn; �óíêöèè f è g îïðåäåëåíû âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü ñàìîé x0.Òîãäà1Æ: limx!x0[f(x) � g(x)℄ = limx!x0 f(x) � limx!x0 g(x) â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëèîïðåäåëåíà ïðàâàÿ ÷àñòü, òî îïðåäåëåíà è ëåâàÿ, è îíè ðàâíû.2Æ: Åñëè limx!x0 f(x) = y 6= �, òî ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî kf(x)k >12kyk äëÿ ëþáîãî x 2 �SÆ(x0)T
.3Æ: (Êðèòåðèé Êîøè). f îáëàäàåò ïðåäåëîì â x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà 8" > 0 9Æ > 0 8x; z 2 �SÆ(x0)T
(kf(x)� f(z)k < "):Óòâåðæäåíèÿ 1Æ�3Æ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåð-æäåíèÿì äëÿ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè èõñàìîñòîÿòåëüíî.Çàìå÷àíèå. Äëÿ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñâîéñòâî 1Æ ìîæíî äî-ïîëíèòü: �Åñëè f : 
 ! R, g : 
 ! R, 
 � Rn, òî limx!x0 f(x)g(x) =limx!x0 f(x) limx!x0 g(x), limx!x0 f(x)g(x) = limx!x0 f(x)limx!x0 g(x) , lim g(x) 6= 0, â òîì ñìûñëå, ÷òîåñëè îïðåäåëåíû ïðàâûå ÷àñòè, òî îïðåäåëåíû è ëåâûå è îíè ðàâíû�.51



�3.5 Ï�ÅÄÅË ÏÎ ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÞÏóñòü 
 � Rn, x0 2 
, âåêòîð x0 �èêñèðîâàí. Ïóñòü òàêæå �èêñèðî-âàí âåêòîð y 2 Rn, ïðè÷åì kyk = 1. Ìíîæåñòâî l(x0;y) = fx0 + tyjt 2R; t � 0g íàçûâàåòñÿ ëó÷îì, âûõîäÿùèì èç x0 â íàïðàâëåíèè y (ñì. ðèñ.)
Ïóñòü òåïåðü f : 
 ! Rmè îïðåäåëåíà â íåêî-òîðîé îêðåñòíîñòèU(x0)T l(x0;y) çà èñ-êëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,ñàìîé òî÷êè x0. Ïóñòül
 = ft � 0jx0 + ty 2 
g:

Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ, çàäàííóþ íà l
, ñëåäóþùèì îáðàçîì: fl(t) =f(x0 + ty), t 2 l
.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð z 2 Rm íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f â òî÷êåx0 ïî íàïðàâëåíèþ y (îáîçíà÷åíèå: z = limx!x0(y) f(x)), åñëè limt!0+0 fl(t) = z.Çàìå÷àíèå. Åñëè z = limx!x0 f(x), òî z = limx!x0(y) f(x) ïî ëþáîìó íàïðàâ-ëåíèþ y òàêîìó, ÷òî f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0)T l(x0;y)çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèåíåâåðíî: ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îäèí è òîò æå ïðåäåë ïî ëþáîìó íàïðàâ-ëåíèþ y, íî ïðåäåëà limx!x0 f(x) ìîæåò íå áûòü.Ïðèìåð. Â ïëîñêîñòè (x1;x2) ðàññìîòðèì ñïèðàëü r = '(0 < ' � 2�)è îïðåäåëèì f : R2 n f�2g ! R â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì:� 0 ; åñëè kxk � 'ëèíåéíà ; åñëè kxk < ' . 52



Â òî÷êå � = (0; 0) �óíêöèþf , ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëàãà-åì ðàâíîé 1, ò.å. f(�) = 1.Î÷åâèäíî, ÷òîlimx!�(y) f(x) = 1 äëÿ ëþáîãîy(kyk = 1). Äåéñòâèòåëü-íî, limt!0+0 f(ty) = 1 ïðèëþáîì y, ó êîòîðîãîkyk = 1. Â òî æå âðåìÿ limx!� f(x) íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê, åñëè ïðèáëè-æàòüñÿ ê òî÷êå � = (0; 0) ïî êðèâîé, íàõîäÿùåéñÿ ìåæäó ñïèðàëüþ r = 'è îñüþ x1, òî âäîëü ýòîé êðèâîé f(x) = 0.�3.6 ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÎïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : 
! Rm,
 � Rn íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé âòî÷êå x0 2 Rn, åñëè1. f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0.2. limx!x0 f(x) = f(x0).Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2 â äàííîì îïðåäåëåíèè ìîæíî çàïèñàòü â ýêâè-âàëåíòíîé �îðìå:8" > 0; 9Æ > 08x 2 
(kx� x0k < Æ ) kf(x)� f(x0)k < "):
ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈßÄîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå:Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : 
 ! Rm, g : 
 ! Rm, 
 � Rn, íåïðåðûâíû âòî÷êå x0 2 
, òîãäà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà �óíêöèÿ f � g.53



Çàìå÷àíèå. Äëÿ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ f : 
 ! R, g : 
 !R, 
 � Rn îïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèå f � g è ÷àñòíîå f=g, ïîýòîìó èçíåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0 2 
 �óíêöèé f è g ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòüf � g è f=g (g(x0) 6= 0):Òåîðåìà 2. Äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ f : 
 ! R, 
 � Rn,ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ çíàêà: åñëè f íåïðåðûâíà â x0 è f(x0) 6=0, òî f(x) ñîõðàíÿåò çíàê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1,2 è çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 1 ñëåäóþò èç ñîîò-âåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ �óíêöèé (ñì. ñâîéñòâà 1Æ 2Æ, çàìå÷àíèåê 1Æ).
Òåîðåìà 3 (Íåïðåðûâíîñòü ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé). ÏóñòüRn;Rm;Rk-åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è f : 
1 ! Rm, 
1 � Rn, g : 
2 ! Rk, 
2 �Rm, ïðè÷åì f(
1) � 
2, f -íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 2 
1, g-íåïðåðûâíà âòî÷êå f(x0). Òîãäà g Æ f : 
1 ! Rk áóäåò íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. limx!x0(g Æ f)(x) = limx!x0 g(f(x))=(çàìåíà: f(x) = y) 1=limy!y0 g(y) 2= g(y0) = g(f(x0)) = (g Æ f)(x0), çäåñü f(x0) = y0.�àâåíñòâî 1 ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå x0(f(x)! f(x0) ïðèx! x0), à ðàâåíñòâî 2 - èç íåïðåðûâíîñòè g â òî÷êå f(x0) = y0.Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : 
! Rm,
 � Rn íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé,åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x 2 
.Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : 
! Rm,
 � Rn íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíîé, åñëè8" > 0; 9Æ > 0; 8x;y 2 
(kx� yk < Æ ) kf(x)� f(y)k < ")Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî îíà, î÷åâèäíî,íåïðåðûâíà.Ïðèìåðû. 54



1. Ïóñòü òî÷êà y0 2 Rm çà�èêñèðîâàíà. "Ïîñòîÿííàÿ"�óíêöèÿ f(x) =y0(x0 2 
 � Rn) - íåïðåðûâíà.2. Ôóíêöèÿ f : Rn ! R, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì f(x) = x1, x =(x1; : : : ; xn), íåïðåðûâíà è äàæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî,ìû èìååì îöåíêó jx1 � y1j � kx� yk =s nPk=1(xk � yk)2. Îòñþäà ñëåäóåò,åñëè kx � yk < Æ, òî è kf(x) � f(y)k = jx1 � y1j < Æ. Òàêèì îáðàçîì,äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3 (ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè)ñëåäóåò âçÿòü Æ = ".3. Íîðìà âåêòîðà kxk, êàê �óíêöèÿ èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn âR, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è äàæå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîé.Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê jkxk � kykj < kx � yk, òî äëÿ âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò âçÿòü Æ = ".Ñâîéñòâà �óíêöèè íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõÒåîðåìà 1. Ïóñòü Rn è Rm-åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, K - êîìïàêòíîåìíîæåñòâî èç Rn, f : K ! Rm - íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà f îãðàíè-÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-ðûâíîé. Òîãäà, 9" > 0, 8m 2 N, 9xm;ym 2 K(kxm � ymk < 1m),kf(xm)�f(ym)k > ". ÌíîæåñòâîK êîìïàêòíî.)K - îãðàíè÷åíî.)Ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (xm) îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó, ïî ñëåäñòâèþ ê òåîðåìå Âåé-åðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmk ! x0 2 K.) ymk !x0, òàê êàê kymk � x0 � xmk + xmkk � kymk � xmkk+ kxmk � x0k < 2mk . fíåïðåðûâíà â òî÷êå x0 2 K è íîðìà kxk ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé íåïðåðûâíîé(ñì. âûøå ïðèìåð 3), ïîýòîìó limk!1 kf(xmk) � f(ymk))k = k limk!1 f(xmk �limk!1 f(ymk)k = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó kf(xmk)� f(ymk)k > ",8k 2 N. Òàêèì îáðàçîì, f - ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè f . Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâ-íîñòè f : 9Æ > 0, 8x;y 2 K (kx � yk < Æ ) kf(x) � f(y)k < 1).Ñèñòåìà øàðîâ fSÆ(x)g;x 2 K; îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà55



K. Òàê êàê K êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå K øàðà-ìè SÆ(x1); : : : ; SÆ(xm). �àññìîòðèì øàð SÆ(xk). Ïóñòü x 2 SÆ(xk), òîãäàkx�xkk < Æ ) kf(x)� f(xk)k < 1.) kf(x)k < 1+kf(xk)k, x 2 SÆ(xk).kf(x)k �M = 1 +maxk kf(xk)k, 8x 2 K.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü K(� Rn) - êîìïàêòíî ìíîæåñòâî è f : K ! Ríåïðåðûâíà. Òîãäà f äîñòèãàåò ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé, ò.å. ñóùåñòâóþòòî÷êè x0, y0 2 K òàêèå, ÷òî f(x0) = supx2K f(x), f(y0) = infx2K f(x).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � = supx2K f(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò xm 2 K òàêîå,÷òî � � 1m < f(xm) � �;m 2 N: (�)Òàê êàê xm 2 K, à ìíîæåñòâî K - êîìïàêòíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(xm) - îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòü (xms)s2N; xms ! x0 2 K ïðè s!1. f - íåïðåðûâíà íà K,ïîýòîìó lims!1 f(xms) = f(x0). Â òî æå âðåìÿ èç (�) èìååì� � 1ms < f(xms) � �:Îòñþäà, òàê êàê ms !1 ïðè s!1, ñëåäóåò: f(xms)! � ïðè s!1.Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà f(x0) = �. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿñóùåñòâîâàíèå y0 2 K òàêîãî, ÷òî f(y0) = infx2K f(x)).Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî 
 � Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëèäëÿ ëþáûõ òî÷åê x;y 2 
 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ' :[0; 1℄! 
 òàêàÿ, ÷òî '(0) = x, '(1) = y.Òåîðåìà 3. Ïóñòü K(� Rn) - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (ëèíåéíîå ñâÿç-íîå) è f : K ! R íåïðåðûâíà, � = supx2K f(x), � = infx2K f(x) è � < 
 < �,òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà y 2 K òàêàÿ, ÷òî f(y) = 
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(1);x(2) 2 K òàêèå, ÷òî f(x(1)) = �, f(x(2)) =� è ' : [0; 1℄! K - íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî '(0) = x(1),56



'(1) = x(2) è '([0; 1℄) � K. Òîãäà g = f0' - íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåí-íàÿ (ñêàëÿðíàÿ) �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå [0; 1℄, ïðè÷åì g(0) = �,g(1) = �. Ïî ñâîéñòâó ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, çàäàííûõ è íåïðåðûâíûõ íàîòðåçêå, ñóùåñòâóåò t 2 [0; 1℄ òàêàÿ, ÷òî g(t) = 
. Òîãäà òî÷êà y = '(t)ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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�ëàâà IV.ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèÿ â åâ-êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: âåêòîð-�óíêöèè è �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.�4.1 Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÀß ÎÒ ÂÅÊÒÎ�-ÔÓÍÊÖÈÈÏóñòü çàäàíà âåêòîð-�óíêöèÿ f : 
 ! Rn, 
 � R. Â äðóãîì îáîçíà-÷åíèè: f(t), t 2 
 � R.Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîèçâîäíîé îò âåêòîð-�óíêöèè f(t) â òî÷êå t íàçû-âàåòñÿ ïðåäåë _f(t) = dfdt = limh!0 f(t+ h)� f(t)h = limh!0 �fh ;åñëè îí ñóùåñòâóåò.Çàìå÷àíèå. Åñëè âåêòîð-�óíêöèÿ f(t) èìååò â òî÷êå t ïðîèçâîäíóþ,òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè âåêòîð-�óíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíóþ â ëþáîéòî÷êå ìíîæåñòâà 
, òî îïðåäåëåíà �óíêöèÿ f(t), t 2 
, êîòîðàÿ íàçûâà-åòñÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîð-�óíêöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ _f .Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêàm îò âåêòîð-�óíêöèèf(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:dmfdtm = ddt dm�1fdtm�1 ;m = 2; 3; : : : :Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ dm�1fdtm�1 äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â íåêîòîðîéäîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t. Ïðîèçâîäíàÿ 2-ãî ïîðÿäêà îáû÷-íî îáîçíà÷àåòñÿ �f = �f(t).
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé âåêòîð-�óíêöèèÏðè íåïðåðûâíîì âîçðàñòàíèè t íà [a; b℄ ((a; b)) òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿíåïðåðûâíîé âåêòîð-�óíêöèåéf(t) = (f1(t); : : : ; fn(t)) 2 Rn; (1)îïèñûâàåò íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ (ãîäîãðà�) âåêòîð-�óíêöèè f(t), ïðèýòîì ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþêðèâóþ �. Êðèâàÿ � íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé íà [a; b℄ ((a; b)), åñëè åå ìîæ-íî çàäàòü ïðè ïîìîùè ãëàäêîé âåêòîð-�óíêöèè f(t), ò.å. íåïðåðûâíîé èèìåþùåé íåïðåðûâíóþ íå ðàâíóþ íóëþ ïðîèçâîäíóþ íà [a; b℄ ((a; b)).Ïóñòü â R3 çàäàíà ãëàäêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿf(t) = ('(t);  (t); �(t)); t 2 (a; b):Íà ðèñ.1 èçîáðàæåí ãîäîãðà� âåêòîðà f = f(t) è îòìå÷åíû 2 òî÷êè A èB ãîäîãðà�à - êîíöû âåêòîðîâ. Âåêòîð AB = �f == f(t + �t) � f(t). Ïðè�t ! 0 òî÷êà B, äâèãàÿñüïî ãîäîãðà�ó, ñòðåìèòñÿê òî÷êå A, à ñåêóùàÿ,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A èB, ñòðåìèòñÿ çàíÿòüïîëîæåíèå îïðåäåëåííîéïðÿìîé, êîòîðóþ íàçûâàþòêàñàòåëüíîé ê ãîäîãðà�óâ òî÷êå A. Ïîýòîìó ïðå-äåëüíûé âåêòîð_f = lim�t!0 �f�tëåæèò íà êàñàòåëüíîé ê ãîäîãðà�ó â òî÷êå A. Äëèíà k _fk âåêòîðà _f åñòü59



ïðåäåë äëèíû k�f�t k âåêòîðà �f�t ïðè �t! 0, òàê êàê j k _f k �� k �f�t k j �k _f � �f�t k! 0, (�t! 0).Åñëè t åñòü âðåìÿ è êîíåö âåêòîðà f(t) îïèñûâàåò äâèæåíèå íåêîòîðîéòî÷êè, òî _f(t) åñòü âåêòîð, âûðàæàþùèé ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â ìîìåíòâðåìåíè t. Äëèíà åãî k _f k åñòü âåëè÷èíà ñêîðîñòè. Êðîìå ýòîãî, âåêòîð_f îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t.Âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîð-�óíêöèè �f(t) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòüêàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè òî÷êè â ìîìåíò t, ò.å. �f åñòü óñêîðåíèåòî÷êè â ìîìåíò t.Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé âåêòîð-�óíêöèèÒåîðåìà 1. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t) = (f1(t); :::; fn(t)) èìååò m-þ ïðîèç-âîäíóþ â òî÷êå t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèè fk(t) èìåþò m-åïðîèçâîäíûå â òî÷êå t, k = 1; :::; n, ïðè÷åìdmf(t)dtm = (f (m)1 ; :::; fmn (t));ãäå f (m)k (t)-m-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé �óíêöèè fk(t).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé m = 1, òàê êàê äîêàçà-òåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ëåãêî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè.Ïóñòü ñóùåñòâóåò _f(t) = ( _f1(t); :::; _fn(t)), ò.å. ñóùåñòâóåò limh!0 4fh = =limh!0(4f1h ; :::; 4fnh ):Ïî òåîðåìå î êîìïîíåíòíîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó äëÿ âåêòîð-�óíêöèèèìååì: ñóùåñòâóåò limh!0 4fkh = _fk(t), ò.å. _fk(t) = f 0k(t).Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóþò f 0k(k = 1; :::; n), ò.å. ñóùåñòâóþò limh!0 4fkh == f 0k(t), ïðè ëþáîì k = 1; :::; n. Íî òîãäà ñóùåñòâóåòlimh!04fh = limh!0(4f1h ; :::;4fkh ) = (limh!04f1h ; :::; limh!04fkh ) == (f 01(t); :::; f 0k(t)):Òåîðåìà äîêàçàíà. 60



Òåîðåìà 2 (àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé îò âåêòîð -�óíêöèè). Åñëè âåêòîð-�óíêöèè f; g : 
 ! Rn;
 � R, èìåþò â òî÷êåt 2 
 ïðîèçâîäíûå è �(t); t 2 
, - äè��åðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíê-öèÿ, òî ddt(f(t) � g(t)) = df(t)dt � dg(t)dt , d(�(t)f(t) = �(t)dfdt + �0(t)f(t)).Äîêàçàòü äàííóþ òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è àðè�-ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé îò ñêàëÿðíîé �óíêöèè.�4.2 ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎ�ÈÕÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ.1.×àñòíûå ïðîèçâîäíûåÏóñòü f : 
 ! R;
 � Rn, - �óíêöèÿ ìíîãèõ (ïóñòü n) ïåðåìåííûõ.Áóäåì ïîëàãàòü: 
 - íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî.Îïðåäåëåíèå 1. Ïðèðàùåíèåì �óíêöèè f â òî÷êå x = (x1; :::; xn) 2 
ïî ïåðåìåííîé xk ñ øàãîì h íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà4xkhf(x) = f(x1; :::; xk�1; xk + h; xk+1; :::; xn)� f(x1; :::; xn);ãäå h- äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû äàííîå ïðèðàùåíèåèìåëî ñìûñë.Îïðåäåëåíèå 2. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f(x) = f(x1; :::; xn)ïî xk â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëf 0xk = �f�xk = �f(x)�xk = limh!04xkhf(x)h ; k = 1; :::; n;åñëè îí ñóùåñòâóåò.2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âñëó÷àå �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõÏóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f(x; y) îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y. Çà�èêñèðóåìòî÷êó (x0; y0). �f�x â òî÷êå (x0; y0) ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîx �óíêöèè f(x; y0), ãðà�èêîì êîòîðîé áóäåò êðèâàÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ âñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè z = f(x; y) ïëîñêîñòüþ y = y0. Ïîýòîìó �f�x åñòü61



òàíãåíñ óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé ê óïîìÿíóòîé êðèâîé â òî÷êå(x0; y0) è îñüþ 0X. (ñì.�èñ.2).Àíàëîãè÷íî, �f�y â òî÷êå (x0; y0) åñòü òàíãåíñ óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñà-òåëüíîé â òî÷êå (x0; y0) ê ñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè z = f(x; y) ïëîñêîñòüþx = x0 è îñüþ 0Y . Íà ðèñ. 2 tg� = �f�x ; tg� = �f�y .

Ïðèìåð. z = xy; x > 0.�z�x = yxy�1 - âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé �óíêöèè îò x (y- �èêñèðóåòñÿ).�z�y = xy lnx - âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèèîò y (x - �èêñèðóåòñÿ).3.Äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿÄëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåõìåð-íûé ñëó÷àé (â n - ìåðíîì ñëó÷àå âñå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû).Ïóñòü u = f(x; y; z); (x; y; z) 2 
, ãäå 
 - îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç R3.62



Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëíûì ïðèðàùåíèåì �óíêöèè u = f(x; y; z) â òî÷êå(x; y; z) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà4u = 4f(x; y; z) = f(x+4x; y +4y; z +4z)� f(x; y; z);ãäå (4x;4y;4z) - ïðèðàùåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ x; y; z òà-êîå, ÷òî j4xj; j4yj; j4zj < Æ è Æ äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû òî÷êà (x +4x; y +4y; z +4z) 2 
.Òåîðåìà 1. Åñëè �óíêöèÿ u = f(x; y; z) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå (ïåðâîãî ïîðÿäêà) â òî÷êå (x; y; z), òî åå ïðèðàùåíèå (ïîë-íîå) â ýòîé òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåå äîñòàòî÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ(4x;4y;4z), ìîæíî çàïèñàòü ïî �îðìóëå4u = �f�x4x+ �f�y4y + �f�z4z + o(�); �! 0; � =p4x2 +4y2 +4z2;ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âçÿòû â òî÷êå (x; y; z).Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì4u = [f(x+4x; y +4y; z +4z)� f(x; y +4y; z +4z)℄++[f(x; y +4y; z +4z)� f(x; y; z +4z)℄ + [f(x; y; z +4z)� f(x; y; z)℄:Êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèðà-ùåíèå �óíêöèè ëèøü ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî óñëîâèþ ÷àñòíûå ïðîèç-âîäíûå �óíêöèè f(x; y; z) ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè G òî÷êè(x; y; z). Áóäåì ñ÷èòàòü 4x;4y;4z äîñòàòî÷íî ìàëûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû(x + 4x; y + 4y; z + 4z) 2 G. Ïðèìåíèì ê ðàçíîñòÿì â êâàäðàòíûõñêîáêàõ �îðìóëó î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ Ëàãðàíæà:4u = f 0x(x+ �14x; y +4y; z +4z)4x+ f 0y(x; y + �24y; z +4z)4y++f 0z(x; y; z + �34z)4z; ãäå j�1j; j�2j; j�3j < 1: (1)Ïîëîæèì, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü f 0x; f 0y; f 0z â òî÷êå (x; y; z)f 0x(x+ �14x; y +4y; z +4z) = f 0x(x; y; z) + "1;f 0y(x; y + �y42; z +4z) = f 0y(x; y; z) + "2;63



f 0z(x; y; z + �34z) = f 0z(x; y; z) + "3;ãäå "1; "2; "3 ! 0 ïðè �! 0. Ïîñëå ÷åãî ïåðåïèøåì (1) â ñëåäóþùåì âèäå4u = f 0x(x; y; z)4x+ f 0y(x; y; z)4y + f 0z(x; y; z)4z + "14x+ "24y++"34z = f 0x(x; y; z)4x+ f 0y(x; y; z)4y + f 0z(x; y; z)4z + o(�); �! 0:Çäåñü ìû ñ÷èòàëè, ÷òî "14x+"24y+"34z = o(�); �! 0. Äåéñòâèòåëüíî,ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì����"14x+ "24y + "34z� ���� 6 p"21 + "22 + "23 �p4x2 +4y2 +4z2� ==q"21 + "22 + "23 ! 0; ïðè �! 0:Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Îðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u = f(x; y; z) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóå-ìîé â òî÷êå (x; y; z), åñëè 4u = A � 4x + B � 4y + C � 4z + o(�), ïðè� ! 0, ãäå A;B;C- ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò 4x;4y;4z. ÂûðàæåíèåA � 4x+ B � 4y + C � 4z íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïîëíîãîïðèðàùåíèÿ 4u.Çàìå÷àíèå. Çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f 0x; f 0y; f 0z íå çàâèñÿò îò 4x,4y, 4z, ïîýòîìó èç òåîðåìû 1 äàííîãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè �óíê-öèÿ u = f(x; y; z) èìååò â òî÷êå (x; y; z) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-íûå, òî îíà äè��åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå èA = f 0x; B = f 0y; C = f 0z.Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ u = f(x; y; z) áûëà äè��åðåíöè-ðóåìà â òî÷êå (x; y; z), íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà èìåëà â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = f(x; y; z) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x; y;z): 4u = A � 4x+ B � 4y + C � 4z + o(�); �! 0 (1)Ïîëîæèì â (1) 4x = h;4y = 4z = 0. Ïîëó÷èì4xhu = A � h+ o(h); h! 0:) limh!0(4xhu=h) = A;64



ò.å. â òî÷êå (x; y; z) ñóùåñòâóåò f 0x = A.Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f 0y; f 0z.4x = 4z = 0;4y = h : 4yhu = B � h+ o(h); h! 0:) limh!0(4yhu=h) == B = f 0y:4x = 4y = 0;4z = h : 4zhu = C � h+ o(h); h! 0:) limh!0(4zhu=h) == C = f 0z:Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî îíà íåïðå-ðûâíà â ýòîé òî÷êå.Îïðåäåëåíèå 3. �ëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ �óíê-öèè u = f(x; y; z), äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå (x; y; z), íàçûâàåòñÿäè��åðåíöèàëîì (ïîëíûì) �óíêöèè f â òî÷êå (x; y; z), ñîîòâåòñòâóþùèìïðèðàùåíèþ (4x;4y;4z) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.Îáîçíà÷åíèå ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà: du = f 0x � 4x + f 0y � 4y + f 0z � 4z.Åñëè x �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ îò x; y; z, òîdx = x0x � 4x+ x0y � 4y + x0z � 4z = 1 � 4x+ 0 � 4y + 0 � 4z = 4xÀíàëîãè÷íî äëÿ ïåðåìåííûõ y; z : dy = 4y; dz = 4z.Â ðåçóëüòàòå, çàïèñü ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà ïðèìåò âèä:du = f 0xdx+ f 0ydy + f 0zdz:Çàìå÷àíèÿ.1. ×àñòî ïðîèçâåäåíèÿ f 0xdx; f 0ydy; f 0zdz íàçûâàþò ÷àñòíûìè äè��åðåí-öèàëàìè �óíêöèè u = f(x; y; z) ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðåìåííûì x; y; zè îáîçíà÷àþò: dxu = f 0xdx; dyu = f 0ydy; dzu = f 0zdz. Òàêèì îáðàçîì,ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè åñòü ñóììà åå ÷àñòíûõ äè��åðåí-öèàëîâ. 65



2. Ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè u = f(x; y; z) íàçûâàþò åùå äè�-�åðåíöèàëîì ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè ïåðâûì äè��åðåíöèàëîì), òàêêàê ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ(îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ áóäåò äàíî ïîçä-íåå).Äëÿ ëþáûõ äâóõ �óíêöèé f = f(x; y; z); g = g(x; y; z), äè��åðåíöè-ðóåìûõ â òî÷êå (x; y; z), ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâàd(f � g) = df � dg;d(f � g) = fdg + gdf;d(f=g) = (gdf � fdg)=g2; g 6= 0:Äîêàæåì, íàïðèìåð, òðåòüå èç ýòèõ ðàâåíñòâ:d�fg� = ��x �fg� dx+ ��y �fg� dy + ��z �fg� dz = g �f�x � f �g�xg2 dx++g �f�y � f �g�yg2 dy + g �f�z � f �g�zg2 dz = 1g2 �g��f�xdx+ �f�ydy + �f�z dz���f ��g�xdx+ �g�ydy + �g�zdz�� = 1g2 (gdf � fdg):�4.3 ÊÀÑÀÒÅËÜÍÀß ÏËÎÑÊÎÑÒÜ�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü S, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé z = f(x; y).Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü P , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó L0 = (x0; y0; z0)(z0 = f(x0; y0)) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè S â ýòîé òî÷êå,åñëè óãîë ' ìåæäó ñåêóùåé LL0 è ýòîé ïëîñêîñòüþ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,ïðè ëþáîì ñòðåìëåíèè òî÷êè L, ïðèíàäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè S, ê òî÷êåL0 (ñì. ðèñ 3.).\' ! 0 ïðè L ! L0, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ sin' ! 0 ïðèL! L0. Ïîñëåäíåå çàïèñûâàåòñÿ òàêjLM jjLL0j = o(1); ïðè L! L066



(çäåñü jLM j; jLL0j - ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé L è òî÷êàìè M;L0 ñîîò-âåòñòâåííî).Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî, êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî äàòü èíîå, ðàâ-íîñèëüíîå îïðåäåëåíèþ 1, îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëåíèå 10. Ïëîñ-êîñòü P íàçûâàåòñÿêàñàòåëüíîé ê ïîâåðõ-íîñòè S â òî÷êå L0, åñ-ëè ïðè ëþáîì ñòðåìëå-íèè òî÷êè L ê òî÷êå L0ðàññòîÿíèå jLM j ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå,÷åì ðàññòîÿíèå jLL0j,ò.å.jLM j = o(jLL0j); ïðè L! L0:Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó L0ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé.Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ z = f(x; y) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0),òî ïîâåðõíîñòü S èìååò â òî÷êå L0 êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþóðàâíåíèåì z � z0 = f 0x(x0; y0)(x� x0) + f 0y(x0; y0)(y � y0):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷åðåç òî÷êó L0 ïðîõîäèò ïëîñêîñòü, óðàâíå-íèå êîòîðîé z � z0 = A(x � x0) + B(y � y0). Äàííàÿ ïëîñêîñòü áóäåòêàñàòåëüíîé, åñëè jLM j = o(jLL0j), ïðè L ! L0. Äëèíà îòðåçêà LMîòëè÷àåòñÿ îò äëèíû îòðåçêà LN íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü (îòëè÷íûéîò íóëÿ), ïîýòîìó âìåñòî îòíîøåíèÿ jLM jjLL0j ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøå-íèå jLN jjLL0j : jLN j = jzïîâ. � zïë.j = jz � z0 � A(x � x0) � B(y � �y0)j =67



j4z�A4x�B4yj, ãäå4z = z�z0;4x = x�x0;4y = y�y0. Î÷åâèäíî,ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî0 � jLN jjLL0j � jLN j� ; ãäå � =p4x2 +4y2 � ïðîåêöèÿ LL0 (1)íà ïëîñêîñòü XOY.Åñëè 4z = A � 4x+B � 4y + o(�); �! 0, òî jLN j� ! 0, ïðè �! 0, òàêêàê 4z � (A � 4x+ B � 4y)� = o(�)� = o(1); �! 0: (2)Ïî óñëîâèþ òåîðåìû f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0), ïîýòîìó äëÿâûïîëíåíèÿ (2) ñëåäóåò âûáðàòü A = f 0x(x0; y0); B = f 0y(x0; y0). Ïî "ñâîé-ñòâó äâóõ ìèëèöèîíåðîâ" èç íåðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò: jLN jjLL0j ! 0, ïðè� ! 0. Òåì áîëåå, ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè L ! L0. Òàêèì îáðàçîì,ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0; y0; z0) 2 S, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-íîé (ïðè óñëîâèè äè��åðåíöèðóåìîñòè â (x0; y0) �óíêöèè, çàäàþùåéïîâåðõíîñòü S) è èìååò óðàâíåíèåz � z0 = f 0x(x0; y0)(x� x0) + f 0y(x0; y0)(y � y0):Òåîðåìà äîêàçàíà.�4.4 ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑËÎÆÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ. ÔÎ�ÌÓËÀÊÎÍÅ×ÍÛÕ Ï�È�ÀÙÅÍÈÉÄè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèèÏóñòü f : 
! R; 
 � R3; 
 - îòêðûòîå ìíîæåñòâî. (�àñïðîñòðàíåíèåíà n-ìåðíûé ñëó÷àé èçëàãàåìûõ â äàííîì ðàçäåëå �àêòîâ ïðîèçâîäèòñÿïî àíàëîãèè).Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ u = f(x; y; z) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå(x; y; z), à �óíêöèè x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v), çàâèñÿùèå îòäåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ t è v, èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t èv. Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è v îò ñëîæíîé �óíêöèè F (t; v) =68



f('(t; v);  (t; v); �(t; v)) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:�F�t = �f�x � �x�t + �f�y � �y�t + �f�z � �z�t ;�F�v = �f�x � �x�v + �f�y � �y�v + �f�z � �z�v:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïàðå (t; v) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (x; y; z). Çà-�èêñèðóåì v, à t ïðèäàäèì ïðèðàùåíèå 4t. Îíî âûçîâåò ïðèðàùåíèÿ4tx;4ty;4tz �óíêöèé x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v).f - äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x; y; z), ïîýòîìó4u = f(x+4x; y +4y; z +4z)� f(x; y; z) = �f�x � 4x+ �f�y � 4y++�f�z � 4z + o(�); �! 0 (� =p4x2 +4y2 +4z2):Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå ïðèðàùåíèÿ 4tx;4ty;4tz. Ïîëó÷èì ÷àñò-íîå (ïî ïåðåìåííîé t) ïðèðàùåíèå �óíêöèè F (t; v):4tF = F (t+4t; v)� F (t; v) = �f�x � 4tx+ �f�y � 4ty + �f�z � 4tz++o(�); �! 0 (� =q42tx+42ty +42tz):�àçäåëèì 4tF íà 4t è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè 4t! 0.�F (t; v)�t = lim4t!04tF4t = lim4t!0 F (t+4t; v)� F (t; v)t == lim4t!0��f�x � 4tx4t + �f�y � 4ty4t + �f�z � 4tz4t �+ lim4t!0�o(�)4t � == �f�x � �x�t + �f�y � �y�t + �f�z � �z�t ; òàê êàê o(�)4t == o(p(4tx=4t)2 + (4ty=4t)2 + (4tz=4t)2)! 0; ïðè 4t! 0:69



Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîä-íîé �F�v . Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèè x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v) äè�-�åðåíöèðóåìû â òî÷êå (t; v), à �óíêöèÿ u = f(x; y; z) äè��åðåíöèðóåìàâ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå (x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v)). Òîãäàñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (t; v) = f('(t; v);  (t; v); �(t; v)) áóäåò äè��åðåíöè-ðóåìà â òî÷êå (t; v).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèäàäèì ïàðàìåòðàì t; v ïðîèçâîëüíûå ïðèðàùå-íèÿ 4t;4v, íå ðàâíûå íóëþ. Ýòèì ïðèðàùåíèÿì ñîîòâòåòñòâóþò ïðè-ðàùåíèÿ 4x = '(t + 4t; v + 4v) � '(t; v);4y =  (t + 4t; v + 4v) � (t; v);4z = �(t + 4t; v + 4v) � �(t; v). Ïðèðàùåíèÿì 4x;4y;4z, âñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò ïðèðàùåíèå �óíêöèè f : 4u = f(x+4x; y+4y; z+4z)�f(x; y; z). Ïîñêîëüêó f ïðåäïîëàãàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîéâ òî÷êå (x; y; z), óêàçàííîå ïðèðàùåíèå 4u ýòîé �óíêöèè ìîæåò áûòüçàïèñàíî â âèäå4u = �f�x4x+ �f�y4y + �f�z4z + o(�); �! 0; (1)ãäå � =p4x2 +4y2 +4z2, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �f�x ; �f�y ; �f�z áåðóòñÿ âòî÷êå (x; y; z).�! 0 ïðè 4x! 0;4y ! 0;4z ! 0, ïîýòîìó o(�) = "1 �4x+"2 �4y+"3 � 4z, ãäå "1 ! 0; "2 ! 0; "3 ! 0 ïðè 4x! 0;4y ! 0;4z ! 0 (çäåñüìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî:j"1 �4x+ "2 �4y+ "3 �4zj �p"21 + "22 + "23 �p4x2 +4y2 +4z2 = � �p"21 + "22 + "23). Òàêèì îáðàçîì,ðàâåíñòâî (1) ïðèíèìàåò âèä4u = �f�x4x+ �f�y4y + �f�z4z + "1 � 4x+ "2 � 4y + "3 � 4z: (2)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äàííîì ñîîòíîøåíèè4x;4y;4z ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéïðèðàùåíèÿ �óíêöèé x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v), îòâå÷àþùèåâûáðàííûì ïðèðàùåíèÿì 4t;4v àðãóìåíòîâ ýòèõ �óíêöèé. Ïî óñëî-70



âèþ, �óíêöèè ';  ; � äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå (t; v), ïîýòîìó4x = �x�t4t+ �x�v4v + o(�1);4y = �y�t4t+ �y�v4v + o(�1); (3)4z = �z�t4t+ �z�v4v + o(�1);ïðè �1 ! 0, ãäå �1 =p4t2 +4v2, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå�x�t ; �x�v ; �y�t ; �y�v ; �z�t ; �z�váåðóòñÿ â òî÷êå (t; v). Ïîäñòàâèì (3) â (2). Ïîëó÷èì4u = ��f�x � �x�t + �f�y � �y�t + �f�z � �z�t�4t++��f�x � �x�v + �f�y � �y�v + �f�z � �z�v�4v + ��f�x + �f�y + �f�z� � o(�1)++"1 � 4x+ "2 � 4y + "3 � 4z = �F�t 4t+ �F�v4v + o(�1); ïðè �1 ! 0: (4)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:1. Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �f�x ; �f�y ; �f�z áåðóòñÿ â òî÷êå (x; y; z), ò.å. ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ïîñòîÿííûå ÷èñëà, äàþùèå ïðè óìíîæåíèè íà o(�1)ñíîâà âåëè÷èíó o(�1).2. j4xj � 
onst � �1; j4yj � 
onst � �1; j4zj � 
onst � �1. Ýòî íåïîñðåä-ñòâåííî âûòåêàåò èç �îðìóë (3).3. Âñå "i ! 0 ïðè �1 ! 0. Äåéñòâèòåëüíî, "i ! 0 ïðè 4x ! 0;4y !0;4z ! 0. Íî âñå �óíêöèè x = '(t; v); y =  (t; v); z = �(t; v)äè��åðåíöèðóåìû, à ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðåðûâíû â òî÷êå (t; v),ïîýòîìó 4x;4y;4z ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè �1 ! 0.71



4. Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå "14x; "24y; "34z ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé o(�1),÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïï. 2 è 3.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõÎãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì �óíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ (ðàñïðîñòðà-íåíèå èçëàãàåìûõ â äàííîì ðàçäåëå �àêòîâ íà n -ìåðíûé ñëó÷àé ïðîèç-âîäèòñÿ ïî àíàëîãèè).Ïóñòü �óíêöèÿ u = f(x; y; z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîéîáëàñòè D è äè��åðåíöèðóåìà â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.�àññìîòðèì äâå òî÷êè, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ïðÿìîëèíåéíûì îò-ðåçêîì M0M1, öåëèêîì ëåæàùèì â îáëàñòè D(M0 = (x0; y0; z0);M1 =(x0 +4x; y0 +4y; z0 +4z)).Òåîðåìà 1. Â ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî �îðìóëà (êîíå÷-íûõ ïðèðàùåíèé):4u = 4f(x0; y0; z0) = f(x0 +4x; y0 +4y; z0 +4z)� f(x0; y0; z0) == f 0x(x0 + �4x; y0 + �4y; z0 + �4z) � 4x+ f 0y(x0 + �4x; y0 + �4y;z0 + �4z) � 4y + f 0z(x0 + �4x; y0 + �4y; z0 + �4z) � 4z; 0 < � < 1:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = x0 + t � 4x; y = y0 + t � 4y; z = z0 + t �4z; t 2 [0; 1℄. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà (x; y; z) 2 M0M1. Ñëîæíàÿ �óíêöèÿîò tF (t) = f(x0 + t � 4x; y0 + t � 4y; z0 + t � 4z) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå[0; 1℄ è íà èíòåðâàëå (0; 1) èìååò ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ ðàâíà:F 0(t) = f 0x(x0 + t � 4x; y0 + t � 4y; z0 + t � 4z) � 4x++f 0y(x0 + t � 4x; y0 + t � 4y; z0 + t � 4z) � 4y + f 0z(x0 + t � 4x; y0 + t � 4y;z0 + t � 4z) � 4z; òàê êàê dxdt = 4x; dydt = 4y; dzdt = 4z: (5)Ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèè F (t) �îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ ñêàëÿð-íûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0; 1℄, çàïèøåìF (1)� F (0) = F 0(�); ãäå 0 < � < 1 (6)72



Èç (5) è (6) ñëåäóåòF (1)� F (0) = f(x0 +4x; y0 +4y; z0 +4z)� f(x0; y0; z0) == f 0x(x0 + �4x; y0 + �4y; z0 + �4z) � 4x+ f 0y(x0 + �4x; y0 + �4y;z0 + �4z) � 4y + f 0z(x0 + �4x; y0 + �4y; z0 + �4z) � 4z; 0 < � < 1:Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.�4.5 ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎ�ÌÛ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÀ ÏÅ�ÂÎ�ÎÏÎ�ßÄÊÀ�àññìîòðèì �óíêöèþ u = f(x1; :::; xn) çàäàííóþ íà îòêðûòîì ìíîæå-ñòâå G � Rn.Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ïåðåìåííûå x1; :::; xn íå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îòíåêîòîðûõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn)åñòü �óíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1; :::; xn.2. Åñëè ïåðåìåííûå xi = 'i(t1; :::; tm); i = 1; :::; n, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíê-öèÿ u = f(x1; :::; xn) åñòü �óíêöèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1; :::; xn.Òåîðåìà (Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè �îðìû äè��åðåíöèàëàïåðâîãî ïîðÿäêà. Äè��åðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè u = f(x1;:::; xn) â ñëó÷àå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ xi = 'i(t1; :::; tm); i = 1; :::; n,ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèðàùåíèÿì dt1; :::; dtm, ñîõðàíÿåò �îðìó çàïèñè (âòåðìèíàõ ïåðåìåííûõ x1; :::; xn) äè��åðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñëó-÷àå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1; :::; xn, ò.å.du = nXi=1 �u�xidxi; ãäå dxi = mXk=1 �xi�tk dtk:Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) äè��åðåíöè-ðóåìà â òî÷êå (x1; :::; xn); xi = 'i(t1; :::; tm), à �óíêöèè xi = 'i(t1; :::; tm)- äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå (t1; :::; tm).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 èç ðàçäåëà "Äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæ-íîé �óíêöèè"èìååì: �u�tk = nXi=1 �u�xi �xi�tk ; k = 1; :::;m: (1)73



Ïî òåîðåìå 2 ðàçäåëà "Äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèè"ñëîæíàÿ �óíêöèÿ u = f('1(t1; :::; tm); :::; 'n(t1; :::; tm)) áóäåò äè��åðåí-öèðóåìà â òî÷êå (t1; :::; tm). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åå äè��åðåíöèàë 1-ãîïîðÿäêà: du = mXk=1 �u�tkdtk:Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå äëÿ �u�tk (ñì (1)):du = mXk=1 �u�tkdtk = mXk=1  nXi=1 �u�xi �xi�tk! dtk == nXi=1 �u�xi  mXk=1 �xi�tk dtk! = nXi=1 �u�xidxi:Òåîðåìà äîêàçàíà.�4.6 ×ÀÑÒÍÛÅ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÂÛÑØÈÕ ÏÎ�ßÄÊÎÂÏóñòü �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) îïðåäåëåíà â îòêðûòîì ìíîæåñòâåG � Rn è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �f�xi ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå G.Åñëè �óíêöèÿ �f�xi èìååò â íåêîòîðîé òî÷êåM 2 G ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþïî àðãóìåíòó xk, òî ýòó ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò âòîðîé ÷àñòíîéïðîèçâîäíîé (èëè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà) �óíêöèè fâ òî÷êå M ñíà÷àëà ïî àðãóìåíòó xi, à çàòåì ïî xk è îáîçíà÷àþò îäíèìèç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ:�2f�xk�xi ; �2u�xk�xi ; u00xixk ; u(2)xixk ; f 00xixk ; f (2)xixk :Åñëè i 6= k, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �2f�xk�xi íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè i = k, ïðèíÿòî èñïîëüçî-âàòü îáîçíà÷åíèÿ: �2u�x2i ; u00x2i ; u(2)x2i ; �2f�x2i ; f 00x2i ; f (2)x2i :74



Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî ââå-ñòè ïîíÿòèå òðåòüåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, çàòåì ÷åòâåðòîé è ò.ä. íàïðè-ìåð, ñîîòíîøåíèå ��xj � �2f�xk�xi� = �3f�xj�xk�xiîïðåäåëÿåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî àðãóìåíòàì xi,xk, xj, à ñîîòíîøåíèå ��xim � �m�1f�xim�1 :::�xi1� = �mf�xim :::�xi1 îïðåäåëÿåò ÷àñòíóþïðîèçâîäíóþ m-ãî ïîðÿäêà ïî àðãóìåíòàì xi1; :::; xim. Çäåñü ìû ïðåäïî-ëàãàåì, ÷òî �m�1f�xim�1 :::�xi1 îïðåäåëåíà êàê �óíêöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâàG è èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó xim â òî÷êå M 2 G.Îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè:�mf�xi:::�xi = �mf�xmi ; ��z ��y ��y ��z ��z ��xf(x; y; z) = �6f(x; y; z)�z�y2�z2�x:Ïðèìåð. u = x4y3z2u0x = 4x3y3z2; u0y = 3x4y2z2; u0z = 2x4y3z; u00xy = 12x3y2z2;u00yx = 12x3y2z2; u00zx = 8x3y3z è ò.ä.:Âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ îïåðàöèè ÷àñòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿìîæíî çàêîííî ìåíÿòü ìåñòàìè áåç èçìåíåíèÿ ðåçóëüòàòà.Òåîðåìà 1.Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå çàäàíà �óíêöèÿ f(x; y). Åñ-ëè îíà èìååò â òî÷êå (x; y) íåïðåðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå f 00xy; f 00yx,òî îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé â ýòîé òî÷êå: f 00xy = f 00yx.Äîêàçàòåëüñòâî.4xh(4yhf) = 4xh[f(x; y + h)� f(x; y)℄ = f(x+ h; y + h)��f(x+ h; y)� f(x; y + h) + f(x; y):4yh(4xhf) = 4yh[f(x+ h; y)� f(x; y)℄ = f(x+ h; y + h)��f(x; y + h)� f(x+ h; y) + f(x; y):Òàêèì îáðàçîì, 4xh(4yhf) = 4yh(4xhf): (1)75



Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â òî÷êå (x; y) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñìåøàí-íûå ïðîèçâîäíûå f 00xy; f 00yx. Ñëåäîâàòåëüíî, f 00xy; f 00yx ñóùåñòâóþò â íåêîòî-ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x; y) : U((x; y)). Ïóñòü ïðèðàùåíèå h òàêîå, ÷òîìû íå ìîæåì âûéòè èç U((x; y)), ïðèäàâàÿ åãî ïåðåìåííûì x; y. Çàïèøåìöåïî÷êó ðàâåíñòâ (ïîÿñíåíèÿ íèæå):4yh(4xhf) = 4yh[f(x+ h; y)� f(x; y)℄ = [f(x+ h; y + h)� f(x; y+ h)℄��[f(x+ h; y)� f(x; y)℄ = h[f 0y(x+ h; y + �h)� f 0y(x; y + �h)℄ == h2f 00yx(x+ �1h; y + �h) = h2[f 00yx(x; y) + "℄; (2)ãäå 0 < � < 1; 0 < �1 < 1; "! 0 ïðè h! 0:Ïðîèçâîäíàÿ f 00yx íåïðåðûâíà â òî÷êå (x; y), ïîýòîìó îíà ñóùåñòâóåò âU((x; y)) è àâòîìàòè÷åñêè â ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò f 0y. Ïðè äîñòà-òî÷íî ìàëîì h ìû íå âûõîäèì èç U((x; y)), ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü�îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà ê �óíêöèè f(x+h; y)�f(x; y),÷òî äîêàçûâàåò òðåòüå ðàâåíñòâî â (2). Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ðå-çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà ê �óíê-öèè f 0y(x; y + �h), ÷òî çàêîííî, ïîòîìó ÷òî â U((x; y)) ñóùåñòâóåò f 00yx.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2) âûðàæàåò, ÷òî f 00yx íåïðåðûâíà â òî÷êå (x; y).Èç (2) ñëåäóåò limh!04yh(4xhf)h2 = f 00yx(x; y): (3)Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïðåðûâíîñòè f 00xy â òî÷êå(x; y), ðàâåíñòâî limh!04xh(4yhf)h2 = f 00xy(x; y): (4)Èç (1), (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî f 00yx = f 00xy. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 1 èìååò ñëèøêîì ÷àñòíûé âèä. Ñ�îðìóëèðóåì áîëåå îáùóþòåîðåìó. Ïóñòü äàí öåëî÷èñëåííûé âåêòîð k = (k1; :::; kn); ki � 0; i =1; :::; n. 76



Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ âåêòîðók, åñëè ïðè ëþáîì i = 1; :::; n, ïðè åå âû÷èñëåíèè îïåðöèÿ ��xi ïðèìåíÿ-åòñÿ íå áîëåå ÷åì ki ðàç. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ki = 0, òî îïåðàöèÿ ��xi íåïðèìåíÿåòñÿ.Òåîðåìà 2. Åñëè âñå ïîä÷èíåííûå âåêòîðó k ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíê-öèè f(x1; :::; xn) íåïðåðûâíû â òî÷êå (x1; :::; xn), òî â ëþáîé èç íèõ ìîæ-íî ïåðåñòàâèòü ïîðÿäîê äè��åðåíöèðîâàíèÿ êàê óãîäíî, íå èçìåíÿÿ ðå-çóëüòàòà.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âî âñåé îáùíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíîãðîìîçäêèì, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïðèìåðîì. Ïðîèçâîäíàÿ�4f�z�x�z�y ïîä÷èíåíà âåêòîðó (1; 1; 2). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ýòà ïðîèçâîä-íàÿ è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîä÷èíåííûå âåêòîðó (1; 1; 2), íåïðåðûâ-íû ïî (x; y; z), ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 è îïðåäåëåíèåì ÷àñòíîéïðîèçâîäíîé, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:�4f�z�x�z�y = �2�z�x � �2f�z�y� = �2�z�x � �2f�y�z� = �2�x�z � �2f�y�z� =��x �2�z�y ��f�z� = ��x �2�y�z ��f�z� = �4f�x�y�z2 : (�)ÌÀÒÅ�ÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈß1. Ïðîâåñòè ïîäðîáíîå ïîÿñíåíèå öåïî÷êè ðàâåíñòâ (*). Ëèòåðàòóðà:[2℄, ãë. 7, �7.7, ñòð. 224.� 4.7 ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÛ ÂÛÑØÈÕ ÏÎ�ßÄÊÎÂ ÄËß ÔÓÍÊÖÈÈn ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÎïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) íàçûâàåòñÿ n ðàçäè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x = (x1; :::; xn), åñëè âñå åå ÷àñòíûå ïðîèç-âîäíûå ïîðÿäêà n�1 ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äè��åðåíöèðóåìûìè â ýòîéòî÷êå. 77



Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå x, òî îíàäè��åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è n� 1 ðàç.Èç òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèèu = f(x1; :::; xn) è îïðåäåëåíèÿ 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèåÒåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) áûëà n ðàç äè�-�åðåíöèðóåìà â òî÷êå x = (x1; :::; xn), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå n-ãî ïîðÿäêà áûëè íåïðåðûâíû â òî÷êå x.Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) äâàæäû äè��åðåíöè-ðóåìà â òî÷êå x = (x1; :::; xn), òî äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà (èëèâòîðîé äè��åðåíöèàë) îò �óíêöèè u, ñîîòâåòñòâóþùèé íåçàâèñèìûìïðèðàùåíèÿì dx1; :::; dxn, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:d2u = d(du):Ìû ðàññìàòðèâàåì dx1; :::; dxn êàê ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò x1; :::; xn.Ïîýòîìód2u = d nXi=1 �u�xidxi! = nXi=1 d� �u�xidxi� = nXi=1 d� �u�xi� dxi =nXi=1  nXj=1 �2u�xj�xidxj! dxi = nXi=1 nXj=1 �2u�xj�xidxjdxi:Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå d� �u�xi� ñëåäóåò èç äè��åðåíöèðóåìîñòè �u�xiïðè ëþáîì i = 1; :::; n.Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè �óíêöèÿ u = f(x1; :::; xn) l ðàç äè��åðåíöèðóå-ìà â òî÷êå x = (x1; :::; xn), òî äè��åðåíöèàë l-ãî ïîðÿäêà (èëè l-é äè�-�åðåíöèàë) îò �óíêöèè u, ñîîòâåòñòâóþùèé íåçàâèñèìûì ïðèðàùåíèÿìdx1; :::; dxn, îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîãî ñîîò-íîøåíèÿ dlu = d(dl�1u); l = 2; 3; :::.�àññóæäàÿ êàê â (1), ëåãêî ïîëó÷èòüd3u = nXi=1 nXj=1 nXk=1 �3u�xk�xj�xidxkdxjdxi:78



Çàìå÷àíèå. Â âûðàæåíèè ïåðâîãî äè��åðåíöèàëà óñëîâíî "âûíåñåìáóêâó u çà ñêîáêè". Òîãäà åãî ñèìâîëè÷åñêè ìîæíî çàïèñàòü:du = � ��x1dx1 + :::+ ��xndxn� � u:Òåïåðü, åñëè â âûðàæåíèè äëÿ âòîðîãî äè��åðåíöèàëà òàêæå "âûíåñòèu çà ñêîáêè", òî îñòàþùèåñÿ â ñêîáêàõ âûðàæåíèå �îðìàëüíî ïðåäñòàâ-ëÿåò â ðàñêðûòîì âèäå êâàäðàò âûðàæåíèÿ ��x1dx1+ :::+ ��xndxn; ïîýòîìóâòîðîé äè��åðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü òàê:d2u = � ��x1dx1 + :::+ ��xndxn�2 � u:Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü òðåòèé äè��åðåíöèàë è ò.ä. Ýòî ïðàâèëîîáùåå: ïðè ëþáîì k èìååò ìåñòî ñèìâîëè÷åñêîå ðàâåíñòâî:dku = � ��x1dx1 + :::+ ��xndxn�k � u;êîòîðîå ìîæíî ïîíèìàòü òàê: ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â ñêîáêàõ,�îðìàëüíî âîçâîäèòñÿ ïî ïðàâèëàì àëãåáðû â ñòåïåíü, çàòåì âñå ïîëó-÷åííûå ÷ëåíû "óìíîæàþòñÿ"íà u (êîòîðîå äîïèñûâàåòñÿ â ÷èñëèòåëÿõïðè �k), è òîëüêî ïîñëå òîãî âñåì ñèìâîëàì âîçâðàùàåòñÿ èõ çíà÷åíèåêàê ïðîèçâîäíûõ è äè��åðåíöèàëîâ.� 4.8 ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÛ ÑËÎÆÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ�àññìîòðèì �óíêöèþ u = f(x1; :::; xn), çàäàííóþ íà îòêðûòîì ìíî-æåñòâå G 2 R. Ïóñòü xi = 'i(t1; :::; tm), i = 1; :::; n, ò.å. ÿâëÿþòñÿ çà-âèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ìû çíàåì, ÷òî �îðìà äè��åðåíöèàëà ïåðâîãîïîðÿäêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè, ò.å. äè��åðåíöèàë ïåðâîãîïîðÿäêà îò u âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çàâèñèìûå ïåðåìåííûå òàê æå, êàê ÷åðåçíåçàâèñèìûå. Èññëåäóåì ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå äè��åðåíöèàëà âòîðîãîïîðÿäêà. Äîïóñòèì, ÷òî �óíêöèÿ u äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå(x1; :::; xn); xi = 'i(t1; :::; tm); i = 1; :::; n, à �óíêöèè xi = 'i(t1; :::; tm) -äâàæäû äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå (t1; :::; tm).79



Ïðèäàäèì ïåðåìåííûì t1; :::; tm ïðèðàùåíèÿ dt1; :::; dtm. Òîãäà çàâèñè-ìûå ïåðåìåííûå x1; :::; xn ïîëó÷àò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèÿ dx1; :::; dxn.Ïî ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè äè��åðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà:du = nXi=1 �u�xidxi; ãäå dxi = mXk=1 �xi�tk dtk:Ìû âèäèì, ÷òî òåïåðü dxi ÿâëÿþòñÿ íå ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, êàêâ ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, à óæå çàâèñÿò îò t1; :::; tm, òàê êàê âdxi âõîäÿò �xi�tk . Íàéäåì äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà îò �óíêöèè u,ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèðàùåíèÿì dt1; :::; dtm, çàïèñûâàÿ åãî ÷åðåç äè��å-ðåíöèàëû çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõd2u = d(du) = d nXi=1 �u�xidxi! = nXi=1 d� �u�xidxi� == nXi=1   nXj=1 �2u�xj�xidxj! dxi + �u�xid2xi! = (�)= nXi=1 nXj=1 �2u�xj�xidxjdxi + nXi=1 �u�xid2xi:Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè �îðìû äè��å-ðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà òåðÿåòñÿ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è äëÿäè��åðåíöèàëà òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä. Âûðàæåíèå (*) äàåò íàì �îð-ìóëó çàïèñè äè��åðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà �óíêöèè u êàê ñëîæíîé�óíêöèè. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî çàïèñàòü d3u; d4u è ò.ä. â ñëó÷àåñëîæíîé �óíêöèè.Çàìå÷àíèå. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè �îðìû íåñîõðàíÿåòñÿ äëÿ äè��åðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ âñåãäà. Èìååòñÿ âàæ-íûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè �îðìû äè��åðåí-öèàëîâ ëþáîãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî. Ïóñòü xi = ai0+ai1t1+:::+aimtm; i =1; :::; n; aij 2 R, ò.å. xi - ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ îò t1; :::; tm. Òîãäà dxi =80



ai1dt1+ :::+aimdtm. Òåïåðü âèäíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííûõ dt1; :::; dtm îêàçû-âàþòñÿ ïîñòîÿííûìè äè��åðåíöèàëû dx1; :::; dxn è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ íè-ìè ìîæíî ïîñòóïàòü êàê ñ äè��åðåíöèàëàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.Â ðåçóëüòàòå �îðìóëû äëÿ äè��åðåíöèàëîâ âñåõ ïîðÿäêîâ îêàæóòñÿ òà-êîãî æå âèäà, êàê åñëè áû x1; :::; xn áûëè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.�4.9 ÔÎ�ÌÓËÀ ÒÅÉËÎ�À.�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = f(x1; :::; xn), çàäàííóþ íà îòêðûòîì ìíî-æåñòâå G � Rn.Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x1; :::; xn) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-èçâîäíûå ïîðÿäêà l íà ìíîæåñòâåG, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = (x01; :::; x0n)2 G ñïðàâåäëèâà �îðìóëàf(x) = l�1Xk=0 1k! nXj1=1 ::: nXjk=1(xj1 � x0j1):::(xjk � x0jk) �kf(x0)�xj1:::�xjk + Rl(x); (�)ãäå Rl(x) = 1l! nXj1=1 ::: nXjl=1(xj1 � x0j1):::(xjk � x0jl)�lf(x0 + �(x� x0))�xj1:::�xjl ;êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Òåéëîðà �óíêöèè n ïåðåìåííûõ â îêðåñò-íîñòè òî÷êè x0 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü UÆ(x0) = fx : kx� x0k < Æg è Æ > 0 òàêîå, ÷òîUÆ(x0) � G.Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ F (t) = f(x01 + t(x1 � x01); :::; x0n +t(xn � x0n)) îò ïåðåìåííîé t 2 [0; 1℄ (çäåñü x 2 UÆ(x0)). Î÷åâèäíî, ÷òîF (0) = f(x0); F (1) = f(x). Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé�óíêöèè: F 0(t) = nXj=1(xj � x0j)�f(x0 + t(x� x0))�xj (1)Äàëåå, F 00(t) = nXj=1(xj � x0j) nXk=1(xk � x0k)�2f(x0 + t(x� x0))�xk�xj =81



= nXj=1 nXk=1(xj � x0j)(xk � x0k)�2f(x0 + t(x� x0))�xk�xj (2)Èç (1) è (2) ñëåäóåò F 0(0) = nXj=1(xj � x0j)�f(x0)�xj ; (3)F 00(0) = nXj=1 nXk=1(xj � x0j)(xk � x0k)�2f(x0)�xk�xj : (4)�àññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ìû ïðèäåì ê ïðîèçâîäíîéF (l)(t) = nXj1=1 ::: nXjl=1(xj1 � x0j1):::(xjl � x0jl)�lf(x0 + t(x� x0))�xj1:::�xjl :Îòñþäà ñëåäóåòF l(0) = nXj1=1 ::: nXjl=1(xj1 � x0j1):::(xjl � x0jl) �lf(x0)�xj1:::�xjl : (5)F (l)(t) áóäåò íåïðåðûâíà, òàê êàê, ïî óñëîâèþ, íåïðåðûâíû ÷àñòíûå ïðî-èçâîäíûå �lf(x0)�xj1 :::�xjl . Ïîýòîìó �óíêöèþ F (t) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî �îðìóëåÒåéëîðà äëÿ îäíîé ïåðåìåííîéF (t) = l�1Xk=0 tkk!F (k)(0) + rl(t);ãäå rl(t) = tll!F (l)(�t); 0 < � < 1; � - çàâèñèò îò x è t. Âçÿâ äàííóþ �îðìóëóïðè t = 1, ïîëó÷èìF (1) = l�1Xk=0 1k!F (k)(0) + Rl(x); ãäå Rl(x) = rl(1) = 1l!F (l)(�):Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3)-(5) âûòåêàåò íóæíîå íàì ðàçëîæåíèå (*). Òåîðåìàäîêàçàíà. 82



Çàìå÷àíèÿ. 1. �àññìîòðèì ñóììónXj1=1 ::: nXjk=1(xj1 � x0j1):::(xjk � x0jk) �kf(x0)�xj1:::�xjk"Âûíåñåì �îðìàëüíî f(x0) çà çíàê ñóììû": nXj1=1 ::: nXjk=1(xj1 � x0j1):::(xjk � x0jk) �k�xj1�xjk! f(x0) ==  nXj1=1 ::: nXjk=1(xj1 � x0j1):::(xjk � x0jk) ��xj1 ::: ��xjk! f(x0):Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ �îðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ðàñêðûòîì âèäåk-þ ñòåïåíü âûðàæåíèÿ(x1 � x01) ��x1 + :::+ (xn � x0n) ��xn :Ïîýòîìó �îðìóëå Òåéëîðà ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:f(x) = l�1Xk=0 1k! �(x1 � x01) ��x1 + :::+ (xn � x0n) ��xn�k � f(x0)++1l! �(x1 � x01) ��x1 + :::+ (xn � x0n) ��xn�l � f(x0 + �(x� x0)); 0 < � < 1:Çàïèñü ýòà ÷èñòî �îðìàëüíàÿ è åå ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê: ñíà÷àëà ìíîãî-÷ëåí, ñòîÿùèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ �îðìàëüíî âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü k,çàòåì âñå ïîëó÷åííûå ÷ëåíû "óìíîæàþòñÿ"íà f(x0) (f(x0) äîïèñûâàåòñÿâ ÷èñëèòåëÿõ ïðè �k), è òîëüêî ïîñëå ýòîãî âñåì ñèìâîëàì âîçâðàùàåòñÿèõ çíà÷åíèå êàê ïðîèçâîäíûõ.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ â ñëó÷àå l = 1; 2. Ïðè l = 1 îíàèìååò âèä f(x)� f(x0) = nXj=1 �f(x0 + �(x� x0))�xj (xj � x0j)83



è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå îäíîìåðíîé �îðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðà-ùåíèé Ëàãðàíæà íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.Ïðè l = 2 îíà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:f(x) = f(x0) + nXj=1 �f(x0)�xj (xj � x0j) +R2;R2 = 12! nXk=1 nXj=1 �2f(x0 + �(x� x0))�xk�xj (xk � x0k)(xj � x0j) = (1)= 12! nXk=1 nXj=1 �2f(x0)�xk�xj (xk � x0k)(xj � x0j) + "�2;ãäå " ! 0 ïðè � = s nPj=1(xj � x0j)2 ! 0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê �2f�xk�xjíåïðåðûâíà, òî �2f(x0 + �(x� x0))�xk�xj = �2f(x0)�xk�xj + "kj;ãäå "kj ! 0 ïðè �! 0. Ïóñòü � = max j"kjj. Òîãäà����� 12! nXk=1 nXj=1(xk � x0k)(xj � x0j)"kj����� � 12!� nXk=1 nXj=1 jxk � x0kjjxj � x0j j =�2  nXk=1 jxk � x0kj!2 � n�2 �2:Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî nP1 jaj j � pn� nP1 jajj2�1=2, êîòîðîåïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî����� nX1 xjyj�����2 �  nX1 x2j! � nX1 y2j! ïðè xj = jaj j è yj = 1:84



Òàêèì îáðàçîì, 12! nXk=1 nXj=1(xk � x0k)(xj � x0j)"kj = "�2;ãäå j"j < n2� ! 0 ïðè �! 0. Ôîðìóëà (1) äîêàçàíà.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà èç (1)nXk=1 nXj=1 �2f(x0)�xk�xj (xk � x0k)(xj � x0j)åñòü äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà �óíêöèè f , âçÿòûé â òî÷êå x0 îò-íîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé (x1 � x01); :::; (xn� x0n).�4.10 ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌ ÔÓÍÊÖÈÈ n ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÏóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G � Rn çàäàíà �óíêöèÿ f(x) =f(x1; :::; xn).Îïðåäåëåíèÿ. 1Æ: �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 2 Gëîêàëüíûé ìàêñèóì (ìèíèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿëþáûõ x,äëÿ êîòîðûõ kx�x0k < Æ, �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è ïîä÷èíÿåòñÿíåðàâåíñòâó f(x) � f(x0) (f(x) � f(x0)).2Æ: �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, åñëèîíà èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ëèáî ëîêàëüíûé ìèíèìóì.Óñòàíîâèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f ,îáëàäàþùåé â äàííîé òî÷êå x0 ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêàïî âñåì ïåðåìåííûì.Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì èèìååò â íåé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî ïîñëåäíèå ðàâíÿ-þòñÿ â ýòîé òî÷êå íóëþ: �f(x0)�xj = 0; j = 1; :::; n:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ó �óíêöèè f(x1; :::; xn) x1 = x01; :::; xj�1 =x0j�1; xj+1 = x0j+1; :::; xn = x0n. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì �óíêöèþ85



f(x01; :::; x0j�1; xj; x0j+1; :::; x0n) îäíîé ïåðåìåííîé xj. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé �óíê-öèè îäíîé ïåðåìåííîé â òî÷êå xj = x0j ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé�f(x0)�xj . Òàê êàê ïî óñëîâèþ f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì,òî óêàçàííàÿ �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì âòî÷êå xj = x0j , è ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ýòîé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîéâ òî÷êå xj = x0j , ñîâïàäàþùàÿ ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé �f(x0)�xj , ðàâíà íóëþ.Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è èìååò â ýòîéòî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî äè��åðåíöèàë df ýòîé �óíêöèè â òî÷êåx0 ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî äè��åðåíöèàëîâ íåçàâèñè-ìûõ ïåðåìåííûõ dx1; :::; dxn.Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàêdf = �f(x0)�x1 dx1 + :::+ �f(x0)�xn dxn;òî èç ðàâåíñòâ �f(x0)�xj = 0 âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ dx1; :::; dxn ñïðàâåä-ëèâî (â òî÷êå x0) ðàâåíñòâî df = 0.Ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò â îêðåñòíîñòè UÆ(x0) = fx : kx � x0k < Ægíåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è ðàâíûå íóëþ âòî÷êå x0 ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2 ê�îðìóëå Òåéëîðà, ðàçëîæåíèå f ïî �îðìóëå Òåéëîðà èìååò âèä:f(x) = f(x0) + 12! nXk=1 nXj=1 �2f(x0)�xk�xj (xk � x0k)(xj � x0j) + "�2;
ãäå "! 0 ïðè � =s nP1 (xj � x0j)2 ! 0. Îáîçíà÷èì:akj = �2f(x0)�xk�xj ; �k = xk � x0k:86



Òîãäàf(x)� f(x0) = 12 nXk=1 nXj=1 akj�k�j + "�2; ãäå "! 0 ïðè � = ( nX1 �2k)1=2 ! 0:Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà A(�) = nPk=1 nPj=1 akj�k�j ìîæåò îáëàäàòü îäíèì èç÷åòûðåõ ñâîéñòâ:1) A(�) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà, ò.å. A(�) > 0 äëÿ ëþáûõ � =(�1; :::; �n) ñ � > 0.2) A(�) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííà, ò.å. A(�) < 0 äëÿ ëþáûõ � ñ � > 0.3) A(�) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííà, ò.å. A(�) � 0 äëÿ ëþáûõ � èëèA(�) íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà, ò.å. A(�) � 0 äëÿ ëþáûõ � è ïðè ýòîìñóùåñòâóåò òî÷êà �0 = (�01; :::; �0n) ñ �0 =s nP1 �02k > 0 òàêàÿ, ÷òî A(�0) = 0.4) A(�) íå îïðåäåëåííà, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå �0 è �00, ÷òî A(�0) >0; A(�00) < 0.Òåîðåìà. 1) Åñëè �îðìà A(�) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà, òî f èìååòâ x0 ëîêàëüíûé ìèíèìóì.2) Åñëè �îðìà A(�) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííà, òî f èìååò â x0 ëîêàëü-íûé ìàêñèìóì.3) Åñëè �îðìà A(�) íå îïðåäåëåííà, òî f íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êåx0.4) Åñëè �îðìà A(�) íåîòðèöàòåëüíî èëè íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà,òî âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì - ïðè äàííîé èí�îðìàöèè f ìîæåò èìåòüâ òî÷êå x0 ýêñòðåìóì, íî ìîæåò è íå èìåòü åãî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ � ñ � > 0 : �� = � = (�1; :::; �n), ò.å.�j = �j� ; j = 1; :::; n. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòüf(x)� f(x0) = 12 nXk=1 nXj=1 akj�k�j + "�2 = �2 12 nXk=1 nXj=1 akj �k� �j� + "! =87



= �2�12�(�) + "� ; �(�) = nXk=1 nXj=1 akj�k�j;nXj=1 �2j = 1�2 nXj=1 �2j = 1:Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �(�) çàäàíà íà øàðîâîé ïîâåðõíîñòè nP1 �2j =1, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (îáîçíà-÷èì åãî �). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �(�) íåïðåðûâíà íà �. Ïóñòü �0 =(�01; :::; �0n) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà �. �(�) áóäåò íåïðåðûâíà âòî÷êå �0, åñëè 8"0 > 0; 9Æ > 0; 8� 2 �(k� � �0k < Æ ) j�(�)� �(�0)j < "0):Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïóñòü k� � �0k < Æ. Òîãäà, äëÿ ëþáûõ k = 1; :::; n :j�k � �0kj < Æ. j�(�)� �(�0)j = j12 nXk=1 nXj=1 akj(�k�j � �0k�0j )j �� a nXk=1 nXj=1(j�k � �0kjj�j � �0j j+ j�0j jj�k � �0kj+ j�0kjj�j � �0j j) �� an2(Æ2 + 2Æ):Çäåñü a = maxk;j jakj j. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò òàêîå Æ > 0, ÷òî an2(Æ2+2Æ) <"0. Íåïðåðûâíîñòü �(�) äîêàçàíà.Â ñëó÷àå 1) �(�) > 0 íà �. Òàê êàê � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíî-æåñòâî è �(�) íåïðåðûâíà íà �, òî ñóùåñòâóåò min�2� �(�) = �(~�) = m >0; ~� 2 �. Äàëåå, òàê êàê "! 0 ïðè �! 0, òî ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òîäëÿ âñåõ � < Æ : j"j < m4 . Òîãäà äëÿ 0 < � < Æ:f(x)� f(x0) > �2 �m2 � m4 � = m4 �2 > 0;88



ò.å. â òî÷êå x0 f èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.Ñëó÷àé 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �(�) < 0 íà �, ïîýòîìó, òàê êàê �çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è �(�) íåïðåðûâíà íà �, ñóùåñòâóåòmax�2� �(�) = �(~�) = �M; (M > 0; ~� 2 �). Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî Æ > 0,äëÿ âñåõ 0 < � < Æ : j"j < M4 . Ïîýòîìó äëÿ 0 < � < Æ:f(x)� f(x0) < �2��M2 + M4 � = �M4 �2 < 0;ò.å. f èìååò â òî÷êå x ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.Â ñëó÷àå 3), ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò òî÷êà �0, äëÿ êîòîðîé A(�0) > 0 èòî÷êà �00, äëÿ êîòîðîé A(�00) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõòî÷åê �0; �00 áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà �(�0) > 0;�(�00) < 0 è, ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ �; " áóäåò íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî 12�(�0)+" > 0; 12�(�00)+" < 0, ò.å. â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èìåþòñÿ òî÷êè x0;x00(x0�x0 = �0;x00 � x0 = �00), äëÿ êîòîðûõf(x0)� f(x0) = �2(12�(�0) + ") > 0;
f(x00)� f(x0) = �2(12�(�00) + ") < 0;ýòî çíà÷èò, ÷òî f íå èìååò â x0 ýêñòðåìóìà.Â ñëó÷àå 4) �îðìà A(�) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè �0 6= 0 ðàâíà íóëþ. Íîòîãäà, â ñèëó îäíîðîäíûõ ñâîéñòâ �îðìû, A(��0) = 0, ïðè ëþáîì ÷èñëå�. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ òî÷åê x0 = ��0 ìû èìååìf(x0 + x0)� f(x0) = "�2 (�)89



(Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî âñå òî÷êè x0 +x0, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (*) ëå-æàò íà ëó÷å O0O00.) Òàê êàê çíàê "íàì íå èçâåñòåí, òî äëÿ òî÷åê âèäàx0 + x0 ìû íå çíàåì çíàêà ðàçíîñòèf(x0+x0)�f(x0) è ñëåäîâàòåëüíî ìûíå ìîæåì ñêàçàòü èìååò f â x0 ýêñ-òðåìóì èëè íåò. Åäèíñòâåííîå, ÷òîìû ìîæåì ñêàçàòü, ýòî òî, ÷òî åñëè�îðìà A(�) 6� 0 è íåîòðèöàòåëüíîîïðåäåëåííà, òî â x0 íå ìîæåò áûòüìàêñèìóìà, èëè, åñëè A(�) 6� 0 èíåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà, òî â xíå ìîæåò áûòü ìèíèìóìà.Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êàõ âèäà x0 = ��0 ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü çíàêðàçíîñòè f(x)�f(x0), íî â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà � ñ � > 0 òàêàÿ,÷òî A(�) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �(�) > 0 è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì �; " áóäåòòàêèì ìàëûì, ÷òî 12�(�) + " > 0, ò.å. â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êèx0 èìååòñÿ òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé f(x)� f(x0) = �2(12�(�) + ") > 0. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå x0 íå ìîæåò áûòü ìàêñèìóìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà A(�) = nPk=1 nPj=1 akj�k�j == nPk=1 nPj=1 �2f(x0)�xk�xj (xk � x0k)(xj � x0j) åñòü äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà�óíêöèè f â òî÷êå x0, îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé x1 � x01; :::; xn � x0n.Çàìå÷àíèå 2. Ñîñòàâèì ðÿä ãëàâíûõ ìèíîðîâ êâàäðàòè÷íîé �îðìûA(�) �1 = a11; �2 = ���� a11 a12a21 a22 ���� ; :::; �n = ������ a11 ::: a1n::: ::: :::an1 ::: ann ������ :Ïî òåîðåìå Ñèëüâåñòðà èç òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì èìååì:90



1. Åñëè �1 > 0;�2 > 0; :::;�n > 0, òî �îðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-íà.2. Åñëè �1 < 0;�2 > 0;�3 < 0; :::; (�1)n�n > 0, òî �îðìà îòðèöàòåëü-íî îïðåäåëåííà.3. Åñëè �1 � 0;�2 � 0; :::;�n � 0 èëè �1 � 0;�2 � 0; :::; (�1)n�n �0 è ñóùåñòâóåò j, ïðè êîòîðîì �j = 0, òî �îðìà íåîòðèöàòåëüíîîïðåäåëåííà èëè (ñîîòâåòñâåííî) íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííà.4. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ �îðìà íå îïðåäåëåííà.�àññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé. Çàïèøåìf(x1; x2)� f(x01; x02) = 12(A�21 + 2B�1�2 + C�22) + "�2;ãäå A = �2f(x01; x02)�x21 ; B = �2f(x01; x02)�x1�x2 ; C = �2f(x01; x02)�x22 :�ÿä ãëàâíûõ ìèíîðîâ ñîñòîèò èç äâóõ ÷ëåíîâ:�1 = A;�2 = ���� A BB C ���� = AC � B2:Ñëåäîâàòåëüíî,a) åñëè A > 0; AC � B2 > 0, òî f èìååò â x0 = (x01; x02) ëîêàëüíûéìèíèìóì;b) åñëè A < 0; AC � B2 > 0, òî f èìååò â x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì;
) åñëè AC � B2 = 0, òî íåèçâåñòíî, åñòü ëè ýêñòðåìóì;d) åñëè AC �B2 < 0, òî ýêñòðåìóìà íåò.Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ a); b); 
); d) ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòî-ÿòåëüíî.
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�ëàâà V.ÍÅßÂÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ. ÓÑËÎÂÍÛÉ ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌ.�5.1 ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÍÅßÂÍÎÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈÂî ìíîãèõ çàäà÷àõ åñòåñòâîçíàíèÿ âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íåêîòî-ðàÿ ïåðåìåííàÿ U , ÿâëÿþùàÿñÿ �óíêöèåé àðãóìåíòîâ x1; :::; xn, çàäà¼òñÿïîñðåäñòâîì �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿF (U; x1; :::; xn) = 0:Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî U êàê �óíêöèÿ îò x1; :::; xn çàäàíà íåÿâíî,åñëè çàâèñèìîñòü U îò x1; :::; xn çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì �óíêöèîíàëüíîãîóðàâíåíèÿ F (U; x1; :::; xn) = 0.Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå âîïðîñû:1. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå F (U; x1; x2) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðå-øèìî îòíîñèòåëüíî U , òî åñòü îïðåäåëÿåò ÿâíóþ �óíêöèþ U ='(x1; :::; xn)?2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòà ÿâíàÿ �óíêöèÿ U = '(x1; :::; xn) ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé è äè��åðåíöèðóåìîé?×òîáû óáåäèòüñÿ â íåïðîñòîòå çàäàííûõ âîïðîñîâ ïðèâåäåì ïðèìåð.�àññìîòðèì �óíêöèîíàëüíîå óðàâ-íåíèå F (U; x1; x2) = U2 + x21 + x22 �1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò âïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (U; x1; x2)ñ�åðó S ðàäèóñà 1, ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ.1). Î÷å-âèäíî, �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèåF (U; x1; x2) = 0 îïðåäåëÿåò â êðóãåx21 + x22 � 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî ÿâíûõ�óíêöèé.Íàïðèìåð, U = p1� x21 � x22; U = �p1� x21 � x22; U = p1� x21 � x2292



ïðè x1; x2 � 0 è U = �p1� x21 � x22 ïðè îñòàëüíûõ x1; x2 2 f(x1; x2) :x21 + x22 � 1g. Ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ÿâíàÿ�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ F (U; x1; x2) = U2++x21+x22�1 =0. Çà�èêñèðóåì íà ñ�åðå S ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M0 = (u0; x01; x02), íåëåæàùóþ â ïëîñêîñòè Ox1x2, ò.å. òàêóþ, ÷òî U0 6= 0. �àññìîòðèì äîñòà-òî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè M0 : U(M0). Î÷åâèäíî, ÷òî îêðåñòíîñòüU(M0) îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü Ox1x2 (ñì. ðèñ.1). Àíà-ëèòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè �óíêöèþ F (U; x1; x2) = U2+x21+x22�1ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â U(M0), òî óðàâíåíèå F (U; x1; x2) = U2 + x21 +x22 � 1 = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî U è îïðåäåëÿåò åäèí-ñòâåííóþ ÿâíóþ �óíêöèþ U = p1� x21 � x22 ïðè U0 > 0 è, ñîîòâåò-ñòâåííî, U = �p1� x21 � x22, ïðè U0 < 0. Åñëè æå íà ñ�åðå S âçÿòüòî÷êó M1 = (0; x1; x2), òî î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòü ñ�åðû S, ëåæàùàÿ â ëþ-áîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M1, íåîäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòüOx1x2. Àíàëèòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè �óíêöèþ F (U; x1; x2) =U2 + x21 + x22� 1 ðàññìàòðèâàòü â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M1, òî óðàâ-íåíèå F (U; x1; x2) = U2 + x21 + x22 � 1 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàç-ðåøèìûì îòíîñèòåëüíî U . Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �F�U = 2U�óíêöèè F (U; x1; x2) = U2+x21+x22�1 íå ðàâíà íóëþ â òî÷êåM0 è ðàâíàíóëþ â òî÷êå M1. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòèîòíîñèòåëüíî U â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 óðàâíåíèÿ F (U; x1; :::; xn) = 0ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò, ÷òî �F�U 6= 0 â òî÷êå M0.Ñóùåñòâîâàíèå è äè��åðåíöèðóåìîñòü íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèèÏðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó, äîãîâîðèìñÿ ñ öåëüþ ñîêðàùå-íèÿ çàïèñè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâå ïåðåìåííûå x1 è x2 è îáîçíà÷àòüïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ (U; x1; x2) ñèìâîëîì R, à ïðîñòðàíñòâî (x1; x2)ñèìâîëîì R0.
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Òåîðåìà (ñóùåñòâîâàíèÿ è äè��åðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîé �óíêöèè)Ïóñòü �óíêöèÿ F (U; x1; x2) äè��åðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-ñòè òî÷êè M0 = (U0; x01; x02), ïðè÷åì �F�U íåïðåðûâíà â òî÷êå M0. Òîãäà,åñëè â òî÷êå M0 �óíêöèÿ F = 0 , à �F�U 6= 0 , òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷-íî ìàëîãî " > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè M 00 = (x01; x02) 2 R0, âïðåäåëàõ êîòîðîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ U = '(x1; x2), óäî-âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ jU �U0j < " è ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿF (U; x1; x2) = 0 (�)Ïðè÷åì ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà è äè��åðåíöèðóåìà â óêàçàííîé îêðåñò-íîñòè òî÷êè M 00.Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà òðè ÷àñòè.1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãîäîñòàòî÷íî ìàëîãî " > 0 ñó-ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(M 00),â ïðåäåëàõ êîòîðîé ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿU = '(x1; x2), óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óñëîâèþ jU � U0j < " èÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-íèÿ (*). Äëÿ îïðåäåëåííîñòèïîëîæèì �F�U > 0 â òî÷êå M0.Òàê êàê �F�U íåïðåðûâíà â òî÷êåM0, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòüU(M0), â êîòîðîé �F�U > 0.Ïóñòü U(M0) èìååò âèä îòêðûòîãî øàðà 
 äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñàñ öåíòðîì â òî÷êå M0. Çà�èêñèðóåì ÷èñëî " > 0 òàê, ÷òî òî÷êè M1 =(U0 � "; x01; x02);M2 = (U0 + "; x01; x02) 2 
.�àññìîòðèì F (U; x01; x02) êàê �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé U íà îòðåçêå94



[U0�"; U0+"℄. Òàê êàê �F�U > 0 íà [U0�"; U0+"℄, òî �óíêöèÿ F (U; x01; x02)âîçðàñòàåò íà ýòîì îòðåçêå. Íî ïî óñëîâèþ òåîðåìû F (U; x01; x02) = 0 ïðèU = U0, ïîýòîìó F (U; x01; x02) < 0 ïðè U = U0 � "; F (U; x01; x02) > 0ïðè U = U0 + ", ò.å. F (M1) < 0; F (M2) > 0. Äàëåå ðàññìîòðèì �óíêöèèF (U0�"; x1; x2); F (U0+"; x1; x2) äâóõ ïåðåìåííûõ x1 è x2, ò.å. ðàññìîòðèì�óíêöèþ F (U; x01; x02) íà äâóõ ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíîéïëîñêîñòè Ox1x2, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM1, à âòîðàÿ -÷åðåç òî÷êó M2 (ñì. ðèñ.2). Òàê êàê F (M1) < 0; F (M2) > 0 è F (U; x1; x2)íåïðåðûâíà â øàðå 
, òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U(M1); U(M2), â êî-òîðûõ �óíêöèÿ F ñîõðàíÿåò çíàêè òî÷åê M1 è M2. Âîçüìåì ýòè îêðåñò-íîñòè â âèäå îòêðûòûõ êâàäðàòîâ K1 è K2 ñ öåíòðàìè ñîîòâåòñòâåííî âòî÷êàõ M1 è M2 è ñòîðîíàìè, èìåþùèìè äëèíó 2Æ. Àíàëèòè÷åñêè çíà-êîïîñòîÿíñòâî F íà K1 è K2 ìîæíî çàïèñàòü òàê:F (U; x1; x2) < 0 ïðè (U; x1; x2) 2 K1 = f(U; x1; x2) :U = U0 � "; jx1 � x01j < Æ; jx2 � x02j < Æg;F (U; x1; x2) > 0 ïðè (U; x1; x2) 2 K2 = f(U; x1; x2) :U = U0 + "; jx1 � x01j < Æ; jx2 � x02j < Æg;Æ âîçüìåì òàêèì, ÷òî K1; K2 � 
 (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàêM1 è M2 âíóòðåííèå òî÷êè îòêðûòîãî øàðà 
). Ïóñòü � = f(U; x1; x2) :jU � U0j < "; jx1 � x01j < Æ; jx2 � x02j < Æg - îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíûéïàðàëëåëåïèïåä ñ öåíòðîì â òî÷êå M0. Âåëè÷èíû " è Æ ïîäîáðàíû òà-êèì îáðàçîì, ÷òî � � 
, ïîýòîìó âñþäó â � : �F�U > 0. Êðîìå ýòîãî,F (U; x01; x02) < 0 íà K1 - íèæíåé ãðàíè � è F (U; x01; x02) > 0 íà K2 -âåðõíåé ãðàíè �.Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (*) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî U ,åñëè �óíêöèþ F (U; x1; x2) ðàññìàòðèâàòü âíóòðè �. ÏóñòüM 0 = (x1; x2) 2R0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàìjx1 � x01j < Æ; jx2 � x02j < Æ: (1)Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êîîðäèíàò x1 è x2 òî÷êè M 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå÷èñëî U 2 [U0 � "; U0 + "℄ òàêîå, ÷òî F (U; x1; x2) = 0. Çà�èêñèðóåì x1 èx2. �àññìîòðèì F (U; x1; x2) òîëüêî êàê �óíêöèþ àðãóìåíòà U íà îòðåç-95



êå [U0 � "; U0 + "℄, ò.å. ðàññìîòðèì F (U; x1; x2) íà îòðåçêå [ ~M1; ~M2℄, ãäå~M1 = (U0 � "; x1; x2); ~M2 = (U0 + "; x1; x2): �F�U > 0 íà [U0 � "; U0 + "℄,ïîýòîìó �óíêöèÿ F âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [ ~M1; ~M2℄. Íî ó íàñ åñòü óñëî-âèå F ( ~M1) < 0; F ( ~M2) > 0( ~M1 2 K1; ~M2 2 K2), ïîýòîìó âíóòðè îòðåçêà[ ~M1; ~M2℄ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå U òàêîå, ÷òî F (U; x1; x2) = 0,ïðè÷åì jU�U0j < ". Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé �èêñè-ðîâàííîé ïàðû ÷èñåë (x1; x2) 2 K 0 = f(x1; x2) : jx1 � x01j < Æ; jx2 � x02j <Æg ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî U , äëÿ êîòîðîãî F (U; x1; x2) = 0 èjU � U0j < ".Îïèñàííîå ïðàâèëî, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå M 0 = (x1; x2)åäèíñòâåííîå ÷èñëî U 2 [U0 � "; U0 + "℄, äëÿ êîòîðîãîF (U; x1; x2) = 0, îïðåäåëÿåò íà K 0 �óíêöèþ U = '(x1; x2). Ïîýòîìó íà-ìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íàK 0 åäèíñòâåííîé �óíêöèè U = '(x1; x2),óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ jU � U0j < " è ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâ-íåíèÿ F (U; x1; x2) = 0.2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ U = '(x1; x2) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷-êå M 0 = (x1; x2) 2 K 0. Â ëþáîé òî÷êå M 0 2 K 0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùååóñëîâèå: òî÷êå M 0 2 K 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàM = (U; x1; x2) 2 R òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ F (U; x1; x2) îáðàùàåòñÿ â íóëü âòî÷êå M , äè��åðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M è èìååòâ ýòîé îêðåñòíîñòè îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ �F�U . Ïåðå÷èñëåííûåóñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè â òî÷êåM 00 = (x01; x02), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü �óíêöèèU = '(x1; x2) ëèøü â òî÷êå M 00. Íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãîäîñòàòî÷íî ìàëîãî " > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî Æ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-áûõ x1; x2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì jx1 � x01j < Æ ; jx2 � x02j < Æ,ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî jU � U0j < ", ãäå U = '(x1; x2). Åñëè âçÿòü âêà÷åñòâå " ÷èñëî, âûáðàííîå íàìè â ï.1, òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà Æ îáåñ-ïå÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (1). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõï.1 ÷èñëî " ìîæåò áûòü âçÿòî êàê óãîäíî ìàëûì.3. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè U = '(x1; x2) â ëþ-96



áîé òî÷êå M 0 = (x1; x2) îêðåñòíîñòè K 0. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãîâ ï.2, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè U = '(x1; x2)â òî÷êå M 00. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïîëíîå ïðèðàùåíèå 4U �óíêöèè U ='(x1; x2) â òî÷êå M 00 = (x01; x02), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèÿì àðãóìåí-òîâ 4x1;4x2.U0 = '(x01; x02);4U = '(x01+4x1; x02+4x2)�'(x01; x02). Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî òî÷êà (U0 +4U; x01 +4x1; x02 +4x2) 2 S, ò.å.F (U0 +4U; x01 +4x1; x02 +4x2) = 0. Òàê êàê F (U0; x01; x02) = 0, òî4F = F (U0+4U; x01+4x1; x02+4x2)�F (U0; x01; x02) = 0. Â ñèëó óñëîâèÿäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè F (U; x1; x2) â òî÷êå M0 èìååì:4F = �F�U4U + �F�x14x1 + �F�x24x2 + o(�); (2)ãäå � = p4U2 +4x21 +4x22 è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �F�U ; �F�x1 ; �F�x2 áå-ðóòñÿ â òî÷êå M0 = (U0; x01; x02).Çàìåòèì, ÷òî o(�) = 
4U + �4x1 + �4x2, ãäå �; �; 
 ! 0 ïðè 4U ,4x1, 4x2 ! 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî,ïîëó÷èì����
4U + �4x1 + �4x2� ���� � p
2 + �2 + �2 �p4U2 +4x21 +4x22� ==p
2 + �2 + �2 ! 0 ïðè 4U;4x1;4x2 ! 0:Òàêèì îáðàçîì,��F�U + 
�4U +� �F�x1 + ��4x1 + � �F�x2 + ��4x2 = 0: (3)Ôóíêöèÿ U = '(x1; x2) íåïðåðûâíà â òî÷êå M 00, ïîýòîìó 4U ! 0 ïðè4x1;4x2 ! 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî �; �; 
 ! 0 ëèøüïðè óñëîâèè 4x1;4x2 ! 0.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû �F�U 6= 0 â òî÷êåM0. Ïîñêîëüêó 
 ! 0 ïðè4x1;4x2 !0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 4x1;4x2 âûðàæåíèå �F�U + +
 6= 0 è èç (3)97



ìû ïîëó÷èì 4U =  � �F�x1 + ��F�U + 
 !4x1 + � �F�x2 + ��F�U + 
!4x2:Òàê êàê � �F�x1 + ��F�U + 
 = � �F�x1�F�U + �; � �F�x2 + ��F�U + 
 = � �F�x2�F�U + �;ãäå �; � ! 0 ïðè 4x1;4x2 ! 0, òî îêîí÷àòåëüíî4U = ���F=�x1�F=�U �4x1 + ���F=�x2�F=�U �4x2 + �4x1 + �4x2 == ���F=�x1�F=�U �4x1 +���F=�x2�F=�U �4x2 + o(�1); ãäå �1 =q4x21 +4x22:Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà äîêàçûâàåò äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè U ='(x1; x2) â òî÷êå M 00. Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíî çàäàííûõ �óíêöèéÄëÿ ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè U = '(x1; x2) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-ëåíèå: 4U = ���F=�x1�F=�U �4x1 + ���F=�x2�F=�U �4x2 + o(�1);ãäå �1 =q4x21 +4x22: (1)Â òî æå âðåìÿ ìû ðàñïîëàãàåì òåîðåìîé, â êîòîðîé óòâåðæäàëîñü, ÷òîåñëè �óíêöèÿ U = '(x1; x2) äè��åðåíöèðóåìà, òî ñóùåñòâóþò ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå �U=�x1; �U=�x2, ðàâíûå êîý��èöèåíòàì ïðè4x1;4x2 (ñî-îòâåòñòâåííî) â âûðàæåíèè (1). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå�óíêöèè U = '(x1; x2) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:�U�x1 = ��F=�x1�F=�U ; �U�x2 = ��F=�x2�F=�U :98



Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà U = '(x1; :::;xn). Â ýòîì ñëó÷àå �U�xk = ��F=�xk�F=�U ; k = 1; :::; n;Åñëè ìû õîòèì îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ó íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèèU = '(x1; x2) ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà, òî, åñòåñòâåííî, ïðè-õîäèòñÿ óñèëèòü òðåáîâàíèÿ, íàëîæåííûå íà �óíêöèþ F â òåîðåìå ñó-ùåñòâîâàíèÿ. Ïðèõîäèòñÿ òðåáîâàòü, ÷òîáû �óíêöèÿ F (U; x1; x2) áûëàäâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Â ýòèõ ïðåäïîëî-æåíèÿõ âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà.Ââåäåì ïîëåçíîå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèå ïîëíîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (U; x1; x2) - äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ òðåõàðãóìåíòîâ U; x1; x2 è, ÷òî U = '(x1; x2) òàêæå äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíê-öèÿ îò x1; x2. Òîãäà �óíêöèþ F (U; x1; x2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîæ-íóþ �óíêöèþ îò x1; x2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ñëîæíîé �óíêöèèïî x1; x2 áóäåì íàçûâàòü ïîëíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè �óíêöèèF (U; x1; x2) ïî x1; x2 è îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìèDF=Dx1; DF=Dx2. Ïî ïðà-âèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå�îðìóëû äëÿ óêàçàííûõ ïîëíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:DFDx1 = �F�U � �U�x1 + �F�x1 ; DFDx2 = �F�U � �U�x2 + �F�x2 :Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà íåÿâíî çà-äàííîé �óíêöèè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âû÷èñëèì �2U=�x1�x2. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå, ÷òî �F=�x1, �F=�x2 è �F=�U çàâèñÿò îò U; x1; x2, ïðè÷åìU ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò x1; x2, çàïèøåì:�2U�x1�x2 = D ���F=�x1�F=�U �Dx2 = ��F�U � D(�F=�x1)Dx2 + �F�x1 � D(�F=�U)Dx2(�F=�U)2 =99



= ��F�U � �2F�x1�U � �U�x2 + �2F�x1�x2�+ �F�x1 � ��2F�U2 � �U�x2 + �2F�U�x2�(�F=�U)2 :Âñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ �îðìóëó âûðàæåíèå �U�x2 = ��F=�x2�F=�U , áóäåì èìåòü�2U�x1�x2 = �2F�x1�U � �F�x2 � �F�U � �2F�x1�x2 � ��F�U �2 � �2F�U2 � �F�x1 � �F�x2 + �2F�U�x2 � �F�U � �F�x1��F�U �3 :Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �2U�x21 ; �2U�x22 .Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü �2U=�x1�x2 �óíêöèè, íåÿâíî çàäàííîé óðàâíåíè-åì U2 + x41 + x42 � 1 = 0.�U�x1 = �4x312U = �2x31U ; �U�x2 = �2x32U :Äàëåå ïîëó÷èì�2U�x1�x2 = ��U ��2x31U � � �U�x2 = 2x31U2 � �U�x2 = 2x31U2 � ��2x32U � = �4x31x32U3 :�5.2 ÍÅßÂÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ, ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÛÅ ÑÈÑÒÅÌÎÉÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÏðåäïîëîæèì, ÷òî m �óíêöèé8<: U1 = '1(x1; :::; xn);::::::::::::::::::::::::::::::Um = 'm(x1; :::; xn) (1)èùóòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû m �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé8<: F1(U1; :::; Um; x1; :::; xn) = 0;::::::::::::::::::::::::::::::::::Fm(U1; :::; Um; x1; :::; xn) = 0 (2)Èçó÷èì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2) îòíîñèòåëüíî U1; :::Um. Ïîäòåðìèíîì "ðåøåíèå ñèñòåìû (2)"ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü èç m100



�óíêöèé (1), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â (2) âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2)îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà. Ýòî ðåøåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâ-íûì è äè��åðåíöèðóåìûì â íåêîòîðîé îáëàñòè 
 èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-íûõ x1; :::; xn, åñëè êàæäàÿ èç �óíêöèé (1) íåïðåðûâíà è äè��åðåíöè-ðóåìà â îáëàñòè 
. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì R ïðîñòðàíñòâî m + nïåðåìåííûõ U1; :::Um; x1; :::; xn, à ñèìâîëîì R0 ïðîñòðàíñòâî n ïåðåìåí-íûõ x1; :::; xn.Ñîñòàâèì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü:� = ������ �F1�U1 ::: �F1�Um::: ::: :::�Fm�U1 ::: �Fm�Um ������ (3)Áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëèòåëü âèäà (3) îïðåäåëèòåëåì ßêîáè (èëè êðàò-êî ÿêîáèàíîì) �óíêöèé F1; :::; Fm ïî ïåðåìåííûì U1; :::; Um è êðàòêî îáî-çíà÷èì ñèìâîëîì D(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Um) .Ñóùåñòâîâàíèå è äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíîñèñòåìîé �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèéÒåîðåìà. Ïóñòü m �óíêöèé8<: F1(U1; :::; Um; x1; :::; xn);::::::::::::::::::::::::::::::::::Fm(U1; :::; Um; x1; :::; xn) (4)äè��åðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(U01 ; :::; U0m; x01; :::;x0n) ïðîñòðàíñòâà R, ïðè÷åì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèé ïî ïå-ðåìåííûì U1; :::; Um íåïðåðûâíû â òî÷êå M0. Òîãäà, åñëè â òî÷êå M0 âñå�óíêöèè (4) îáðàùàþòñÿ â íóëü, à ÿêîáèàíD(F1; :::; Fm)D(U1; :::; Um) 6= 0;òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñåë "1; :::; "m íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷-êèM 00(x01; :::; x0n) ïðîñòðàíñòâà R0, ÷òî â ïðåäåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùå-ñòâóþò åäèíñòâåííûå m �óíêöèé (1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì101



jU1�U01 j < "; :::; jUm�U0mj < " è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé(2), ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî è äè��åðåíöèðóåìî â óêàçàííîéîêðåñòíîñòè òî÷êè M 00.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.Ïðè m = 1 òåîðåìà óæå äîêàçàíà (�5.1). Äîïóñòèì, ÷òî íàøà òåîðåìàñïðàâåäëèâà äëÿ m � 1 �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîêàæåì ñïðàâåä-ëèâîñòü òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû m �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ, ÿêîáèàí� = D(F1; :::; Fm)D(U1; :::; Um) = ���������
�F1�U1 ::: �F1�Um�1 �F1�Um::::: ::::: ::::: :::::�Fm�1�U1 ::: �Fm�1�Um�1 �Fm�1�Um�Fm�U1 ::: �Fm�Um�1 �Fm�Um

���������îòëè÷åí îò íóëÿ â M0. Ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ (m � 1)-ãîïîðÿäêà ýòîãî ÿêîáèàíà îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå M0. Íå îãðàíè÷èâàÿîáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå M0 îòëè÷åí îò íóëÿ ìèíîð ïî-ðÿäêà m� 1, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì m-ãî ñòîëáöà è m-òîé ñòðîêè.Òîãäà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïåðâûå m � 1 óðàâíåíèé ñèñòå-ìû (2) ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî U1; :::; Um�1. (Çàìå÷àíèå: Åñëè ìû äî-ïóñòèì, ÷òî îòëè÷åí îò íóëÿ ìèíîð (m � 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûéâû÷åðêèâàíèåì i-ãî ñòîëáöà è j-é ñòðîêè, òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èí-äóêöèè ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2): F1 = 0; :::; Fj�1 = 0; Fj+1 =0; :::; Fm = 0 áóäóò ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî U1; :::; Ui�1; Ui+1; :::; Um). Ò.å.äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ "1; :::; "m�1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êèM 000 (U0m; x01; :::; x0n)ïðîñòðàíñòâà R00 ïåðåìåííûõ (Um; x1; :::; xn), ÷òî â ïðå-äåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè m� 1 �óíêöèé8<: U1 = �1(Um; x1; :::; xn);:::::::::::::::::::::::::::::::::::Um�1 = �m�1(Um; x1; :::; xn) (5)óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì jU1 � U01 j < "1; :::; jUm�1 � U0m�1j < "m�1 è ÿâ-ëÿþòñÿ ïðè íàëè÷èè ýòèõ óñëîâèé åäèíñòâåííûì è äè��åðåíöèðóåìûì102



ðåøåíèåì ïåðâûõ m�1 óðàâíåíèé ñèñòåìû (2). Ïîäñòàâèì (5) â Fm = 0.Ïîëó÷èì Fm(U1; :::; Um�1; Um; x1; :::; xn) == Fm(�1(Um; x1; :::; xn); :::;�m�1(Um; x1; :::; xn); Um; x1; :::; xn) = (6)=  (Um; x1; :::; xn):Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) ïðèâîäèò íàñ ê óðàâ-íåíèþ  (Um; x1; :::; xn) = 0: (7)Î÷åâèäíî,  (Um; x1; :::; xn) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîæíóþ �óíê-öèþ. Ôóíêöèè �1; :::;�m�1 ÿâëÿþòñÿ (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) äè�-�åðåíöèðóåìûìè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(M 000 ) òî÷êè M 000 , �óíêöèÿFm(U1; :::; Um; x1; :::; xn) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé U(M0).Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé �óíêöèè ìû óòâåð-æäàåì, ÷òî �óíêöèÿ  (Um; x1; :::; xn) äè��åðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé U(M 000 ).Èç ðàâåíñòâ (6) ñëåäóåò (U0m; x01; :::; x0n) = 0:Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ê óðàâíåíèþ (7) ïðèìåíèìà òåîðå-ìà î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé �óíêöèè è, ÷òî óðàâíåíèå (7) ðàçðåøèìîîòíîñèòåëüíî Um, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî � �Um íåïðåðûâíà è íå ðàâíà0 â òî÷êå M 000 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, âû÷èñëèì � �Um . Ïîäñòàâèì âïåðâûåm�1 óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) �óíêöèè (5), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåìýòèõ óðàâíåíèé, è ïðîäè��åðåíöèðóåì ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì òîæäåñòâàïî Um. Ïîëó÷èì�F1�U1 � ��1�Um + :::+ �F1�Um�1 � ��m�1�Um + �F1�Um = 0::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: (8)�Fm�1�U1 � ��1�Um + :::+ �Fm�1�Um�1 � ��m�1�Um + �Fm�1�Um = 0103



Äàëåå äè��åðåíöèðóåì ïî Um ðàâåíñòâî (6). Ïîëó÷èì�Fm�U1 � ��1�Um + :::+ �Fm�Um�1 � ��m�1�Um + �Fm�Um = � �Um : (9)Óìíîæèì òåïåðü ðàâåíñòâà (8) è (9) íà ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèåäîïîëíåíèÿ �1; :::;�m ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ÿêîáèàíà è ïîñëåýòîãî ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èìm�1Xk=1 ��k�Um � �F1�Uk�1 + :::+ m�1Xk=1 ��k�Um � �Fm�Uk�m++��1 �F1�Um + :::+�m�1�Fm�1�Um +�m�Fm�Um� == m�1Xk=1 ��k�Um ��1�F1�Uk + :::+�m�Fm�Uk �+��1 �F1�Um + :::+�m�Fm�Um� == �m � � �Um :Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ äàííîãî ñòîëáöà îïðåäå-ëèòåëÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãîñòîëáöà ðàâíà îïðåäåëèòåëþ, à ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ äàííî-ãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíå-íèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîãî ñòîëáöà ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó êàæäàÿ êâàäðàòíàÿñêîáêà ðàâíà íóëþ, à êðóãëàÿ ñêîáêà ðàâíà ÿêîáèàíó. Òàêèì îáðàçîì, ìûïîëó÷èì � = �m � � �Um : (10)Çäåñü� - ÿêîáèàí, à�m - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ýëåìåí-òà ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ìèíîðîì, îáâåäåííûì ïóíê-òèðîì è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå ðàâíî 0 â òî÷êå M0. Èñõîäÿ èç ñêàçàí-íîãî, èç (10) íàõîäèì � �Um = ��m :104



Ýòà �îðìóëà, ñïðàâåäëèâàÿ â òî÷êåM 000 , äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ÷àñò-íîé ïðîèçâîäíîé � �Um â òî÷êå M 000 , ò.ê. � è �m ñîñòîÿò èç ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ �óíêöèé F1; :::; Fm ïî U1; :::; Um, êîòîðûå íåïðåðûâíû â òî÷êåM0. Êðîìå òîãî, èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî � �Um 6= 0 â òî÷êå M0,ò.ê. ÿêîáèàí � 6= 0 â òî÷êå M0. Òàêèì îáðàçîì, ê óðàâíåíèþ (7) ìîæíîïðèìåíèòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè, ò.å. äëÿ äîñòàòî÷-íî ìàëîãî "m íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè M 00(x01; :::; x0n) 2 R0 òàêàÿ, ÷òîâñþäó â ýòîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíà �óíêöèÿUm = 'm(x1; :::; xn);êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ jUm � U0mj < "m è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-íûì, íåïðåðûâíûì è äè��åðåíöèðóåìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7).Ôóíêöèè U1 = �1(Um; x1; :::; xn):::::::::::::::::::::::::::: (11)Um�1 = �m�1(Um; x1; :::; xn)ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïåðâûõ m� 1 óðàâíåíèé F1; :::; Fm = 0 ïðè ëþáûõ(Um; x1; :::; xn) 2 U(M 000 ). Ïîýòîìó, âûáðàâ "m > 0 òàêèì, ÷òî (Um; x1; :::; xn)2 U(M 000 ), ãäå Um = 'm(x1; :::; xn), è âñòàâëÿÿ �óíêöèþ Um = 'm(x1; :::; xn)â óðàâíåíèå (11), ìû ïîëó÷èì �óíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò x1; :::; xn:U1 = �1('m(x1; :::; xn); x1; :::; xn) = '1(x1; :::; xn)::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::Um = �m�1('m(x1; :::; xn); x1; :::; xn) = 'm�1(x1; :::; xn)Ïî òåîðåìå î äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé �óíêöèè óòâåðæäàåì, ÷òîêàæäàÿ èç �óíêöèé '1; :::; 'm�1 äè��åðåíöèðóåìà â U(M 00), ãäå M 00 =(x01; :::; x0n). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî m �óíêöèé8<: U1 = '1(x1; :::; xn);:::::::::::::::::::::::::::;Um = 'm(x1; :::; xn); (12)105



óäîâëåòâîðÿþò â U(M 00) óñëîâèÿì jU1 � U01 j < "1; :::; jUm � U0mj < "m èÿâëÿþòñÿ ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíûì è äè��åðåíöèðóåìûì ðåøå-íèåì èñõîäíîé ñèñòåìû.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî �óíê-öèè (12) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþ-ùèì óñëîâèÿì jU1�U01 j < "1; :::; jUm�U0mj < "m (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõè ïîëîæèòåëüíûõ "1; :::; "m).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå �óíêöèé (12) ñóùåñòâóþò åùå m �óíêöèé8<: Û1 = '̂1(x1; :::; xn);:::::::::::::::::::::::::::;Ûm = '̂m(x1; :::; xn); (13)òàêæå ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿìjÛ1 � U01 j < "1; :::; jÛm � U0mj < "m. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïåðâûåm � 1 �óíêöèé (13) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðè çàäàííîì Um = Ûm åäèí-ñòâåííîå è äè��åðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ïåðâûõ m� 1 óðàâíåíèé (2). Íîïðè çàäàííîì Um åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïåðâûõm�1 óðàâíåíèé(2) äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè (5), ò.å. ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:Û1 = �1(Ûm; x1; :::; xn)::::::::::::::::::::::::::: (14)Ûm�1 = �m�1(Ûm; x1; :::; xn)(Çäåñü �1; :::;�m�1 òå æå �óíêöèè, ÷òî è â ðàâåíñòâå (5)). Ìû èìååìïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (2):Fm(U1; :::; Um; x1; :::; xn) = 0Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå âìåñòî U1; :::; Um�1 �óíêöèè èç ñèñòåìû (5)è �óíêöèè (14), ìû ïîëó÷èì äâà îäèíàêîâûõ óðàâíåíèÿ  (Um; x1; :::;xn) = 0;  (Ûm; x1; :::; xn) = 0. Òàêèì îáðàçîì, Um = 'm(x1; :::; xn) èÛm = '̂m(x1; :::; xn) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ.Íî ìû äîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèå  (�) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â106



U(M 00), è ñëåäîâàòåëüíî, Um = Ûm, ò.å. 'm(x1; :::; xn) = '̂m(x1; :::; xn). Èçýòîãî ðàâåíñòâà è èç ñîîòíîøåíèé (14) ñëåäóåò, ÷òî U1 = Û1; :::; Um = Ûm.×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé, íåÿâíî çàäàâàåìûõñèñòåìîé �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèéÄîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÷àñò-íûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé8<: U1 = '1(x1; :::; xn)::::::::::::::::::::::::::Um = 'm(x1; :::; xn) (1)Ïîäñòàâèì ýòè �óíêöèè â èñõîäíóþ ñèñòåìó �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-íèé, ðåøåíèåì êîòîðîé ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ, è ïðîäè��åðåíöèðóåìïîëó÷èâøèåñÿ òîæäåñòâà ïî xl; l = 1; :::; n. Ïîëó÷èì8<: �F1�U1 � �U1�xl + :::+ �F1�Um � �Um�xl + �F1�xl = 0:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;�Fm�U1 � �U1�xl + :::+ �Fm�Um � �Um�xl + �Fm�xl = 0 (2)Ýòè ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñè-òåëüíî m íåèçâåñòíûõ �U1�xl ; :::; �Um�xl . Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ÿêîáèàíD(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Um) 6= 0 â U(M0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëàìè Êðàìåðà�Uk�xl = D(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Uk�1;xl;Uk+1;:::;Um)D(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Um) : (3)Çàìå÷àíèå. D(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Uk�1;xl;Uk+1;:::;Um) ïîëó÷àåòñÿ èç ÿêîáèàíà D(F1;:::;Fm)D(U1;:::;Um) çàìå-íîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà0B� �F1�Uk...�Fm�Uk 1CA íà ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ107



0B� �F1�xl...�Fm�xl 1CA.Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîëó-÷èòü ïîñðåäñòâîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ �îðìóë (3), íî äëÿ ýòîãî íåîáõî-äèìî, ÷òîáû �óíêöèè F1(U1; :::; Um; x1; :::; xn); :::; Fm(U1; :::; Um; x1; :::; xn)áûëè äè��åðåíöèðóåìû ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç.�5.3 ÓÑËÎÂÍÛÉ ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÌû óæå çàíèìàëèñü îòûñêàíèåì ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ �óíêöèè,àðãóìåíòû êîòîðîé íå ñâÿçàíû íèêàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè.Âìåñòå ñ òåì ÷àñòî â ìàòåìàòèêå è â åå ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷àîá îòûñêàíèè ýêñòðåìóìîâ �óíêöèè, àðãóìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-þò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ñâÿçè. Ýêñòðåìóìû òàêîãî ðîäà ìû áóäåìíàçûâàòü óñëîâíûìè. Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäà÷èîá îòûñêàíèè óñëîâíîãîýêñòðåìóìà. Òðåáóåòñÿíàéòè ýêñòðåìóì �óíê-öèè U = x2 + y2 ïðèóñëîâèè, ÷òî àðãóìåíòûýòîé �óíêöèè óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèÿì ñâÿçèx+ y � 1 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìóìû �óíêöèè U = x2 + y2 èùóòñÿ íå íà âñåéïëîñêîñòè Oxy, à ëèøü íà ïðÿìîé x+y�1 = 0. Ïîäñòàâèì â U = x2+y2çíà÷åíèå y, îïðåäåëåííîå èç óñëîâèÿ x+y�1 = 0, è ñâåäåì òàêèì îáðàçîìïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å îá îòûñêàíèè áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà�óíêöèè U = x2 + (1� x)2 = 2x2 � 2x+ 1.108



U 0 = 4(x� 12) = 0;U 00 = 4) �óíêöèÿ U = 2x2 � 2x+ 1 èìååò ìèíèìóìU = 12 ïðè x = 12. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ U = x2 + y2 ïðè íàëè÷èèóñëîâèÿ ñâÿçè x + y � 1 = 0 èìååò óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êå �12; 12�.Çàìåòèì, ÷òî áåçóñëîâíûé ìèíèìóì �óíêöèè U = x2 + y2 äîñòèãàåòñÿ âòî÷êå (0; 0) è ðàâåí U = 0.Ïåðåéäåì ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðå-ìóì �óíêöèè m+ n ïåðåìåííûõU = f(x1; :::; xn; y1; :::; ym) (1)ïðè íàëè÷èè m óñëîâèé ñâÿçè8<: F1(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0:::::::::::::::::::::::::::::::::::::Fm(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0; (2)Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ (1) ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (2) èìååòóñëîâíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) â òî÷êå M0(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m), êîîðäè-íàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñâÿçè (2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿîêðåñòíîñòü U(M0), â ïðåäåëàõ êîòîðîé çíà÷åíèå �óíêöèè (1) â òî÷êåM0ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) ñðåäè åå çíà÷åíèé âî âñåõ òî÷êàõ,êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìè ñâÿçè.Èíà÷å ãîâîðÿ, óñëîâíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) - ýòî íàèáîëüøåå (íàè-ìåíüøåå)çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êåM0 ïî îòíîøåíèþ íå êî âñåì òî÷êàìèç íåêîòîðîé U(M0), à òîëüêî ê òåì èç íèõ, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäóñîáîé óñëîâèåì ñâÿçè.�àññìîòðèì äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå �óíê-öèè.
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1. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè F1; :::; Fm äè��åðåíöèðóåìû â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè U(M0), ïðè÷åì â òî÷êåM0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíê-öèé ïî y1; :::; ym íåïðåðûâíû, à ÿêîáèàíD(F1; :::; Fm)D(y1; :::; ym) 6= 0:Òîãäà, ïî òåîðåìå î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ "1; :::; "m > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êèM 00 = (x01; :::; x0n) ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ x1; :::; xn, ÷òî âñþäó â ýòîéîêðåñòíîñòè îïðåäåëåíû m �óíêöèéy1 = '1(x1; :::; xn)::::::::::::::::::::::::::; (3)ym = 'm(x1; :::; xn)óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì jy1�y01j < "1; :::; jym�y0mj < "m è ÿâëÿþùèå-ñÿ åäèíñòâåííûì è äè��åðåíöèðóåìûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2). Ïîäñòàâ-ëÿÿ íàéäåííûå �óíêöèè (3) â (1), ìû ïîëó÷èì �óíêöèþ n íåçàâèñèìûõïåðåìåííûõ:U = f(x1; :::; xn; '1(x1; :::; xn); :::; 'm(x1; :::; xn)) = �(x1; :::; xn):Â ïðåäåëàõ U(M0) çíà÷åíèå �óíêöèè �(x1; :::; xn) â ëþáîé òî÷êå(x1; :::; xn) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè f(x1; :::; xn; y1; :::; ym) â ñî-îòâåòñòâóþùåé òî÷êå (x1; :::; xn; y1; :::; ym), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíè-ÿì ñâÿçè (2). Ïîýòîìó âîïðîñ îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå �óíêöèè (1) ïðèóñëîâèÿõ ñâÿçè (2) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î áåçóñëîâíîì ýêñòðåìóìå �óíê-öèè �(x1; :::; xn).Åñëè íàõîæäåíèå �óíêöèè (3) â ÿâíîì âèäå çàòðóäíèòåëüíî (èëè íåâîç-ìîæíî), òî ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü �óíêöèÿ U =f(x1; :::; xn; y1; :::; ym) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå M0 è èìååò â ýòîé òî÷-êå óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (2) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,110



�óíêöèÿ �(x1; :::; xn) èìååò â òî÷êå M 00 áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì. Íåîáõî-äèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè U =�(x1; :::; xn) â òî÷êå M 00 ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ýòîé �óíêöèè èëè ðàâåíñòâî íóëþ äè��åðåíöèàëà ýòîé�óíêöèè, ò.å. d� = ���x1dx1 + :::+ ���xndxn = 0; (4)�(x1; :::; xn) = f(x1; :::; xn; '1(x1; :::; xn); :::; 'm(x1; :::; xn)), ïîýòîìó ���xi =�f�y1 � �y1�xi + :::+ �f�ym � �ym�xi + �f�xi ; i = 1; :::; n. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè �îðìóëû â (4),ïîëó÷èì�f�x1dx1 + :::+ �f�xndxn + nXi=1 � �f�y1 � �y1�xi + :::+ �f�ym � �ym�xi � dxi == nXi=1 �f�xidxi + �f�y1 nXi=1 �y1�xidxi + :::+ �f�ym nXi=1 �ym�xi dxi = (5)nXi=1 �f�xidxi + mXj=1 �f�yj dyj = 0Èç (5) íåëüçÿ çàêëþ÷èòü î ðàâåíñòâå íóëþ êîý��èöèåíòîâ ïðè äè�-�åðåíöèàëàõ, ò.ê. íå âñå ýòè äè��åðåíöèàëû ïðîèçâîëüíû (dyj - äè�-�åðåíöèàëû çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ). Ïîýòîìó íóæíî èñêëþ÷èòü dy1; :::;dym èç (5). Ñäåëàåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèÿ ñâÿçè (2) ìû ïîäñòàâèì �óíêöèè (3),ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2). Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (2) îáðàòÿòñÿ âòîæäåñòâà, è ìû ïîëó÷èì, äè��åðåíöèðóÿ ýòè òîæäåñòâà:8><>: �F1�x1dx1 + :::+ �F1�xndxn + �F1�y1 dy1 + :::+ �F1�ymdym = 0:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::�Fm�x1 dx1 + :::+ �Fm�xn dxn + �Fm�y1 dy1 + :::+ �Fm�ym dym = 0 (6)Òàê êàê ÿêîáèàí D(F1;:::;Fm)D(y1;:::;ym) 6= 0 â òî÷êå M0, òî èç ëèíåéíîé ñèñòåìû (6)äè��åðåíöèàëû dy1; :::; dym ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ëèíåéíûå �óíê-111



öèè îò dx1; :::; dxn äè��åðåíöèàëîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâ-ëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ dy1; :::; dym â (5), ïðèäåì ê ðàâåíñòâód� = nXi=1 Ai(x1; :::; xn; y1; :::; ym)dxi; (7)ãäå A1; :::; An - íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõf; F1; :::; Fm.Åñëè â òî÷êå M 00(x01; :::; x0n) �óíêöèÿ �(x1; :::; xn) èìååò ýêñòðåìóì, òîd�jM 00 = 0, ò.å. nXi=1 Ai(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m)dxi = 0; (8)ãäå y0j = 'j(x01; :::; x0n); j = 1; :::;m. Òàê êàê dxi; i = 1; :::; n - äè��åðåí-öèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî èç (8) ïîëó÷àåìAi(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m) = 0; i = 1; :::; n: (9)�àâåíñòâà (9) ÿâëÿþòñÿ, òàêèì îáðàçîì,íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñ-òðåìóìà �óíêöèè �(x1; :::; xn) â òî÷êå M 00 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåîá-õîäèìûìè óñëîâèÿìè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f(x1; :::; xn; y1; :::;ym) â òî÷êå M0 ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (2).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷êèM0 âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìàíóæíî ðåøèòü ñèñòåìó n+m óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n+m íåèçâåñòíûõ:� Fj(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0; j=1,...,mAi(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0; i=1,...,nÅñëè òî÷êà M0 âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà íàéäåíà, òî åå äàëüíåéøåå èñ-ñëåäîâàíèå ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì âòîðîãî äè��åðåíöèàëà d2�jM 00. Åãîìîæíî âû÷èñëèòü (�óíêöèè (1) è (2) ïðåäïîëàãàþòñÿ äâàæäû äè��å-ðåíöèðóåìûìè), äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (7) äëÿ d� è èñïîëüçóÿ âû-ðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëîâ dy1; :::; dym, íàéäåííûå èç ñèñòåìû (6). Âèòîãå íàõîäèì d2�jM 00 - êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò ïåðåìåííûõ dx1; :::; dxn.112



Åñëè ýòà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåí-íà, òî �óíêöèÿ (1) èìååò â òî÷êåM0 óñëîâíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ïðèóñëîâèÿõ ñâÿçè (2).2. Ìåòîä Ëàãðàíæà.�àññìîòðèì äðóãîé ìåòîä îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, ïðåäëî-æåííûé Ëàãðàíæåì. Óìíîæèì ðàâåíñòâà (ñì. (6)):8><>: �F1�x1dx1 + :::+ �F1�xndxn + �F1�y1 dy1 + :::+ �F1�ymdym = 0:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::�Fm�x1 dx1 + :::+ �Fm�xn dxn + �Fm�y1 dy1 + :::+ �Fm�ym dym = 0íà ïðîèçâîëüíûå (è ïîêà åùå íåîïðåäåëåííûå) ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè�1; :::; �m. Ïîëó÷åííûå ïîñëå óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâà ñëîæèì ïî÷ëåííî ñðàâåíñòâîì (ñì. (5)):�f�x1dx1 + :::+ �f�xndxn + �f�y1dy1 + :::+ �f�ymdym = 0Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì� �x1dx1 + :::+ � �xndxn + � �y1dy1 + :::+ � �ymdym = 0; (10)ãäå ñèìâîëîì  (x1; :::; xn; y1; :::; ym) îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ  = f + �1F1 +::: + �mFm, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü �óíêöèåé Ëàãðàíæà. Ñ÷èòàÿ,÷òî äëÿ �óíêöèé F1; :::; Fm âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ðàçðåøèìî-ñòè �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. íà÷àëî ï.1) è ÷òî �óíêöèÿ f äè�-�åðåíöèðóåìà, âûáåðåì ìíîæèòåëè �1; :::; �m òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñüðàâåíñòâà � �y1 = 0; :::; � �ym = 0: (11)Ýòî çàâåäîìî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ðàâåíñòâà ýòè ïðèâîäÿò ê ëèíåéíîéñèñòåìå 8><>: �f�y1 + �1 �F1�y1 + :::+ �m�Fm�y1 = 0;:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;�f�ym + �1 �F1�ym + :::+ �m�Fm�ym = 0113



îïðåäåëèòåëü êîòîðîé (ÿêîáèàí D(F1;:::;Fm)D(y1;:::;ym) ) îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ñèëó ðà-âåíñòâ � �y1 = 0; :::; � �ym = 0 ðàâåíñòâî (10) ïðèíèìàåò âèä� �x1dx1 + :::+ � �xndxn = 0: (12)Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèÿõ (ïðè íèõ ñèñòåìà8<: F1(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0;:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;Fm(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî y1; :::; ym) ïåðåìåííûåx1; :::; xn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò� �x1 = 0; :::; � �xn = 0:Ê óðàâíåíèÿì � �y1 = 0; :::; � �ym = 0; � �x1 = 0; :::; � �xn = 0ïðèñîåäèíèì óðàâíåíèÿ ñâÿçè8<: F1(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0;::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::Fm(x1; :::; xn; y1; :::; ym) = 0Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n+ 2m óðàâíåíèé (íåîáõîäèìîå óñëî-âèå Ëàãðàíæà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà) äëÿ îïðåäåëåíèÿ n+m êîîðäèíàòòî÷åê âîçìîæíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà è m ìíîæèòåëåé �1; :::; �m.Çàìå÷àíèå. Ïðàêòè÷åñêè ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ëàãðàíæà ïîñòóïàþòñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòàâëÿþò �óíêöèþ Ëàãðàíæà è äëÿ ýòîé �óíê-öèè íàõîäÿò òî÷êè âîçìîæíîãî áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Äëÿ èñêëþ÷å-íèÿ ìíîæèòåëåé �1; :::; �m ïðèâëåêàþò óñëîâèÿ ñâÿçè.114



Äîïóñòèì, ÷òî â òî÷êåM0 âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Ëàãðàíæàóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà� �y1 = 0; :::; � �ym = 0; � �x1 = 0; :::; � �xn = 0; F1 = 0; :::; Fm = 0: (13)Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû �óíêöèè f è F1; :::; Fm áûëè äâàæäûäè��åðåíöèðóåìû â U(M0) è ÷òîáû èìåëè â òî÷êå M0 íåïðåðûâíûå÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà.Âîïðîñ î êà÷åñòâå â òî÷êå M0 óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà çàâèñèò îò çíàêàðàçíîñòè f(x1; :::; xn; y1; :::; ym)�f(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m) â íåêîòîðîé U(M0)ñ ñóùåñòâåííîé îãîâîðêîé î òîì, ÷òî òî÷êè (x1; :::; xn; y1; :::; ym) 2 U(M0)óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (óñëîâèÿì) ñâÿçè F1 = 0; :::Fm = 0. Èç êîí-ñòðóêöèè �óíêöèè Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì ñâÿçè, ðàçíîñòü f(x1; :::; xn; y1; :::; ym) � f(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m)ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ  (x1; :::; xn; y1; :::; ym)� (x01; :::; x0n; y01; :::; y0m), ò.å.ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿçè ýêñòðåìóìû �óíêöèé f è  ñîâïàäàþò.Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè x01; :::; x0n; y01; :::; y0m; �01; :::; �0m - ðå-øåíèå ñèñòåìû (13) (òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî), òîM0(x01; :::; x0n; y01; :::; y0m) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âîçìîæíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìó-ìà �óíêöèè (1) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (2) è äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ýòîéòî÷êè ñâÿçàíî, êàê è â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ñ ðàññìîòðåíè-åì âòîðîãî äè��åðåíöèàëà d2F jM 00 �óíêöèè F (M 0) = F (x1; :::; xn) = (x1; :::; xn; '1(x1; :::; xn); :::; 'm(x1; :::; xn)), ãäå  = f+�01F1+ :::+�0mFm.Óêàçàííûé äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëåd2F jM 00 = n+mXi=1 n+mXj=1 �2 �xi�xj (M0)dxidxj; (14)ãäå dx1; :::; dxn - äè��åðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, à dxn+1; :::;dxn+m - äè��åðåíöèàëû íåÿâíûõ �óíêöèé (3) â òî÷êåM 00. Ôîðìóëà (14)ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ d2F jM 00 ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîéäè��åðåíöèàë �óíêöèè Ëàãðàíæà â òî÷êå M0, ïðè÷åì òàê, êàê åñëèáû âñå àðãóìåíòû x1; :::xn; xn+1; :::; xn+m áûëè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåí-115



íûìè, à çàòåì dxn+1 = dy1; :::; dxn+m = dym çàìåíÿþòñÿ äè��åðåíöè-àëàìè íåÿâíûõ �óíêöèé â òî÷êå M 00. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ d2F jM 00 -êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îò dx1; :::; dxn. Åñëè ýòà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëî-æèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà, òî â òî÷êå M0 �óíêöèÿ (1) èìååòóñëîâíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (2), à åñëè d2F jM 00 -íåîïðåäåëåííàÿ (çíàêîïåðåìåííàÿ) êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, òî â òî÷êå M0�óíêöèÿ (1) íå èìååò óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.3. Ïðèìåð.1) Ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ íàéòè ýêñòðåìóì �óíêöèèU = x+ y + z2: (1)Ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè � z � x = 1y � zx = 1 (2)�åøåíèå. Èç (2) íàõîäèìy = x2 + x+ 1; z = x+ 1:Ïîäñòàâèì íàéäåííûå y è z â (1). Ïîëó÷èì �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîéx U(x) = 2x2 + 4x + 2, äëÿ êîòîðîé ðàññìîòðèì çàäà÷ó î áåçóñëîâíîìýêñòðåìóìå. U 0 = 4x = 4 ïðè x = �1. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ U(x)èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà x = �1. ÏîñêîëüêóU 00(�1) = 4 > 0, òî â òî÷êå x = �1 �óíêöèÿ U(x) èìååò ìèíèìóì. Èç(2) íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå x = �1 çíà÷åíèÿ y è z : y = 1; z = 0. Òà-êèì îáðàçîì, �óíêöèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (2) èìååò â òî÷êå (�1; 1; 0)ìèíèìóì, ïðè÷åì U(�1; 1; 0) = 0.2) Ñõåìîé ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, íå ñâÿçàííîé ñ íàõîæäåíèåìâ ÿâíîì âèäå ïåðåìåííûõ y è z, íàéòè ýêñòðåìóì �óíêöèè (1) ïðè óñëî-âèÿõ ñâÿçè (2).�åøåíèå. Âû÷èñëÿÿ äè��åðåíöèàëû îò îáåèõ ÷àñòåé (2), ïîëó÷èì� dz = dxdy � zdx� xdz = 0116



Îòñþäà íàõîäèì � dy = (z + x)dzdz = dx (3)Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ dy; dz â âûðàæåíèå äëÿ äè��åðåíöèàëà�óíêöèè (1) dU = dx+ dy+ 2zdz. Ïîëó÷èì dU = (1+ x+ 3z)dx = Adx.�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé (2) è óðàâíåíèÿA = 0: 8<: z � x = 1y � xz = 11 + x+ 3z = 0Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (�1; 1; 0), ò.å. M0(�1; 1; 0) - åäèí-ñòâåííàÿ òî÷êà âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè (1) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè(2). Äè��åðåíöèðóÿ Adx, ïîëó÷èìd2U = (dx+ 3dz)dx:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dz = dx, íàõîäèìd2U jM0 = 4(dx)2 > 0:Ñëåäîâàòåëüíî, M0(�1; 1; 0) - òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.3) Ìåòîäîì Ëàãðàíæà íàéòè ýêñòåìóì �óíêöèè (1) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè(2).�åøåíèå. Ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà = x+ y + 2z + �1(z � x� 1) + �2(y � zx� 1)è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:8>>>>><>>>>>:
� �x = 1� �1 � �2z = 0� �y = 1 + �2 = 0� �z = 2z + �1 � �2x = 0F1 = z � x� 1 = 0F2 = y � xz � 1 = 0117



Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = �1; y = 1; z = 0; �1 = 1; �2 =�1, ò.å.M0(�1; 1; 0) - åäèíñòâåííàÿ òî÷êà âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà �óíê-öèè (1) ïðè óñëîâèÿõ (2). Âû÷èñëèì âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèè Ëà-ãðàíæà: d2 = 2(dz)2 � 2�2dxdz:Ïîäñòàâëÿÿ �2 = �1 è dz = dx (ñì. (3)), ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò îäíîé ïåðåìåííîé dx : 4(dx)2. Îò-ñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (2) èìååò â òî÷êåM0(�1; 1; 0) óñëîâíûé ìèíèìóì.

118



ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ôèõòåíãîëüö �.Ì. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-ëåíèÿ. Ò.2, 1966, Ì: "Íàóêà".2. Íèêîëüñêèé Ñ.Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò.1, 1975, Ì: "Íà-óêà".3. Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.�. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. ×àñòü1,1982, Ì: "Íàóêà".4. Øåðñòíåâ À.Í. Êîíñïåêò ëåêöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Êà-çàíñêîå ìàòåì. îáùåñòâî. Êàçàíü ÓÍÈÏ�ÅÑÑ, 1998.5. Êóäðÿâöåâ Ë.Ä Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîã àíàëèçà. Ò.1, 1981, Ì: "Âûñøàÿøêîëà".6. Èëüèí Â.À., Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ñåíäîâ Á.Õ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.1979, Ì: "Íàóêà".7. Àðõèïîâ �.È., Ñàäîâíè÷èé Â.À., ×óáàðèíîâ Â.Í., Ëåêöèè ïî ìàòå-ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. 1999, Ì: "Âûñøàÿ øêîëà".8. Äóáðîâèí Â.Ò Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ×.1, Êàçàíü:Êàçàíñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 2003.

119



Î�ËÀÂËÅÍÈÅÏðåäèñëîâèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È �ßÄÛ�ëàâà I. ×èñëîâûå ðÿäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4�1.1 Îïðåäåëåíèÿ.Äåéñòâèÿ ñ ðÿäàìè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4�1.2 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. . . . . . 5�1.3 Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõäèìîñòè è ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ. . . . . . . . . . 6�1.4 Àáñîëþòíî ñõäÿùèåñÿ ðÿäû. �ÿä Ëåéáíèöà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11�1.5 Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12�1.6 Äâîéíûå è ïîâòîðíûå ðÿäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14�ëàâà II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèè ðÿäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21�2.1 Îáëàñòü ñõîäèìîñòè.�àâíîìåðíàÿ ñõäèìîñòü.Êðèòåðèé Êîøè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21�2.2 Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè�óíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25�2.3 Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéè ðÿäîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31�2.4 Ñòåïåííûå ðÿäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÅÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉÌÍÎ�ÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ�ëàâà III. n - ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40�3.1 Âåêòîðíîå n - ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40�3.2 Òîïîëîãèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. �àñøèðåííîååâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43�3.3 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Âåéåðøðàññà. . . . . . . . . . . . . . . 45�3.4 Îòîáðàæåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîíÿòèå120



ïðåäåëà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48�3.5 Ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52�3.6 Íåïðåðûâíûå �óíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53�ëàâà IV. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèåâ åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58�4.1 Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-�óíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58�4.2 Äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. . . . . . . . . . . 61�4.3 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66�4.4 Äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèè. Ôîðìóëàêîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68�4.5 Èíâàðèàíòíîñòü �îðìû äè��åðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà. . . . 73�4.6 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74�4.7 Äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ äëÿ �óíêöèèìíîãèõ ïåðåìåííûõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77�4.8 Äè��åðåíöèàëû ñëîæíîé �óíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79�4.9 Ôîðìóëà Òåéëîðà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81�4.10 Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì �óíêöèè n ïåðåìåííûõ. . . . . . . . . . . . . . 85�ëàâà V. Íåÿâíûå �óíêöèè. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. . . . . . . . 92�5.1 Ñóùåñòâîâàíèå è äè��åðåíöèðóåìîñòü íåÿâíîçàäàííîé �óíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92�5.2 Íåÿâíûå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé�óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100�5.3 Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108Ëèòåðàòóðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

121


