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В статье представлена одна из задачных конструкций, зарекомендовавших себя в практике математического образования – обращённые задачи, предназначенные для лучшего усвоения школьниками взаимосвязей величин, характеризующих задачную ситуацию, а также раскрывается образовательная ценность обращения задач как одного из приёмов дополнительной работы над задачей, способствующей развитию креативности обучаемых, вовлечению их в творческую математическую деятельность, как на уроке, так и внеурочное время.
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One of the zadachnykh of the designs which have proved in practice of mathematical education – the turned tasks intended for the best assimilation by school students of interrelations of the sizes characterizing a zadachny situation is presented in article and also the educational value of the address of tasks as one of methods of additional work on the task contributing to the development of creativity of trainees, their involvement in creative mathematical activity as at a lesson, and after hours reveals.
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Одной из главных проблем, которую постоянно приходится решать учителю в процессе подготовки к занятиям, является отбор задач, наилучшим образом отвечающих поставленным образовательным целям.  Так А.М. Гольдман и Л.И. Звавич закономерно приходят к выводу о том, что «одна задача, сама по себе мало чего стоит»[4] и для достижения той или иной образовательной цели важна целая их совокупность или серия взаимосвязанных задач. От успешного решения этого вопроса, полагают они, в большей степени зависит качество и каждого урока математики, и всего матматического образования школьников.
Среди одних из эффективных задачных конструкций, используемых в теории обучения математике, можно выделить обращенные задачи, решаемые наряду с прямыми задачами. Указания на этот счет имеются в работах многих известных психологов и педагогов-математиков (В.А. Крутецкий, 

Д. Пойа, Г.И. Саранцев, Л.М. Фридман, П.М. Эрдниев и др.) [6].

Несмотря на то, что наиболее последовательно этого положения  придерживался автор теории укрупнения дидактических единиц  П.М. Эрдниев, академик не даёт каких-либо семантических, структурных или функциональных характеристик обращенных задач как совокупности задач дидактического назначения.
Комментируя изложенное выше, выскажем мнение о том, что, несмотря на традиционно закрепившееся в методике математики одинаковое название для всех задач, получаемых в результате осуществления частичного или полного обращения элементов условия и требования исходной задачи – «обратная задача», в условиях проектирования высокоэффективных методик обучения современных школьников целесообразнее было бы различать получаемые при этом задачи и употреблять разные термины ( «обращённая задача» и «обратная задача».

Отметим, что под обращением математической задачи следует понимать последовательное видоизменение её путём извлечения из её условия части или даже всех данных и включения их в требование; при этом из него, соответственно, исключаются несколько или все найденные искомые и переводятся в условие; обращённая задача станет обратной по отношению к исходной, если все её требования и условия полностью поменяются местами. Обратная задача получается в предельном случае обращения исходной задачи. Кроме того, всякую обратную задачу можно назвать обращённой, обратное утверждение не верно, то есть не всякая обращённая задача является обратной [1].
Приём обращения задачи содержит в себе значительный дидактический и развивающий потенциал. О том, что он далеко не полностью используется в школьной практике обучения математике, упоминали многие педагоги-математики: А.К. Артёмов, В.Г. Болтянский, Г.В. Дорофеев, М.И. Зайкин, В.А. Крутецкий, В.В. Репьёв, Г.И. Саранцев, Л.М. Фридман и др. 
Синтезируя различные мнения, выделим следующее.

Во-первых, составление и решение обращённых задач способствует лучшему пониманию структуры математической задачи, обеспечивает более глубокое осознание тех взаимосвязей и отношений, которые свойственны задачной ситуации, позволяет школьникам как бы заглянуть внутрь структуры задачи и увидеть взаимосвязи её данных, данных и искомых и тем самым понять её математическую сущность. 

Во-вторых, такая работа над уже решённой задачей приобщает учащихся к математическому творчеству, способствует развитию их креативности, поскольку процесс обращения адекватен процессу исследования определенной проблемы и обеспечивает формирование у школьников умений, необходимых для выполнения творческих исследовательских работ [2]. 

В-третьих, что на наш взгляд является наиболее важным в условиях развивающей образовательной парадигмы современной школы, ценность приёма обращения заключается в превращении прямой связи мыслей в обратную связь, что способствует развитию такого фундаментального умственного качества как гибкость мышления. При традиционной методике обучения математике, основанной на решение однотипных задач, какими бы сложными они не были, мышление обогащается преимущественно цепью переходов между мыслями одного направления, что способствует формированию конвергентного мышления, но не как не дивергентного, так необходимого современному человеку. Более того в процессе обращение математических задач учащимся приходится осуществлять целенаправленный перебор различных комбинаций из элементов условия и требования задачи, получение которых не ограничивается конечным числом шагов, а предполагает их выбор из многочисленных вариантов, что содействует развитию комбинаторных умений школьников. Кроме этого, в ходе такой работы им постоянно приходится контролировать правильность выбора новых данных и искомых задачи, обосновывать свой выбор, всё это способствует формированию таких мыслительных операций как анализ, синтез, сравнении, обобщение, конкретизация и др., что в свою очередь оказывает влияние на развитие такого качества мышления как логичность. В некоторых случаях, в итоге обращения задачи, возможно, получение неразрешимой задачи или задачи с избыточными данными, поэтому такие условия ставят учащегося перед необходимостью взвесить и оценить каждое возможное решении вновь полученных обращённых задач, чтобы избежать ошибки. Выработка этого умения, на наш взгляд, способствует развитию критичности их мышления.

В-четвертых, в процессе обращения задачи и последующего решения обращённых задач происходит формирование действий, необходимых для овладения общим умением решать задачи: извлекать информацию из условия и требования задачи, вычленять отдельные элементы и комбинировать их, переформулировать условие и требование, выводить следствия, работать с математическими моделями задачи, а также умения формулировать новую задачу [3].

И наконец, в-пятых, подходы к поиску решения обращённых задач нередко отличаются от тех, что использовались при поиске решения исходной задачи, а знакомство с ними существенно обогащает математическую культуру и кругозор учащихся.

Кроме того, дидактическая эффективность приёма обращения задачи определяется:

1) возможностью его использования при изучении любых разделов математики;

2) вскрытием структурных особенностей (взаимосвязей понятий, тем и др.) изучаемого материала;

3) сокращением времени изучения материала;

4)  осознанным пониманием учащимися изучаемого материала;

5) субъективной позицией учащегося – приём обращения задачи  приводит ученика к постановке новых проблем, к получению иных разновидностей задач.

Значимость приёма обращения задачи обуславливает необходимость изучения будущими учителями его сути, приобретения опыта составления обратных и обращённых задач и оперирования (проверка корректности, решение и доказательство) с ними, изучения методики использования приёма в обучении математике (в том числе и для составления окрестностей задач).

Таким образом, можно говорить о том, что использования обращения задач в процессе обучения математике – шаг к технологическому обновлению школьного математического образования. Это крайне актуальная задача современной методической науки, одно из перспективных направлений развития интенсивно формирующейся методической теории математических задач [5].

В качестве иллюстрации обращения конкретной задачи приведём следующий пример.

Пусть исходной является:

Задача 1. Скорость катера по течению реки равна 22 км/ч, а собственная скорость катера – 20 км/ч. Найдите скорость катера против течения реки и скорость течения реки.

Прежде всего отметим, что и условие У, и заключение Т исходной задачи состоят из  двух элементов. Тогда потенциал обращения этой задачи, определяемый по формуле P = (2n – 1)∙(2k – 1), где: n – число данных задачи, k – число её искомых, будет равняться:
Р = (22 ( 1)∙(22 ( 1) = 3∙3 = 9.

Согласно алгоритмическому предписанию, выполняем последовательность шагов:

Шаг 1: решаем данную задачу 1.

Решение:

1) 22 – 20 = 2 (км/ч) – скорость течения реки;

2) 20 – 2 = 18 (км/ч) – скорость катера против течения реки.

Ответ: 18 км/ч, 2 км/ч.

Шаг 2: составляем числовую цепочку из структурных элементов решённой задачи 1.

Для того чтобы упорядочить и облегчить процесс составления новых задач, полезно после решения исходной задачи записать поэлементный состав условия и требования этой задачи в виде числовой цепочки, присоединив к нему и найденное искомое (ответ) в следующем виде:
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Следуя рекомендациям П.М. Эрдниева [8], будем заключать искомое в числовой цепочке в рамочку ( это позволит школьникам более наглядно увидеть заданные и искомые элементы задачи, поскольку весь поэлементный состав задачи целостно предстаёт перед их глазами. А это, в свою очередь, увеличивает степень осознанности учащимися возможных вариантов образования новых обращённых задач на базе исходной. 

Шаг 3: составляются всевозможные числовые цепочки обращённых задач, в которых искомым элементом последовательно выступает каждый элемент данной задачи или их комбинация.

В результате последовательной реализации этого шага обращения задачи появляется следующая совокупность числовых цепочек из её структурных элементов:
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Шаг 4 (1): по первой числовой цепочке, в которой в качестве искомых выбраны расстояние, пройденное катером по течению реки, и скорость течения реки, составляем текст новой обращённой задачи 1.

Прежде чем сформулировать вопрос задачи, школьникам необходимо проанализировать новые данные, связать их между собой, выяснить какие величины в принципе можно найти при таком условии, а затем уже составлять нужный вопрос. Одним из требований, предъявляемых к формулируемым задачам – это обязательная включенность всех элементов задачи в содержание её текста. Второе требование – это лаконичность вопроса, многословные, витиеватые, трудно воспринимаемые формулировки подлежат редактированию. Если учащиеся затрудняются самостоятельно составить грамотный вопросов, учитель может сам привести несколько его вариантов и предложить ученику выбрать из них наиболее подходящий и обосновать свой выбор. Затем уже целесообразно практиковать самостоятельное выдвижение вопросов учащимися.

В итоге такой деятельности может быть составлена следующая обращённая задача:

Задача 1.1. Собственная скорость катера равна 20 км/ч, а скорость течения реки – 2 км/ч. Найдите скорость катера по течению и против течения реки.

Шаг 5 (1): решаем полученную задачу 1.1.

Решение:

1) 20 + 2 = 22 (км/ч) – скорость катера по течению реки;

2) 20 – 2 =18 (км/ч) – скорость катера против течения реки.

Ответ: 22 км/ч, 18 км/ч.

Как видим, объективно степень сложности обращённой задачи 1.1 не превосходит степени сложности прямой задачи 1, поскольку она содержит столько же данных, те же отношения и связи, только неизвестным выступает другой компонент этих отношений.

Итак, найдя ответ задачи 1.1 и сопоставив его с тем числом, которое заключено в рамочку в соответствующей этой обращённой задаче числовой цепочке, заключаем, что задача решена верно.

Шаг 4 (2): по второй числовой цепочке составляем и записываем текст новой обращённой задачи 1.2.

Задача 1.2. Скорость катера по течению реки равна 22 км/ч, а скорость течения реки – 2 км/ч. Найдите собственную скорость катера и скорость катера против течения реки.

Шаг 5 (2): решаем обращённую задачу 1.2.

Решение:

1) 22 – 2 = 20 (км/ч) – собственная скорость катера;

2) 20 – 2 = 18 (км/ч) – скорость катера против течения реки.

Ответ: 20 км/ч, 18 км/ч.

Шаг 4 (3): по третьей числовой цепочке составляем и записываем текст обращённой задачи 1.3.

Задача 1.3.  Скорость катера против течения реки равна 18 км/ч, а собственная скорость катера – 20 км/ч. Найдите скорость течения реки и скорость катера по течению реки.

Шаг 5 (3): решаем полученную задачу.

Решение:

1) 20 – 18 = 2 (км/ч) – скорость течения реки;

2) 20 + 2 = 22 (км/ч) – скорость катера по течению реки.

Ответ: 2 км/ч, 22 км/ч.

Шаг 4 (4): по четвёртой числовой цепочке формулируем условие и требование задачи 1.4.

Задача 1.4. Скорость катера по течению реки равна 22 км/ч, а против течения – 18 км/ч. Найдите скорость течения реки и собственную скорость катера.

Шаг 5 (4): решаем полученную задачу.

Решение:

1) 22 – 18 = 4 (км/ч) – удвоенная скорость течения реки;

2) 4 : 2 = 2 (км/ч) – скорость течения реки;

3) 18 + 2 = 20 (км/ч) – собственная скорость катера.

Ответ: 2 км/ч, 20 км/ч.

Шаг 4 (5): по пятой числовой цепочке формулируем условие и требование задачи 1.5.

Задача 1.5. Скорость катера против течения реки равна 18 км/ч, собственная скорость катера – 20 км/ч, а скорость течения реки – 2 км/ч. Найдите скорость катера по течению реки.

Шаг 5 (5): решаем полученную задачу.

Замечаем, что эта задача с избыточными данными и благодаря этой особенности, представляется возможным её решить несколькими способами. Приведём следующий вариант решения этой обращённой задачи.

Решение:

1) 20 + 2 = 22 (км/ч) – скорость катера по течению реки.

Ответ: 22 км/ч.

Аналогичным образом, осуществляя и далее, данную процедуру обращения исходной задачи 1, учащиеся могут получить следующую задачу:

Задача 1.6. Скорость катера по течению реки равна 22 км/ч, а против течения – 18 км/ч. Найдите собственную скорость катера, если скорость течения реки – 2 км/ч.

Шаг 5 (6): решаем полученную задачу.

Очевидно и эта задача с избыточными данными.

Решение:

1) 18 + 2 = 20 (км/ч) – собственная скорость катера.

Ответ: 20 км/ч.

Шаг 4 (7): по седьмой числовой цепочке формулируем условие и требование задачи 1.7.

По структурным цепочкам 7 и 8 можно увидеть, что соответствующие им обращённые задачи невозможно будет решить, поскольку недостаточно указанно данных, чтобы найти выделенные искомые. Но, несмотря на это, сразу же отбрасывать такие обращённые задачи учителю не стоит, а следует попытаться извлечь из них всё полезное в плане интеллектуального развития обучаемых. Даже если такие задачи и не прибавляют новых знаний учащимся, не оказывают должного влияния на развитие их гибкости мышления, то они будут полезны по крайне мере тем, что поддерживают интерес учеников к процессу обращения задачи, а также способствуют развитию таких качеств мышления как логичность и критичность, которые, несомненно, нужно активно развивать у школьников в процессе обучения математике.

Шаг 6 (7,8): указать, почему невозможно однозначно решить данные задачи. На данном шаге обращения задачи учитель может нацелить учащихся на указание недостающих данных, задавая вопросы следующего плана: «Почему нельзя дать ответ на вопрос задачи? Какого известного или нескольких известных не хватает? Что необходимо добавить? А можно ли что-нибудь определить даже по этим данным?».

Шаг 4 (9): по девятой числовой цепочке формулируем условие и требование задачи 1.9.

Задача 1.9. Скорость катера против течения реки равна 18 км/ч, а скорость течения реки – 2 км/ч. Найдите скорость катера по течению реки и собственную скорость катера.

Шаг 5 (9): решаем полученную задачу.

Решение:

1) 18 + 2 = 20 (км/ч) – собственная скорость катера;

2) 20 + 2 = 22 (км/ч) – скорость катера по течению реки.

Ответ: 20 км/ч, 22 км/ч.

В итоге, в результате обращения исходной задачи 1 получена окрестность этой задачи, состоящая из шести разрешимых обращённых задач (1.1(1.6), двух неразрешимых обращённых задач (1.7(1.8) и одной обратной задачи (1.9).

Отметим также, что решение задач лишь тогда обеспечивает интенсивное умственное развитие и поднимает на качественно новый уровень интеллектуальные способности учащихся, когда поисковая деятельность мотивируется живым детским интересом к предмету познания, когда её результаты, выраженные словами, символами, образами или моделями, личностно или социально значимы для решающего, вызывают у него естественную потребность в общении с другими, чувство восхищения, или даже восторга, когда сам процесс работы над задачей окрыляет личность, что во всей полноте относится к использованию обращения задач в процессе обучения математике.
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