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�1 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

1.1 Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà. Íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå è êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x). Íàäî
îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = f(x), îñüþ x,
ïðÿìûìè x = a, x = b, è âû÷èñëèòü ýòó ïëîùàäü. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìû óìååì

âû÷èñëÿòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ðàçóìíî ðåøàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì [a, b] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè a = x0 < x1 < . . . <
xn = b, âûáåðåì íà êàæäîì îòðåçêå [xi, xi+1] äëèíû ∆xi = xi+1 − xi ïî ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå ξi ∈ [xi, xi+1] è ñîñòàâèì ñóììó

Sn =

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi,
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(ßñíî, ÷òî Sn ñîîòâåòñòâóåò ñóììå ïëîùàäåé çàøòðèõîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ íà ðèñóíêå).
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y = f(x)

a=x0 ξ0 x1 ξ1 x2 . . . xn−2 xn=b

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

S = lim
maxi ∆xi→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi,

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ è íàáîðà òî÷åê ξi, òî S íàçîâåì ïëîùàäüþ êðèâî-

ëèíåéíîé òðàïåöèè. Âûäåëåííûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â îïðåäåëåíèè.

Íèæå ìû óñòàíîâèì, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ïðåäåë S ñóùå-

ñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé f(x) è ÷òî îí íå çàâèñèò îò

ðàçáèåíèÿ è íàáîðà òî÷åê ξi, òàê ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. (Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà)

• Ïóñòü T = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} � ðàçáèåíèå îòðåçêà
[a, b] ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì ðàçáèåíèÿ τ = τ(T ) = max

16i6n
∆xi è ξi ∈

[xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f :
[a, b] → R îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ T íàçûâàåòñÿ ñóììà

σT (f) = σ(f, T, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi.

• Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó, åñëè

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Tk = {a = x
(k)
0 < x

(k)
1 <
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. . . < x
(k)
nk = b}, τ(Tk) → 0, è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ

{ξk}, ξ(k)i ∈ [x
(k)
i−1, x

(k)
i ], ñóùåñòâóåò ïðåäåë

I = lim
τ(Tk)→0

σ(f, Tk, ξ
k) = lim

k→∞

nk∑
i=1

f(ξ
(k)
i )∆x

(k)
i . (1.1)

×èñëî I =

b∫
a

f(x)dx íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f

ïî îòðåçêó [a, b].

Çàìå÷àíèå 1.1. ×èñëî I â îïðåäåëåíèè 1.1 íå çàâèñèò îò âûáîðà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçáèåíèé {Tk} è âåêòîðîâ {ξk}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà è ïðè
ýòîì ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé è âåêòîðîâ (T 1

k , ξ
1,k)

è (T 2
k , ξ

2,k) òàêèå, ÷òî

lim
τ(T 1

k )→0
σ(f, T 1

k , ξ
1,k) = I1, lim

τ(T 2
k )→0

σ(f, T 2
k , ξ

2,k) = I2, I1 ̸= I2.

Îáðàçóåì íîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé è âåêòîðîâ ÷åðåäîâàíèåì
ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ:

Tk = (T 1
1 , T

2
1 , T

1
2 , T

2
2 , . . . , T

1
k , T

2
k , . . .), ξk = (ξ1,1, ξ2,1, ξ1,2, ξ2,2, . . . , ξ1,k, ξ2,k, . . .).

Î÷åâèäíî, ÷òî τ(Tk) → 0 è ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè f(x) äîëæåí
ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë

lim
τ(Tk)→0

σ(f, Tk, ξ
k).

Íî ýòî íå òàê, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{σ(f, Tk, ξk)} åñòü äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ(f, T 1

k , ξ
1,k)} è {σ(f, T 2

k , ξ
2,k)},

ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçíûì ïðåäåëàì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. (Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà)
Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó, åñëè

ñóùåñòâóåò ÷èñëî I (I =
b∫
a

f(x)dx) òàêîå, ÷òî

∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀T ∀ξ (τ(T ) < δ ⇒ |σ(f, T, ξ)− I| < ε). (1.2)
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Ëåììà 1.1. Îïðåäåëåíèÿ 1.1 è 1.2 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2, ò.å.
âûïîëíåíî (1.2). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé

Tk, τ(Tk) → 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {ξk}, ξ(k)i ∈ [x
(k)
i−1, x

(k)
i ], è äî-

êàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (1.1). Ïîñêîëüêó τ(Tk) → 0, òî íàéäåòñÿ N òàêîå,
÷òî ∀ k > N : τ(Tk) < δ. Íî òîãäà â ñèëó (1.2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|σ(f, Tk, ξk)− I| < ε ïðè ∀ k > N,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî (1.1).
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èç èíòåãðèðóåìîñòè f ïî îïðåäåëåíèþ 1.1

ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü f ïî îïðåäåëåíèþ 1.2, ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.
Äîïóñòèì, ÷òî f èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1, íî íå óäîâëå-
òâîðÿåò (1.2):

∀I ∃ε > 0 ∀ δ > 0 ∃T : (τ(T ) < δ, |σ(f, T, ξ)− I| > ε). (1.3)

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë δk → 0. Òîãäà èç (1.3) ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Tk ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì
τ(Tk) → 0 òàêîé, ÷òî |σ(f, Tk, ξk)−I| > ε äëÿ ëþáîãî ÷èñëà I. Íî ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(f, Tk, ξk)} íå èìååò ïðåäåëà, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò (1.1).

Òåîðåìà 1.1. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè)
Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b] → R èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà

íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî f íå îãðàíè÷åíà. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ðàçáèåíèÿ Tk ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà õîòÿ áû íà îäíîì îòðåçêå
[xi0−1, xi0 ]. ÏóñòüN > 0 � ñêîëü óãîäíî âåëèêî. Âûáåðåì ξi ∈ [xi−1, xi] ïðî-
èçâîëüíûì äëÿ i ̸= i0, à çàòåì âûáåðåì ξi0 íà îòðåçêå îòðåçêå [xi0−1, xi0 ]
òàê, ÷òî

|f(ξi0)| >
N

∆xi0
+

∣∣∣∣∣∑
i ̸=i0

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ · 1

∆xi0
.

Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|σ(f, Tk, ξk)| = |f(ξi0)∆xi0 +
∑
i ̸=i0

f(ξi)(∆xi)| ≥
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≥ |f(ξi0)|∆xi0 − |
∑
i ̸=i0

f(ξi)∆xi| > N.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(f, Tk, ξk)} íå èìååò êîíå÷íîãî
ïðåäåëà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíòåãðèðóåìîñòè f .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 èìååò ñìûñë äàëåå ðàññìàòðèâàòü ëèøü îãðàíè-
÷åííûé íà îòðåçêå [a, b]ôóíêöèè. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå èíòåãðèðóåìîñòè. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì
îãðàíè÷åííîé è íå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå

ψ(x) =

{
1, åñëè x ∈ [a, b] ∩Q,
0, åñëè x ∈ [a, b] \Q.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T = {a = x0 < x1 < . . . < xn =
b} ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì τ(T ) ïðè ξi ∈ Q èìååì

σ(f, T, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi =
n∑

i=1

∆xi = b− a.

Åñëè æå ξi âûáðàòü èððàöèîíàëüíûìè, òî äëÿ òîãî æå ðàçáèåíèÿ T , ïîëó-
÷èì σ(f, T, ξ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå íå ñóùåñòâóåò
ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì, íå çàâèñÿùåãî îò âûáîðà òî÷åê ξi, ò. å. ýòà
ôóíêöèÿ íå èíòåãðèðóåìà.

Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì èíòåãðèðóåìîñòü âñåõ íåïðåðûâíûõ íà
[a, b] ôóíêöèé è èíòåãðèðóåìîñòü øèðîêîãî êëàññà ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. (Ñóììû Äàðáó)
Ïóñòü f : [a, b] → R îãðàíè÷åíà íà [a, b], T = {a = x0 < x1 < . . . <

xn = b} � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b],

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x).

Ñóììû

S(f, T ) = ST =
n∑

i=1

Mi∆xi, S(f, T ) = ST =
n∑

i=1

mi∆xi

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé (èíòåãðàëüíûìè) ñóì-
ìàìè Äàðáó ôóíêöèè f äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b].
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Ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó

1. ST (f) 6 σ(f, T, ξ) 6 ST (f) ∀ξ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ mi ≤ f(ξi) ≤ Mi äëÿ âñåõ i
è ëþáûõ ξi ∈ [xi−1, xi].

2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ST (f) = sup
ξ
σ(f, T, ξ), ST (f) = inf

ξ
σ(f, T, ξ). (1.4)

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ST (f) = sup
ξ
σ(f, T, ξ). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ sup ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî

∀ξ σ(f, T, ξ) 6 ST (f) è ∀ε > 0 ∃ξ′ : σ(f, T, ξ) > ST (f)− ε.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â ñâîéñòâå 1. Äîêàæåì âòîðîå íåðà-
âåíñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è äëÿ êàæäîãî i íàéäåì

ξ′i ∈ [xi−1, xi] : f(ξ
′
i) > Mi −

ε

b− a
.

Óìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà íà (∆xi) è ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì σ(f, T, ξ) >
ST (f)− ε.

3. Åñëè ðàçáèåíèå T ′ îòðåçêà [a, b] ïîëó÷åíî äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê
ê òî÷êàì ðàçáèåíèÿ T ýòîãî îòðåçêà (íàçîâåì T ′ ïðîäîëæåíèåì ðàç-
áèåíèÿ T è áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå T ≺ T ′), òî

ST (f) 6 ST ′(f) è ST ′(f) 6 ST (f),

ò. å. íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó âîçðàñòàåò, à âåðõíÿÿ óáûâàåò ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b].

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ST (f) 6 ST ′(f) ïðè T ≺ T ′. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ïðîäîëæåíèÿ ðàçáèåíèÿ êàæäûé îòðåçîê [xi−1, xi] ðàçáèåíèÿ T
åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà pi ≥ 1 îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ T ′:

[xi−1, xi] =

pi⋃
j=1

[yj−1, yj].
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ßñíî, ÷òî m̃j = inf
x∈[yj−1,yj ]

f(x) ≥ inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) = mi äëÿ âñåõ òàêèõ

îòðåçêîâ. Â ðåçóëüòàòå

ST (f) =
n∑

i=1

mi∆xi ≤ ST ′(f) =
n∑

i=1

pi∑
j=1

m̃j(yj − yj−1)

4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé T1 è T2 îòðåçêà [a, b] ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà

ST1
(f) 6 ST2(f), (1.5)

ò. å. íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó íå ïðåâîñõîäèò âåðõíþþ ñóììó Äàðáó
äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçáèåíèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì ðàçáèåíèå T , èñïîëüçóÿ âñå òî÷êè
ðàçáèåíèé T1 è T2. Òîãäà T1 ≺ T è T2 ≺ T , ïîýòîìó â ñèëó ïðåäû-
äóùåãî ñâîéñòâà

ST1
(f) 6 ST (f) 6 ST (f) 6 ST2(f).

5. Ìíîæåñòâî {ST (f)} âåðõíèõ ñóìì äàííîé ôóíêöèè f(x) äëÿ âñå-
âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà [a, b] îãðàíè÷åíî ñíèçó. Ìíîæåñòâî
{ST (f)} íèæíèõ ñóìì îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (1.5).

6. Â ñèëó ñâîéñòâà 5 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ÷èñëà I = inf
T
{ST} è I =

sup
T
{ST}, íàçûâàåìûå âåðõíèì è íèæíèì èíòåãðàëàìè Äàðáó, ñîîò-

âåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò íåðàâåíñòâ

ST1
(f) 6 I 6 I 6 ST2(f) ∀T1, T2. (1.6)

Òåîðåìà 1.2. (1-ûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè) Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðà-
íè÷åííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ f(x) áûëà èíòåãðèðóåìîé íà [a, b], íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b] : τ(T ) < δ

ST − ST 6 ε. (1.7)
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Òåîðåìà 1.3. (2-îé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè) Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðà-
íè÷åííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ f(x) áûëà èíòåãðèðóåìîé íà [a, b], íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ε > 0 ñóùåñòâîâàëî ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b], äëÿ êîòîðîãî

ST − ST 6 ε.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî ïåðâîé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà, I =
b∫
a

f(x)dx, ïîýòîìó äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0:

I − ε/3 < σ(f, T, ξ) < I + ε/3 ∀T, ó êîòîðîãî τ(T ) < δ.

Ïåðåõîäÿ ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ξ â ëåâîì íåðàâåíñòâå è ïîëüçóÿñü
ðàâåíñòâîì ST (f) = inf

ξ
σ(f, T, ξ) (ñâîéñòâî 2), ïîëó÷èì

I − ε/3 6 ST (f).

Àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ξ â ïðàâîì íåðàâåíñòâå è
ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì ST (f) = sup

ξ
σ(f, T, ξ) (ñâîéñòâî 2), ïîëó÷èì

ST (f) 6 I + ε/3.

Â ðåçóëüòàòå

I − ε/3 6 ST (f) 6 ST (f) 6 I + ε/3 ⇒ ST (f)− ST (f) 6 2ε/3 < ε,

ò.å. íåðàâåíñòâî (1.7) ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.7). Â ñèëó (1.6)

0 6 I − I 6 ST (f)− ST (f) < ε

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T , ó êîòîðîãî τ(T ) < δ. Íî ÷èñëà I è I íå çàâèñÿò
îò T , ïîýòîìó íåðàâåíñòâà 0 6 I − I < ε äëÿ ëþáîãî ε > 0 îçíà÷àþò
I = I.

Ïîëîæèì I = I = I è äîêàæåì, ÷òî ýòî ÷èñëî è åñòü
b∫
a

f(x)dx. Èç

(1.6) è ðàâåíñòâ I = I = I ñëåäóåò

ST (f) 6 I 6 ST (f),
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Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, (1.7) è íåðàâåíñòâà ST (f) 6 σ(f, T, ξ) 6
ST (f) (ñâîéñòâî 1) ïîëó÷èì:

|σ(f, T, ξ)− I| 6 ST (f)− ST (f) < ε ∀T : τ(T ) < δ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî I =
b∫
a

f(x)dx.

1.2 Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà [a, b] è åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùèõ
âñå òî÷êè ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè è èìåþùèõ îáùóþ ñóììó äëèí ìåíüøå
ε, òî f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωi = Mi − mi êîëåáàíèå ôóíêöèè
f(x) íà [xi−1, xi]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3
äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b], äëÿ
êîòîðîãî

ST − ST =
N∑
i=1

ωi∆xi < ε.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà

ôóíêöèè f(x) è D0 =
l⋃

i=1

(αi, βi) � åãî ïîêðûòèå (Ω ⊂ D0) èíòåðâàëàìè

îáùåé äëèíû
l∑

i=1

(βi − αi) <
ε

2(M −m)
,

ãäå M = sup
x∈[a,b]

f(x), m = inf
x∈[a,b]

f(x).

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî D1 = [a, b] \ D0 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòðåçêîâ [α′

i, β
′
i]. Ðàçîáüåì êàæäûé îòðåçîê [α′

i, β
′
i] òàê, ÷òîáû äëÿ êî-

ëåáàíèÿ ωi ôóíêöèè f(x) íà ëþáîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ áûëî
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ωi <
ε

2(b− a)
.

Îáúåäèíÿÿ ÷àñòè÷íûå îòðåçêè ðàçáèåíèÿ âñåõ [α′
i, β

′
i] ∈ D1 è âñå (αi, βi) ∈

D0, ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå T âñåãî îòðåçêà [a, b]. Äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ
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ñëàãàåìûå ñóììû

S̄T − ST =
∑
i

ωi∆xi =
∑
i

′
ωi∆xi +

∑
i

′′
ωi∆xi,

ãäå ïåðâàÿ ñóìì ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå ÷àñòÿì ðàçáèåíèÿ T ,
îáðàçîâàííûì èç èíòåðâàëîâ (αi, βi) ∈ D0, à âòîðàÿ � îñòàëüíûå ñëàãàå-
ìûå. Èç ïîñòðîåíèé ñëåäóþò îöåíêè:

∑
i

′
ωi∆xi 6 (M −m)

l∑
i=1

(βi − αi) < (M −m)
ε

2(M −m)
=
ε

2
,

∑
i

′′
ωi∆xi 6

ε

2(b− a)

′′∑
∆xi 6

ε(b− a)

2(b− a)
=
ε

2
.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå T , äëÿ êîòîðîãî S̄T −ST =
∑
i

ωi∆xi <

ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 1.1. Îãðàíè÷åííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ è êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b] → R èíòå-
ãðèðóåìà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p � ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ôóíê-
öèè f(x), òî äîñòàòî÷íî ïîêðûòü êàæäóþ òî÷êó ðàçðûâà èíòåðâàëîì
äëèíû ε/p, ãäå ε > 0, è ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè
f(x) ïîêðûâàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ, ñóììàðíàÿ äëèíà êî-
òîðûõ ìåíüøå ε.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè, èìåþùèå áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ
íà [0, 1]

f(x) =

{
1, åñëè x ∈

(
1
2n
, 1
2n−1

]
, n = 1, 2, . . . ,

−1, åñëè x ∈
(

1
2n+1

, 1
2n

]
, n = 1, 2, . . . , x = 0

.

Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâû 1-ãî ðîäà âî âñåõ òî÷êàõ xn = 1
n
, n = 2, 3, . . ..

Ôèêñèðóåì ëþáîå ε > 0. Ïîêðîåì òî÷êó x = 0 èíòåðâàëîì
(
− ε

4
, ε
4

)
,

âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, à âíå - ëèøü êîíå÷íîå
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÷èñëî p òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f(x). Êàæäóþ èç òî÷åê, íàõîäÿùóþñÿ
âíå èíòåðâàëà

(
− ε

4
, ε
4

)
, ïîêðîåì èíòåðâàëîì äëèíû ìåíüøå ε

2p
. Ñóììà

äëèí èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùèõ âñå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x), áóäåò
ìåíüøå ε

2
+ p · ε

2p
= ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà

[0, 1].

Òåîðåìà 1.5. Ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà
íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f âîçðàñòàåò íà [a, b]. Âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîñòðîèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] íà ðàâíûå
÷àñòè, äëèíû êîòîðûõ ìåíüøå ε/(f(b)− f(a)). Òîãäà

S̄T − ST =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi <
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(Mi −mi).

Íî äëÿ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé
n∑

i=1

(Mi−mi) ≤ f(b)− f(a), ïîýòîìó S̄T −

ST < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, f èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Òåîðåìà 1.4 íå äàåò ïîëíîãî îòâåòà íà âîïðîñ î êëàññå ôóíêöèé, èí-
òåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó. Îòâå÷àåò íà ýòîò âîïðîñ ïðèâåäåííàÿ íèæå òåî-
ðåìà Ëåáåãà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîæåñòâî E èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü, åñëè ïðè
ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîêðûâàþùàÿ E ñ÷åòíàÿ èëè êîíå÷íàÿ ñèñòå-
ìà èíòåðâàëîâ, ñóììà äëèí êîòîðûõ ìåíüøå ε.

Òåîðåìà 1.6. (Òåîðåìà Ëåáåãà) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà èí-
òåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áû-
ëà îãðàíè÷åííîé íà [a, b] è íåïðåðûâíîé âñþäó íà [a, b], çà èñêëþ÷åíèåì
ìíîæåñòâà òî÷åê ëåáåãîâîé ìåðû íóëü.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.4 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷àñòè äîñòà-
òî÷íîñòè òåîðåìû Ëåáåãà. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òåîðåìå Ëåáåãà
äîïóñêàåòñÿ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà íå òîëüêî êîíå÷íûì íà-
áîðîì èíòåðâàëîâ, íî è ñ÷åòíûì.
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1.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà

1. (Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà) Åñëè ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b],
òî

∃
b∫

a

(c1f(x) + c2g(x))dx = c1

b∫
a

f(x)dx+ c2

b∫
a

g(x)dx, c1, c2 = const.

(1.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Tk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé îò-
ðåçêà [a, b] òàêàÿ, ÷òî τ(Tk) → 0, è {ξk} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ,

b∫
a

f(x)dx = lim
τ(Tk)→0

σ(f, Tk, ξ
k),

b∫
a

g(x)dx = lim
τ(Tk)→0

σ(g, Tk, ξ
k).

Ïîñêîëüêó äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σ(c1f + c2g, Tk, ξ
k) = c1σ(f, Tk, ξ

k) + c2σ(g, Tk, ξ
k).

òî â ïðåäåëå ïðè δ(T ) → 0 èç íåãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà
b∫

a

(c1f(x) + c2g(x))dx è ðàâåíñòâî (1.8).

2. Åñëè ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b], òî ñóùåñòâóþò èíòå-
ãðàëû

b∫
a

|f(x)|dx ,

b∫
a

f(x)g(x)dx è

b∫
a

f(x)

g(x)
dx ïðè óñëîâèè |g(x)| > d > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b].
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Mi(f) = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi(f) = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), K(f) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ξi, ηi ∈ [xi−1, xi] èìååì

|f(ξi)| − |f(ηi)| ≤ |f(ξi)− f(ηi)| ≤Mi(f)−mi(f),

f(ξi)g(ξi)− f(ηi)g(ηi) = f(ξi)g(ξi)− f(ξi)g(ηi) + f(ξi)g(ηi)−

−f(ηi)g(ηi) ≤ |f(ξi)||g(ξi)− g(ηi)|+ |g(ηi)||f(ξi)− f(ηi)| ≤

≤ K(f) (Mi(g)−mi(g)) +K(g)(Mi(f)−mi(f)),

1

g(ξi)
− 1

g(ηi)
=
g(ηi)− g(ξi)

g(ξi)g(ηi)
≤ 1

d2
(Mi(g)−mi(g)).

(1.9)

Âçÿâ sup ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (1.9) ïî ξi, ηi ∈ [xi−1, xi], óìíîæèâ
ïîëó÷åííûå ÷èñëà íà ∆xi è ïðîñóììèðîâàâ ïî i, ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùèå íåðàâåíñòâà:

S̄T (|f |)− ST (|f |) 6 S̄T (f)− ST (f),

S̄T (fg)− ST (fg) ≤ Kf (S̄T (g)− ST (g)) +Kg(S̄T (f)− ST (f)),

S̄T

(
1

g

)
− ST

(
1

g

)
6 1

d2
(
S̄T (g)− ST (g)

)
.

(1.10)
Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé f è g äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε >
0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ
(1.10) ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ε > 0 äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ δ(T ) <

δ. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèé |f |, fg è
1

g
.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà èíòåãðèðóåìà è ôóíêöèÿ
f

g
=

1

g
f .

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç èíòåãðèðóåìîñòè |f | íå ñëåäóåò èíòåãðèðó-
åìîñòü f . Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q ∩ [a, b],

−1, åñëè x ∈ [a, b]\Q

íå èíòåãðèðóåìà íà [a, b] (ñì. ïðèìåð ñ ôóíêöèåé Äèðèõëå), â òî
âðåìÿ, êàê |f(x)| � èíòåãðèðóåìà íà [a, b].
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3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], à ôóíêöèÿ g(x)
îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè f(x) ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî ôóíê-

öèÿ g(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(x) = g(x) − f(x). Òîãäà
îíà îãðàíè÷åíà è îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê,
ïóñòüm òî÷åê. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T ñ τ(T ) < δ ïîëó÷èì îöåíêó
äëÿ ñóììû Ðèìàíà:

|σ(ϕ, T, ξ)| 6 2mδ sup
a6x6b

|f(x)|.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì ξ ñóùåñòâóåò lim
δ(T )→0

σ(ϕ, T, ξ) = 0, ò.å. ñóùå-

ñòâóåò

b∫
a

ϕ(x)dx = 0. Â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ

∃
b∫

a

g(x)dx =

b∫
a

ϕ(x)dx+

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx.

4. (Àääèòèâíîñòü ïî ìíîæåñòâó èíòåãðèðîâàíèÿ) Ïóñòü a < c < b.
Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè f(x) íà îòðåçêå [a, b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû f(x) áûëà èíòåãðèðóåìà íà [a, c] è [c, b]. Ïðè ýòîì

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx. (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêàõ
[a, c] è [c, b]. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ T1 è T2 îòðåçêîâ [a, c] è
[c, b], ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî

S̄T1(f)− ST1
(f) < ε/2, S̄T2(f)− ST2

(f) < ε/2.
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Îáúåäèíèâ ðàçáèåíèÿ T1 è T2, ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå T îòðåçêà
[a, b], äëÿ êîòîðîãî

S̄T (f)− ST (f) = S̄T1(f)− ST1
(f) + S̄T2(f)− ST2

(f) < ε.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1.2 äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ T ñ [a, b] ñ τ(T ) < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S̄T (f)− ST (f) < ε.

Âîçüìåì ðàçáèåíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò òî÷êó c. Îíî ïîðîæäàåò ðàç-
áèåíèÿ ðàçáèåíèÿ T1 è T2 îòðåçêîâ [a, c] è [c, b], ó êîòîðûõ τ(T1) < δ
è τ(T2) < δ, ïîýòîìó

S̄T1(f)− ST1
(f) < ε, S̄T2(f)− ST2

(f) < ε.

Â ñèëó òåîðåìû 1.3 ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, c] è [c, b].

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Tk òàêîâà, ÷òî êàæ-
äîå ðàçáèåíèå ñîäåðæèò òî÷êó c, òàê ÷òî Tk = T1k + T2k. Òîãäà
èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ôóíêöèè f(x) íà [a, b] áóäåò ðàâíà ñóììå èí-
òåãðàëüíûõ ñóìì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêàõ [a, c] è [c, b]:

σ(f, Tk, ξ
k) = σ(f, T1k, ξ

1k) + σ(f, T2k, ξ
2k).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè τ(Tk) → 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.11).

5. (Ñðàâíåíèå èíòåãðàëîâ) Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b] è f(x) 6
g(x) ∀x, òî

b∫
a

f(x)dx 6
b∫

a

g(x)dx. (1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì
Ðèìàíà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σ(f, Tk, ξ
k) 6 σ(g, Tk, ξ

k),

èç êîòîðîãî (1.12) ñëåäóåò â ïðåäåëå ïðè τ(Tk) → 0.
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6. Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî |f | � òàêæå èíòåãðèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ è

|
b∫

a

f(x)dx| 6
b∫

a

|f(x)| dx 6 sup
x∈[a,b]

|f(x)| (b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü |f(x)| óæå äîêàçàíà. Ïðè ëþ-
áîì x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|,
ïîýòîìó

−
b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx ⇔ |
b∫

a

f(x)dx| ≤
b∫

a

|f(x)|dx.

Èç íåðàâåíñòâà |f(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)| ∀x ∈ [a, b] ñëåäóåò

b∫
a

|f(x)| dx 6

sup
x∈[a,b]

|f(x)| (b− a).

7. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è f(x) > 0 íà [a, b],

• f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a, b] è f(x0) > 0.

Òîãäà

b∫
a

f(x)dx > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. f íåïðåðûâíà â x0 è f(x0) > 0, ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x0) òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥
f(x0)

2
ïðè x ∈ [c, d] =

Ū(x0) ∩ [a, b]. Òîãäà

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

d∫
c

f(x)dx+

b∫
d

f(x)dx ≥
d∫

c

f(x)dx ≥

≥
d∫

c

f(x0)

2
dx =

f(x0)

2
(d− c) > 0.
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8. (Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè). Ïóñòü f è φ èíòåãðèðóåìû íà [a, b]
è φ > 0 íà [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ λ ∈ (m,M), ãäå
m = inf

x∈[a,b]
f(x), M = sup

x∈[a,b]
f(x)), òàêàÿ ÷òî

b∫
a

f(x)φ(x)dx = λ

b∫
a

φ(x)dx.

Åñëè, êðîìå òîãî, f(x) íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b]
òàêàÿ, ÷òî λ = f(ξ), ò.å.

b∫
a

f(x)φ(x)dx = f(ξ)

b∫
a

φ(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà φ(x) ≥ 0 ñëåäóåòmφ(x) ≤ f(x)φ(x) ≤
Mφ(x), x ∈ [a, b], ïîýòîìó

m

b∫
a

φ(x)dx ≤
b∫

a

f(x)φ(x)dx ≤M

b∫
a

φ(x)dx.

Åñëè
b∫
a

φ(x)dx = 0, òî â êà÷åñòâå λ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç

îòðåçêà [m,M ]. Åñëè æå
b∫
a

φ(x)dx > 0, òî

λ =

b∫
a

f(x)φ(x)dx

b∫
a

φ(x)dx

.

Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ
çíà÷åíèÿõ Áîëüöàíî-Êîøè ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b], â êîòîðîé
ôóíêöèÿ f(ξ) = λ.
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Çàìå÷àíèå 1.4. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì:

•
b∫

a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx, åñëè a > b.

•
a∫

a

f(x)dx = 0.

1.4 Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ôîð-

ìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 1.7. 1. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî íà [a, b] îïðå-
äåëåíà è íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ

F (x) =

x∫
a

f(t)dt, a 6 x 6 b.

2. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ [a, b],

òî ôóíêöèÿ F (x) =

x∫
a

f(t)dt äèôôåðåíöèðóåìà â x0 è F ′(x0) =

f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà è x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
îòðåçêà [a, b], x+∆x ∈ [a, b]. Òîãäà

∣∣F (x+∆x)− F (x)
∣∣ = ∣∣ x+∆x∫

x

f(t)dt
∣∣ 6 sup

t∈[a,b]
|f(t)||∆x| → 0

ïðè ∆x→ 0, òàê ÷òî F (x) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ [a, b].

Ïóñòü òåïåðü f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ [a, b]
è x0+∆x ∈ [a, b]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆F = F (x0+∆x)−F (x0) ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè è îöåíèì

∣∣∆F
∆x

− f(x0)
∣∣:

∣∣∆F
∆x

− f(x0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

∆x

x0+∆x∫
x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ 6 1

|∆x|

x0+∆x∫
x0

∣∣f(t)− f(x0)
∣∣ dt.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàêîå, ÷òî |x − x0| < δ ⇒
|f(x)− f(x0)| < ε. Åñëè òåïåðü |∆x| < δ, òî

∣∣∆F
∆x

− f(x0)
∣∣ < 1

|∆x|

x0+∆x∫
x0

ε dt = ε.

Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå

F ′(x0) = lim
∆x→0

∆F

∆x
= f(x0).

Çàìå÷àíèå 1.5. Åñëè x0 = a èëè x0 = b, òî F ′(x0) = f(x0) � ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ñëåäñòâèå 1.2. 1. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è íåïðåðûâíà íà

(a, b), òî F (x) =

x∫
a

f(t)dt ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x) íà îò-

ðåçêå [a, b].

2. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà èíòåãðèðóåìà íà (a, b). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ó ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà [a, b] ñóùå-

ñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) =

x∫
a

f(t)dt.

Çàìå÷àíèå 1.6. Èç òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî âåðõíåìó ïåðåìåííîìó ïðåäåëó:

d

dx

x∫
a

f(t)dt = f(x)

äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x). Ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîìó íèæíåìó
ïðåäåëó ÿâëÿåòñÿ åå ñëåäñòâèåì:

d

dx

b∫
x

f(t)dt = − d

dx

x∫
b

f(t)dt = −f(x).
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Òåîðåìà 1.8. (ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà) Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà
[a, b] è Φ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ åå ïåðâîîáðàçíàÿ, òî

b∫
a

f(x)dx = Φ(b)− Φ(a) ≡ Φ(x)
∣∣b
a
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê äîêàçàíî âûøå, F (x) =

x∫
a

f(t)dt ÿâëÿåòñÿ îäíîé

èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé äëÿ f(x), ïîýòîìó Φ(x) = F (x)+ c, c = const.
Ñëåäîâàòåëüíî,

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a) = (F (b) + c)− (F (a) + c) = Φ(b)− Φ(a).

Òåîðåìà 1.9. Åñëè íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ F èìååò êóñî÷íî
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b], òî

b∫
a

F ′(x)dx = F (b)− F (a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2, . . . < xm � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà
ôóíêöèè F (x). Îáîçíà÷èì x0 = a, xm+1 = b. Íà âñåõ îòðåçêàõ [xi−1, xi]
ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x), ïîýòîìó

xi∫
xi−1

F ′(x)dx = F (xi)− F (xi−1).

Â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ïî ìíîæåñòâó èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàëà
Ðèìàíà ïîëó÷èì:

b∫
a

F ′(x)dx =
m∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) = F (b)− F (a).
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1.5 Îáùèå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ

1. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì) Ïóñòü f è g � íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè, èìåþùèå êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà [a, b]. Òî-
ãäà

b∫
a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣b
a
−

b∫
a

f ′(x)g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ f(x) è g(x) ñëåäóåò, ÷òî f(x)g′(x) è
f ′(x)g(x) � êóñî÷íî íåïðåðûâíûå íà [a, b], ïîýòîìó èíòåãðèðóåìû, à
ôóíêöèÿ f(x)g(x) íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ

(f(x)g(x))′ = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x).

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è îáîáùåííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
(òåîðåìà 1.9), ïîëó÷èì:

b∫
a

(f(x)g(x))′dx = f(x)g(x)
∣∣b
a
=

b∫
a

f(x)g′(x)dx+

b∫
a

f ′(x)g(x)dx.

2. (Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé) Ïóñòü

• f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b],

• φ(t) íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ
íà îòðåçêå [α, β],

• a = φ(α) 6 φ(t) 6 φ(β) = b ∀t ∈ [α, β].

Òîãäà
b∫

a

f(x)dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x) è ðàç-
áèåíèå α = t0 < t1 < . . . < tn = β òàêîå, ÷òî φ(t) èìååò íåïðåðûâ-
íóþ ïðîèçâîäíóþ íà êàæäîì èíòåðâàëå [ti−1, ti]. Òîãäà F (φ(t)) �
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ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(φ(t))φ′(t) íà îòðåçêå [ti−1, ti], â ÷àñòíî-
ñòè,

d

dt
F (φ(t)) = f(φ(t))φ′(t), t ∈ (ti−1, ti).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ê èíòåãðàëàì íà îòðåçêàõ
[a, b] è [ti−1, ti], ïîëó÷èì:

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (φ(β))− F (φ(α)) =
n∑

i=1

[F (φ(ti))−

−F (φ(ti−1))] =
n∑

i=1

ti∫
ti−1

f(φ(t))φ′(t)dt =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t)dt.

1.6 Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíîé ôîð-

ìå

Ïóñòü f : (α, β) → R, α < a < β è f (n) � íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, x] ⊂
(α, β) (èëè [x, a] ⊂ (α, β)). Òîãäà

f(x) =
n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(a)(x− a)k + rn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f
′′
(a)

2!
(x− a)2 + · · ·

· · ·+ fn−1(a)

(n− 1)!
+ rn(x), rn(x) =

1

(n− 1)!

x∫
a

f (n)(t)(x− t)n−1dt

(1.13)
(Âåëè÷èíà rn(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1
ôîðìóëà (1.13) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

f(x)− f(a) =

x∫
a

f ′(t)dt.
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Ïóñòü (1.13) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ k ≤ n− 1. Òîãäà

f(x) =
n−2∑
k=0

1

k!
f (k)(a)(x− a)k +

1

(n− 2)!

x∫
a

f (n−1)(t)(x− t)n−2dt.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè:

x∫
a

f (n−1)(t)(x−t)n−2dt=− 1

n−1
f (n−1)(t)(x−t)n−1

∣∣∣∣x
a

+
1

n−1

x∫
a

(x−t)n−1f (n)(t)dt=

=
1

n− 1
f (n−1)(a)(x− a)n−1 +

1

n− 1

x∫
a

f (n)(t)(x− t)n−1dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïî-
ëó÷èì (1.13) äëÿ k = n.

Çàìå÷àíèå 1.7. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàí-
æà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû (1.13). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåî-
ðåìû î ñðåäíåì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(x) =
1

(n− 1)!

x∫
a

f (n)(t)(x− t)n−1dt =
f (n)(a+ θ(x− a))

(n− 1)!

x∫
a

(x− t)n−1dt =

−f
(n)(a+ θ(x− a)

(n− 1)!

(x− t)n

n

∣∣∣∣x
a

=
f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n, 0 < θ < 1.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîð-
ìå Ëàãðàíæà.
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�2 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Ðèìàíà

2.1 Îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Êðèòå-

ðèé Êîøè

Â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà

b∫
a

f(x) dx â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå

ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿ:
1) ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ � ýòî êîíå÷íûé îòðåçîê [a, b];
2) ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùèì ïîíÿòèå èíòåãðàëà íà ñëó÷àè êàê

íåîãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è íåîãðàíè÷åííîé ôóíê-
öèè. Ýòî îáîáùåíèå íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, â îòëè÷èå îò
ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü

1. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a, b), a ∈ R, b 6 +∞;

2. äëÿ âñåõ η < b ñóùåñòâóåò (ñîáñòâåííûé) èíòåãðàë Ðèìàíà

η∫
a

f(x) dx;

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

I = lim
η→b−0

η∫
a

f(x)dx. (2.14)

Òîãäà I íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò f ñ îñîáåííî-
ñòüþ â òî÷êå b è îáîçíà÷àåòñÿ òàê æå, êàê è ñîáñòâåííûé èíòåãðàë:

I =

b∫
a

f(x) dx.

Çàìå÷àíèå 2.8. Îáîçíà÷åíèå

b∫
a

f(x) dx èñïîëüçóþò äëÿ íåñîáñòâåííî-

ãî èíòåãðàëà è â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû òîëüêî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ â

25



îïðåäåëåíèè. Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíåíî è òðåòüå óñëîâèå (ò.å. ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë (2.15)), òî èíòåãðàë íàçûâàþò ñõîäÿùèìñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ðàñõîäÿùèéñÿ.

Àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó

b∫
a

f(x)dx, ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b, îïðåäåëÿ-

åòñÿ èíòåãðàë ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå a. Èìåííî, ïóñòü

1. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå (a, b], b ∈ R, −∞ 6 a;

2. äëÿ âñåõ η > a ñóùåñòâóåò (ñîáñòâåííûé) èíòåãðàë Ðèìàíà

b∫
η

f(x) dx;

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

b∫
a

f(x)dx = lim
η→a+0

b∫
η

f(x)dx. (2.15)

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
b∫
a

f(x)dx ñ åäèí-

ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b, êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé. Âñå ðåçóëü-
òàòû è âûâîäû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé èíòåãðàëà ñ åäèíñòâåí-
íîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå a.

Ïðèìåð 2.1. 1.

1∫
0

dx

xα
ñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è ðàâåí (1−α)−1 è ðàñõî-

äèòñÿ ïðè α ≥ 1.

2.

+∞∫
1

dx

xα
ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàâåí (α − 1)−1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

α ≤ 1.
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Òåîðåìà 2.10. (Êðèòåðèé Êîøè).

b∫
a

f(x)dx ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííî-

ñòüþ â òî÷êå b ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå óñëîâèå:

∀ ε > 0 ∃ η = η(ε), a < η < b : ∀ η1, η2 ∈ (η, b)

∣∣∣∣
η2∫

η1

f(x)dx

∣∣∣∣< ε. (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (x) =

x∫
a

f(t)dt. Ñóùåñòâîâàíèå

b∫
a

f(t)dt ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ lim
x→b−0

F (x). Íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ýòîãî ïðåäåëà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∀ ε > 0 ∃ η = η(ε), a < η < b : ∀ η1, η2 ∈ (η, b) |F (η2)− F (η1)| < ε.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî F (η2)− F (η1) =

η2∫
η1

f(t)dt.

2.2 Ñâîéñòâà è ôîðìóëû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà ïðî-
ìåæóòêå [a, b) è èíòåãðèðóåìû â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a, η] ïðè ëþáîì
η < b.

1. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

b∫
a

f(x)dx è

b∫
c

f(x)dx ïðè ëþáîì c ∈

(a, b) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx (2.17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η : c < η < b. Â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíî-
ñòè ïî ìíîæåñòâó èíòåãðèðîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

η∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

η∫
c

f(x)dx.

ßñíî, ÷òî ïðåäåë ïðè η → b−0 ñóùåñòâóåò èëè íåò îäíîâðåìåííî ó
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ò.å. íåñîáñòâåííûå èíòåãðà-

ëû

b∫
a

f(x)dx è

b∫
c

f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ðàâåíñòâî (2.17) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà â ïðåäåëå ïðè η → b− 0.

2. (Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà) Åñëè èíòåãðàëû

b∫
a

f(x)dx,

b∫
a

g(x)dx ñõî-

äÿòñÿ, òî

∃
b∫

a

(c1f(x) + c2g(x))dx = c1

b∫
a

f(x) + c2

b∫
a

g(x)dx, c1, c2 = const.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè η → b − 0
èç ðàâåíñòâà äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà:

η∫
a

(c1f(x) + c2g(x))dx = c1

η∫
a

f(x) + c2

η∫
a

g(x)dx.

3. (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà) Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìå-
æóòêå [a, b) è F (x) � å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ, ò.å. íåïðåðûâíàÿ íà [a, b)
ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé íà (a, b) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) = f(x).
Òîãäà

b∫
a

f(x)dx =

{
F (b− 0)− F (a) ïðè b < +∞,

F (+∞)− F (a) ïðè b = +∞
(2.18)
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(ãäå F (b− 0) = lim
x→b−0

F (x), F (+∞) = lim
x→+∞

F (x)).

Ðàâåíñòâî (2.18) íàäî ïîíèìàòü òàê: åñëè ñóùåñòâóåò îäíà èç åãî
÷àñòåé, ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ, òî ñóùåñòâóåò è âòîðàÿ, è îíè ðàâíû. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà:

η∫
a

f(x)dx = F (η)− F (a), η < b,

è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè η → b− 0.

4. (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì) Ïóñòü f è g íåïðåðûâíû è èìåþò êó-
ñî÷íî íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà ïðîìåæóòêå [a, b). Òîãäà

b∫
a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)|ba −
b∫

a

f ′(x)g(x)dx. (2.19)

Ðàâåíñòâî (2.19) íàäî ïîíèìàòü òàê: åñëè èìåþò ñìûñë äâà èç òðåõ
âûðàæåíèé, òîãäà èìååò ñìûñë è òðåòüå, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî.

Íàïðèìåð, åñëè îáà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà

b∫
a

f(x)g′(x)dx è

b∫
a

f ′(x)g(x)dx

ñõîäÿòñÿ, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë f(x)g(x)|ba = lim
x→b−0

f(x)g(x)−
f(a)g(a) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.19).

Äðóãîé âàðèàíò � ñõîäèòñÿ îäèí èç ýòèõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
è ñóùåñòâóåò f(x)g(x)|ba. Òîãäà ñõîäèòñÿ è âòîðîé íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.19).

Êàê è ðàíåå, óòâåðæäåíèå îáîñíîâûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
ïðè η → b− 0 â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàâåíñòâå äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëîâ:

η∫
a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣η
a
−

η∫
a

f ′(x)g(x)dx.

5. (Çàìåíà ïåðåìåííîé) Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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• f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a, b),

• φ íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà
[α, β),

• a = φ(α) 6 φ(t) < b = lim
t→β−0

φ(t) ∀t ∈ [α, β).

Òîãäà èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

b∫
a

f(x) dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòå-

ãðàëà

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt è ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt. (2.20)

Åñëè â äîïîëíåíèå ê ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì

• ϕ′(t) > 0 äëÿ âñåõ t,

òî îáà èíòåãðàëà â ýòîì ðàâåíñòâå ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-
âðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ:

η∫
a

f(x) dx =

β1∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt, ãäå η = φ(β1). (2.21)

Ïîñêîëüêó β1 → β−0 ⇒ η = ϕ(β1) → b−0, à ïðåäåë lim
η→b−0

η∫
a

f(x) dx

ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim
β1→β−0

β1∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt. Ïåðå-

õîäÿ ê ïðåäåëàì â ðàâåíñòâå (2.21), ïîëó÷èì (2.20).
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Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, òîãäà ó ôóíêöèè
φ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ−1, êîòîðàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì òåì, ÷òî íàëîæåíû íà ôóíêöèþ φ.
Â ýòîì ñëó÷àå β1 → β − 0 ⇔ η → b − 0, à â èíòåãðàëå, ñòîÿùåì
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.21), ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåí-
íîé t = φ−1(x).Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëàì â ðàâåíñòâå (2.21), ïîëó÷èì
(2.20).

2.3 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-

öèé

Òåîðåìà 2.11. (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè) Ïóñòü f(x) > 0 íà [a, b) è ñó-

ùåñòâóåò (ñîáñòâåííûé) èíòåãðàë

η∫
a

f(x)dx äëÿ ëþáîãî η < b. Òîãäà

äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

b∫
a

f(x)dx íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñòîÿííàÿ M òàêàÿ, ÷òî

η∫
a

f(x)dx 6M ∀η < b.

Ïðè ýòîì

b∫
a

f(x)dx = sup
a6η<b

η∫
a

f(x)dx 6M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F (η) =

η∫
a

f(x) dx âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå

[a, b), òàê êàê F (η1) − F (η2) =

η1∫
η2

f(x) dx > 0 ïðè η1 > η2. Ïî ñâîéñòâó

âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, åñëè sup
a6η<b

F (η) < +∞, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë lim
η→b−0

F (η) = sup
a6η<b

F (η). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî

äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäåíèþ.
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Çàìå÷àíèå 2.9. Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè íå ñõîäèòñÿ, òî îí ðàâåí +∞. Ýòî ïîçâîëÿåò êðàòêî ïè-

ñàòü

b∫
a

f(x)dx < +∞ äëÿ ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëüíûõ

ôóíêöèé è

b∫
a

f(x)dx = +∞, åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé

1. Ïóñòü
0 6 f(x) 6 g(x) ∀x ∈ [a, b).

Òîãäà èç ñõîäèìîñòè

b∫
a

g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

b∫
a

f(x)dx è íåðà-

âåíñòâî
b∫

a

f(x)dx 6
b∫

a

g(x)dx,

à èç ðàñõîäèìîñòè

b∫
a

f(x)dx ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü

b∫
a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

b∫
a

g(x)dx = G < +∞, òîãäà

η∫
a

f(x)dx 6

η∫
a

g(x)dx 6 G ∀η < b è ïî òåîðåìå 2.11 èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ

è íå ïðåâîñõîäèò G.

Ïóñòü òåïåðü

b∫
a

f(x)dx = +∞. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî

b∫
a

g(x)dx <

+∞, òî èç ïðåäûäóùåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ äîëæíî ñëåäîâàòü

b∫
a

f(x)dx <

+∞, òàê ÷òî ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.
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2. Ïóñòü f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è íåîòðèöàòåëüíû íà [a, b). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→b−0

f(x)

g(x)
= A > 0.

Òîãäà èíòåãðàëû

b∫
a

f(x)dx è

b∫
a

g(x)dx îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ èëè

îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ 0 < ε < A íàéäåòñÿ
òî÷êà c < b òàêàÿ, ÷òî

(A− ε)g(x) 6 f(x) 6 (A+ ε)g(x) ∀x ∈ [c, b).

Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó èíòåãðàëû

b∫
c

f(x)dx è

b∫
c

g(x)dx îäíî-

âðåìåííî ñõîäÿòñÿ èëè îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ. Íî â ñèëó ïåðâîãî
ñâîéñòâà ïóíêòà 2.2 ýòî ðàâíîñèëüíî ñôîðìóëèðîâàííîìó óòâåð-
æäåíèþ.

2.4 Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå

èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 2.6.

b∫
a

f(x)dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

b∫
a

|f(x)|dx.

Ëåììà 2.2. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïðè ýòîì∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fdx

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

|f |dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñõîäèìîñòè

b∫
a

|f |dx ñëåäóåò óñëîâèå Êîøè (2.16):

∀ ε > 0 ∃ η(ε), 0 < η < b : ∀ η1, η2 ∈ (η, b)

∣∣∣∣
η2∫

η1

|f(x)|dx
∣∣∣∣< ε.

Íî ïîñêîëüêó

∣∣∣∣
η2∫

η1

f(x)dx

∣∣∣∣≤
η2∫

η1

|f(x)|dx, òî óñëîâèå Êîøè âûïîëíåíî è äëÿ

b∫
a

f(x)dx, ïîýòîìó îí ñõîäèòñÿ.

Íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè η → b − 0 èç
ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Åñëè

b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî, ò.å. åñëè

b∫
a

|f(x)|dx = +∞, òî ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ óñëîâíî

ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà 2.12. (Ïðèçíàê Äèðèõëå óñëîâíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà) Ïóñòü
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,+∞) è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïåð-
âîîáðàçíóþ ïðè x > a;

2. ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [a,+∞) è ìîíîòîí-
íî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞.

Òîãäà èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ f(x) íà ïðî-
ìåæóòêå [a,+∞), |F (x)| 6 M ∀x. Äëÿ ëþáîãî a < η < +∞ ïðèìåíèì
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ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê ñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì:

η∫
a

fg dx =

η∫
a

g dF = gF
∣∣η
a
−

η∫
a

Fg′ dx. (2.22)

Äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè
η → +∞. Èìååì:

lim
η→+∞

g(η)F (η) = 0, òàê êàê |F (x)| 6M ∀x, g(η) → 0.

Äàëåå èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî g′(x) 6 0 ïðè x > a è îöåíèì

η∫
a

|Fg′| dx 6 −M
η∫

a

g′ dx =M(g(a)− g(η) 6Mg(a) ∀η.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

+∞∫
a

Fg′ dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, çíà-

÷èò, ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (2.22) èìååò êîíå÷íûé ïðå-

äåë ïðè η → +∞ ⇒ èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.13. (Ïðèçíàê Àáåëÿ óñëîâíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà) Ïóñòü
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,+∞) è èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx ñõî-

äèòñÿ;

2. ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, îãðàíè÷åíà è ìîíî-
òîííà íà [a,+∞).

Òîãäà èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ g(x) èìååò êî-
íå÷íûé ïðåäåë G = lim

x→+∞
g(x). Ïóñòü g1(x) = g(x) − G, òîãäà g1 óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ 2 ïðèçíàêà Äèðèõëå. ßñíî, ÷òî èç óñëîâèÿ 1 ïðèçíàêà
Àáåëÿ äëÿ f(x) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1 ïðèçíàêà Äèðèõëå. Êàê

ñëåäñòâèå ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ, èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)g1(x)dx ñõîäèòñÿ. Íî

òîãäà
+∞∫
a

f(x)g(x)dx =

+∞∫
a

f(x)g1(x)dx+G

+∞∫
a

f(x)dx

òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2.2. Èíòåãðàëû

∞∫
1

sin βx

xα
dx,

∞∫
1

cos βx

xα
dx, β ̸= 0, α > 0, èìåþò

åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü â ∞. Îíè ñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå,
òàê êàê

• ôóíêöèÿ f(x) = sin βx (f(x) = cos βx) íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè-

÷åííóþ ïåðâîîáðàçíóþ F (x) = − 1

β
cos βx (ñîîòâåòñòâåííî, F (x) =

1

β
sin βx),

• ôóíêöèÿ g(x) =
1

xα
→ 0 ïðè x → +∞ ìîíîòîííî è èìååò íåïðå-

ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ïðèìåð 2.3. Èíòåãðàëû

∞∫
1

sin βx

xα
dx,

∞∫
1

cos βx

xα
dx, β ̸= 0, ñõîäÿòñÿ àá-

ñîëþòíî ïðè α > 1 è óñëîâíî ïðè 0 < α 6 1.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû

∞∫
1

sinx

xα
dx. Ïðè α > 1 â ñèëó íåðàâåí-

ñòâà |sinx| 6 1 è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ èç ñõîäèìîñòè

∞∫
1

1

xα
dx ñëåäóåò

àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü

∞∫
1

sinx

xα
dx.
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Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà

∞∫
1

sinx

xα
dx ñõîäèòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî ïðè

0 < α 6 1 îí íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

| sinx| > sin2 x =
1

2
(1− cos 2x).

Äëÿ ëþáîãî a < η < +∞
η∫

1

| sinx|
xα

dx > 1

2

η∫
1

1

xα
dx− 1

2

η∫
1

cos 2x

xα
dx

Èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî

η∫
1

cos 2x

xα
dx èìååò êîíå÷íûé ïðå-

äåë ïðè η → +∞, â òî âðåìÿ êàê

η∫
1

1

xα
dx→ +∞ ïðè η → +∞. Îòñþäà

η∫
1

| sinx|
xα

dx→ +∞ ïðè η → +∞.
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�3 ×èñëîâûå ðÿäû

3.1 Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè, êðèòåðèé Êîøè, îñíîâ-

íûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1. 1. Ïóñòü {an}, an ∈ R � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Âûðàæåíèå a1 + a2 + · · · + an + · · · =
∞∑
i=1

ai íàçûâàåòñÿ

÷èñëîâûì ðÿäîì.

2. Sn = a1 + a2 + · · ·+ an � n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà.

3. Ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë: ∃ lim
n→∞

Sn ∈ R. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ

ñóììîé ðÿäà:

S = lim
n→∞

Sn =
∞∑
i=1

ai.

Òåîðåìà 3.1. (Êðèòåðèé Êîøè) Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

ai íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ Êîøè:

∀ε > 0 ∃n(ε) :

∣∣∣∣∣
n+p∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ < ε ∀n > n(ε), ∀p ∈ N. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà, òàê êàê∣∣∣∣∣

n+p∑
i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ = |Sn+p − Sn| .

Ñëåäñòâèå 3.1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

ai:

an → 0 ïðè n→ ∞

ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Êîøè ïðè p = 1.
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Ïðèìåð 3.1. 1. Ïðèìåðîì ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñëóæèò áåñêîíå÷íàÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

1 = q + q2 + · · ·+ qn + · · · = 1

1− q
ïðè q < 1.

2. Ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà � òàê íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · ·

Îí íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè (3.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
p = n ïîëó÷èì ∣∣∣∣∣

2n∑
i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ > n
1

2n
=

1

2
.

Ñâîéñòâà ðÿäîâ

1. Ïóñòü m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðÿäû
∞∑
i=1

ai è
∞∑

i=m

ai ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà (n > m)

n∑
i=1

ai =
m−1∑
i=1

ai +
n∑

i=m

ai

÷àñòè÷íûå ñóììû ýòèõ ðÿäîâ ðàçëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó
m−1∑
i=1

ai, îò-

êóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

2. Äîáàâëåíèå â ÷èñëîâîé ðÿä èëè óäàëåíèå èç ðÿäà êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.

3. Åñëè ðÿäû
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

(
c1ai + c2bi

)
,

c1, c2 = const, è

∞∑
i=1

(
c1ai + c2bi

)
= c1

∞∑
i=1

ai + c2

∞∑
i=1

bi

39



Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

n∑
i=1

(
c1ai + c2bi

)
= c1

n∑
i=1

ai + c2

n∑
i=1

bi

äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ è òåîðèè ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé.

4. Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
k=1

bk ïîëó÷åí èç íåãî ãðóïïèðîâêîé

÷ëåíîâ áåç ïåðåñòàíîâîê, òî ðÿä
∞∑
k=1

bk ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà

ñóììå èñõîäíîãî ðÿäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
k=1

bk ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
i=1

ai.

3.2 Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

ai ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíà-

ìè (ai > 0 ∀i) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëî-
âèÿ:

∃M = const : Sn =
n∑

i=1

ai 6M ∀n.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}
ðÿäà âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Îòñþäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò.

Çàìå÷àíèå 3.1. 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè îãðà-
íè÷åíà ñâåðõó ëèøü êàêàÿ-ëèáî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Snk

} ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}
ðÿäà âîçðàñòàåò è ïîòîìó âñåãäà èìååò ïðåäåë � êîíå÷íûé èëè
+∞. Íî åñëè äîïóñòèòü, ÷òî Sn → +∞, òî è ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Snk

} äîëæíà áûëà áû ñòðåìèòüñÿ ê +∞.
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2. ßñíî, ÷òî ðàñõîäèìîñòü ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè îçíà-

÷àåò
∞∑
i=1

ai = +∞, ïîýòîìó â ñëó÷àå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü çàïèñü
∞∑
i=1

ai < +∞.

Òåîðåìà 3.3. (Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ) Åñëè 0 6 ai 6 bi ∀i, òî èç ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

bi ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ai, à èç ðàñõîäèìîñòè

∞∑
i=1

ai � ðàñõîäèìîñòü
∞∑
i=1

bi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S =
∞∑
i=1

bi < +∞, òîãäà
n∑

i=1

ai 6 S < +∞ äëÿ

ëþáîãî n è èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ai.

Åñëè
∞∑
i=1

ai = +∞, òî è
∞∑
i=1

bi = +∞, òàê êàê èíà÷å ïî ïåðâîé ÷àñòè

óòâåðæäåíèÿ áûëî áû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∞∑
i=1

ai < +∞.

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè ai > 0, bi > 0 ∀i è lim
n→∞

an
bn

= c > 0, òî ðÿäû
∞∑
i=1

ai

è
∞∑
i=1

bi ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì 0 < ε < c è íàéäåì íîìåð n(ε) òàêîé ÷òî

(c− ε)bi 6 ai 6 (c+ ε)bi, n > n(ε).

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ðÿäû
∞∑

i=n(ε)

ai è
∞∑

i=n(ε)

bi ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî. Íî òîãäà ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èñõîäíûõ
ðÿäîâ.
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Ïðèçíàêè (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ) ñõîäèìîñòè

1. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê) Åñëè f(x) > 0 è ìîíîòîííî óáûâàåò

íà ïðîìåæóòêå [1,+∞), òî ðÿä
∞∑
k=1

f(k) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
1

f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, òî f(k + 1) 6

f(x) 6 f(k) ∀x ∈ [k, k + 1], îòêóäà f(k + 1) 6
k+1∫
k

f(x) dx 6 f(k), è

ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî k = 1, 2, . . . , n

Sn+1 − f(1) 6
n+1∫
1

f(x) dx 6 Sn. (3.2)

Êàê èçâåñòíî (òåîðåìà 2.11), êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà

+∞∫
1

f(x)dx îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ óñëî-

âèå ∃M :

η∫
1

f(x)dx 6 M ∀η < +∞, ðàâíîñèëüíîå äëÿ f(x) > 0

óñëîâèþ

∃M :

n∫
1

f(x)dx 6M ∀n ∈ N.

Â òî æå âðåìÿ, êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
÷ëåíàìè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (òåîðåìà 3.2)

∃M : Sn =
n∑

i=1

ai 6M ∀n.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.2) âûïîëíåíèå îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé âëå÷åò
è âûïîëíåíèå äðóãîãî, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàå-
ìîãî óòâåðæäåíèÿ.
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2. (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà) Ïóñòü an > 0 ïðè âñåõ n.

(a) Åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð m è ÷èñëî q < 1 òàêèå, ÷òî 0 <
an+1

an
6

q ïðè âñåõ n > m, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð m òàêîé, ÷òî
an+1

an
> 1 ïðè âñåõ n > m,

òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

am+1 6 qam, am+2 6 qam 6 q2am, am+3 6 q3am, . . . ,

à ðÿä am (1+q+q2+· · · ) ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ 3.3 ñõîäèòñÿ

ðÿä
∞∑

i=m

ai, à çíà÷èò, è ðÿä
∞∑
i=1

ai.

(b) Ïîñêîëüêó 0 < am 6 an ïðè âñåõ n > m, òî an 9 0, ò.å. íå
âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.3. (Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê Äàëàìáåðà)

Ïóñòü an > 0 è ñóùåñòâóåò lim
n→+∞

an+1

an
= q.

(a) Åñëè q < 1, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè q > 1, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3.2. (Óñèëåííûé âàðèàíò ïðåäåëüíîãî ïðèçíàêà Äà-
ëàìáåðà)

(a) Åñëè limn→+∞
an+1

an
< 1, òî ðÿä

∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè limn→+∞
an+1

an
> 1, òî ðÿä

∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.
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3. (Ïðèçíàê Êîøè) Ïóñòü an > 0 ïðè âñåõ n.

(a) Åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð m è ÷èñëî q < 1 òàêèå, ÷òî n
√
an 6 q

ïðè âñåõ n > m, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð m òàêîé, ÷òî n
√
an > 1 ïðè âñåõ n > m,

òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

an 6 qn, n > m⇒
∞∑

i=m

ai 6
∞∑

i=m

qi <∞

è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ 3.3.

(b) Ïîñêîëüêó an > 1 ïðè âñåõ n > m, òî an 9 0 è íå âûïîëíåíî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.4. (Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê Êîøè) Ïóñòü an > 0 è ñó-
ùåñòâóåò lim

n→+∞
n
√
an = q.

(a) Åñëè q < 1, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè q > 1, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3.3. (Óñèëåííûé âàðèàíò ïðåäåëüíîãî ïðèçíàêà Êî-
øè)

(a) Åñëè limn→+∞ n
√
an < 1, òî ðÿä

∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ.

(b) Åñëè limn→+∞
n
√
an > 1, òî ðÿä

∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.
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3.3 Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 3.2.

Ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

|ai|.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëî-
âèÿ Êîøè äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∀ε > 0 ∃n(ε) :
n+p∑

i=n+1

∣∣ai∣∣ < ε ∀n > n(ε), ∀p ∈ N

è íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣∣
n+p∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ 6
n+p∑

i=n+1

∣∣ai∣∣ ñëåäóåò óñëîâèå Êîøè
∀ε > 0 ∃n(ε) :

∣∣∣∣∣
n+p∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ < ε ∀n > n(ε), ∀p ∈ N

äëÿ ðÿäà
∞∑
i=1

ai.

Ðÿä
∞∑
i=1

ai íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî íå

àáñîëþòíî.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Åñëè ðÿäû
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä
∞∑
i=1

(c1ai+c2bi),

c1, c2 = const, òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

2. Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è {bn}� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, òî ðÿä
∞∑
i=1

biai òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Òåîðåìà 3.4. Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðÿä
∞∑
i=1

ãi ïîëó÷åí

èç íåãî ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ, òî îí òàêæå ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, ïðè ýòîì åãî ñóììà ðàâíà ñóììå èñõîäíîãî ðÿäà
∞∑
i=1

ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå äëÿ ðÿäà
∞∑
i=1

ai ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∞∑
i=1

ãi ðÿä, ïîëó÷åííûé èç èñ-

õîäíîãî ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ, è ïóñòü S̃n = ã1+ ã2+ · · · ãn
� åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà. Êàæäûé èç ãi èìååò ñâîé íîìåð â èñõîäíîì ðÿäå,
ïóñòü ãi = aki è N = max

16i6n
ki. Òîãäà

S̃n 6 a1 + a2 + · · · aN = SN 6 S =
∞∑
i=1

ai.

Â ñèëó òåîðåìû 3.2 ðÿä
∞∑
i=1

ãi ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà S̃ íå ïðåâîñõîäèò

ñóììû S èñõîäíîãî ðÿäà: S̃ 6 S. Ìåíÿÿ òåïåðü ðîëÿìè ðÿäû
∞∑
i=1

ai è

∞∑
i=1

ãi, ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî S 6 S̃, îòêóäà ñëåäóåò

ðàâåíñòâî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ðÿäà. Ïóñòü ai = a+i −a−i , òîãäà 0 6 a+i , a

−
i 6 |ai| è èç ñõîäèìîñòè

ðÿäà
∞∑
i=1

|ai| ñëåäóåò ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ 3.3 ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑
i=1

a+i

è
∞∑
i=1

a−i ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ãi ïîëó÷åí èç
∞∑
i=1

ai

ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ, òî
∞∑
i=1

ã+i è
∞∑
i=1

ã−i ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè

ïåðåñòàíîâêàìè èç ðÿäîâ
∞∑
i=1

a+i è
∞∑
i=1

a−i . Äëÿ ýòèõ ðÿäîâ â ïåðâîé ÷àñòè
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äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâëåíû ñõîäèìîñòü è ðàâåíñòâà

∞∑
i=1

ã+i =
∞∑
i=1

a+i ,

∞∑
i=1

ã−i =
∞∑
i=1

a+i .

Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ãi è ðàâåíñòâî

∞∑
i=1

ãi =
∞∑
i=1

ã+i −
∞∑
i=1

ã−i =
∞∑
i=1

ai.

Òåîðåìà 3.5. (Ðèìàíà) Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáî-

ãî ýëåìåíòà ðàñøèðåííîé ïðÿìîé l ∈ R∪{−∞}∪{+∞} íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ èñõîäíîãî ðÿäà, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä
∞∑
i=1

ãi áóäåò

èìåòü ñâîåé ñóììîé l.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

1. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà � ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà)

Ïóñòü ai > ai+1 > 0 ∀i è ai → 0 ïðè i → ∞. Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

(−1)i+1ai

ñõîäèòñÿ è äëÿ åãî ñóììû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî S 6 a1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ÷ëå-
íîâ:

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n) 6 S2n+2,
S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n 6 a1.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâåäåííûõ îöåíîê ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíî-
ñòè âñåõ ðàçíîñòåé â ñêîáêàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{S2n} âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì a1, ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò ïðåäåë lim

n→∞
S2n = S 6 a1.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ S2n+1

îòëè÷àþòñÿ îò S2n íà ñëàãàåìîå a2n+1 → 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∃ lim

n→∞
Sn = S 6 a1.
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2. (Ïðèçíàê Äèðèõëå)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) ai > ai+1 > 0 ∀i è ai → 0 ïðè i→ ∞;

(b) ∃M :
∣∣ n∑
i=1

bi
∣∣ 6M ∀n.

Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

aibi ñõîäèòñÿ.

3. (Ïðèçíàê Àáåëÿ)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) ai > ai+1 ∀i è ∃M : |ai| 6M ;

(b) ðÿä
∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ.

Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

aibi ñõîäèòñÿ.

�4 Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿ-

äû

4.1 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü ôóíêöèè fn(x), n = 1, 2, . . . îïðåäåëåíû íà
ìíîæåñòâå E ⊂ R.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E ê ôóíê-
öèè f(x) ("ïîòî÷å÷íî"), åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}: f(x) = lim

n→∞
fn(x). Èíà÷å

ãîâîðÿ:

∀x ∈ E, ∀ε > 0 ∃n(ε, x) : |fn(x)− f(x)| < ε ïðè n > n(ε, x).
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2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E ê ôóíê-
öèè f(x) ðàâíîìåðíî, åñëè

∀ε > 0 ∃n(ε) : |fn(x)− f(x)| < ε ïðè n > n(ε) ∀x ∈ E. (4.3)

Äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå fn ⇒ f äëÿ ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùåéñÿ ê ôóíêöèè f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü ôóíêöèè ui(x), i = 1, 2, . . . îïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâå E ⊂ R. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ðàâíîìåðíî íà E

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè S(x), åñëè ðàâíîìåðíî íà E ñõîäèòñÿ ê S(x) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà:

Sn(x) =
n∑

i=1

ui(x) ⇒ S(x) íàE.

Ëåììà 4.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíî-
æåñòâå E ê ôóíêöèè f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

sup
x∈E

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = 0. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (4.4) îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃n(ε) : sup
x∈E

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε ïðè n > n(ε),

ò.å. ïðàêòè÷åñêè (4.3). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåõîä ê sup â (4.3) ïðè-
âîäèò ê íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó sup

x∈E

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ 6 ε, îäíàêî ýòî íå

ïðèíöèïèàëüíî â äîêàçàòåëüñòâå.

Ëåììà 4.2. (Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃n(ε) : |fn+p(x)− fn(x)| < ε ïðè n > n(ε) ∀p ∈ N ∀x ∈ E. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî èç (4.3) ñëåäóåò óñëîâèå Êîøè
(4.5) êàê âñåãäà îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà:

|fn+p(x)− fn(x)| 6 |fn+p(x)− f(x)|+ |f(x)− fn(x)| < 2ε ïðè n > n(ε)
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äëÿ âñåõ p ∈ N è x ∈ E.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè (4.5). Ïðåæäå âñåãî, íàäî ïî-

ñòðîèòü ôóíêöèþ f(x), à çàòåì äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E ê ýòîé ôóíêöèè. Íî ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì x ∈ E óñëîâèå (4.5) åñòü óñëîâèå Êîøè äëÿ ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ïîýòîìó {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðå-
äåëó. Ïðåäåë îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) (ýòî ïîñòðîåí ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë).
Òåïåðü, ÷òîáû äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü {fn(x)} ê f(x), äîñòà-
òî÷íî â (4.5) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè p→ +∞.

Ñëåäñòâèå 4.5. (Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäîâ) Ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ðàâíîìåðíî

íà E ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃n(ε) : |
n+p∑

i=n+1

ui(x)| < ε ïðè n > n(ε) ∀p ∈ N ∀x ∈ E. (4.6)

4.2 Ïðèçíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè

Ëåììà 4.3. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ðàâíîìåðíî íà E

ñõîäèòñÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. |ui(x)| 6 ai ∀x ∈ E ∀i;

2.
∞∑
i=1

ai < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èç-

âåñòíûì êðèòåðèåì Êîøè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà
+∞∑
i=1

ai è îöåíêîé |ui(x)| 6
ai ∀x ∈ E ∀i, ÷òîáû äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ Êîøè (4.6):

∀x ∈ E |
n+p∑

i=n+1

ui(x)| 6
n+p∑

i=n+1

ai < ε ïðè n > n(ε) ∀p ∈ N.
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Ëåììà 4.4. (Ïðèçíàê Äèðèõëå) Ðÿä
∞∑
i=1

ai(x)bi(x) ðàâíîìåðíî íà E ñõî-

äèòñÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ai(x) > ai+1(x) ∀x ∈ E ∀i;

2. ai(x) ⇒ 0 íà ìíîæåñòâå E;

3. ∃M = const : |
n∑

i=1

bi| 6M ∀x ∈ E ∀n.

4.3 Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé è ðÿäîâ

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è ðàâ-
íîìåðíî íà [a, b] ñõîäÿòñÿ ê f(x). Òîãäà

1. f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b];

2. φn(x) =

x∫
a

fn(t)dt ðàâíîìåðíî íà [a, b] ñõîäÿòñÿ ê φ(x) =

x∫
a

f(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì íîìåð n(ε)
òàêîé, ÷òî

sup
x∈E

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε/3 ïðè n > n(ε). (4.7)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íîìåð n > n(ε). Ôóíêöèÿ fn(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b], ïîýòîìó ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì (òåîðåìà Êàíòîðà).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîé, ÷òî

|fn(x+∆x)− fn(x)| < ε/3 ïðè |∆x| < δ, ∀ x, x+∆x ∈ [a, b]. (4.8)

Íî òîãäà èç (4.7), (4.8) ïîëó÷èì:

|f(x+∆x)− f(x)| 6 |f(x+∆x)− fn(x+∆x)|+ |fn(x+∆x)− fn(x)|+

+|fn(x)− f(x)| < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

äëÿ âñåõ x, x+∆x ∈ [a, b], |∆x| < δ, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðå-
ðûâíîñòü f(x) íà [a, b].
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2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ìû ïèøåì âñþäó max
âìåñòî sup, ïîñêîëüêó âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû. Èìå-
åì:

max
a6x6b

|φn(x)−φ(x)| = max
a6x6b

∣∣ x∫
a

(fn(t)− f(t))dt
∣∣ 6 max

a6x6b

x∫
a

|fn(t)− f(t)|dt 6

6 |b− a|max
a6t6b

|fn(t)− f(t)| → 0 ïðè n→ ∞,

ò.å. φn(x) ⇒ φ(x).

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü ôóíêöèè ui(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è

ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ðàâíîìåðíî íà [a, b] ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè S(x). Òîãäà

1. S(x) íåïðåðûâíà íà [a, b];

2. ðÿä
∞∑
i=1

x∫
a

ui(t)dt ðàâíîìåðíî íà [a, b] ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

x∫
a

S(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñêîëüêó Sn(x) =
n∑

i=1

ui(x) � íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè è Sn(x) ⇒ S(x) íà [a, b], òî S(x) íåïðåðûâíà ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó
òåîðåìû.

2. Â ñèëó âòîðîãî ñâîéñòâà òåîðåìû

x∫
a

Sn(t)dt ⇒
x∫

a

S(t)dt, ïðè ýòîì

x∫
a

Sn(t)dt =
n∑

i=1

x∫
a

ui(t)dt, ò.å. ñîâïàäàåò ñ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà

∞∑
i=1

x∫
a

ui(t)dt.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ôóíêöèè ui(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà

îòðåçêå [a, b], ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ
∞∑
i=1

u′i(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b],

à ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ñõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå x0 ∈ [a, b]. Òîãäà
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1. ðÿä
∞∑
i=1

ui(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b];

2. åñëè S(x) =
∞∑
i=1

ui(x), òî S ′(x) =
∞∑
i=1

u′i(x), ò.å.
( ∞∑

i=1

ui(x)
)′

=

∞∑
i=1

u′i(x) (âîçìîæíî ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñóììà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ϕ(x) =
∞∑
i=1

u′i(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà [a, b] è ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èí-
òåãðèðîâàòü, ïîýòîìó

x∫
x0

ϕ(t)dt =
∞∑
i=1

x∫
x0

u′i(t)dt =
∞∑
i=1

(ui(x)− ui(x0)).

Ðÿä
∞∑
i=1

(ui(x) − ui(x0)) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b], à ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
i=1

ui(x0) ñõîäèòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ui(x) =

∞∑
i=1

(ui(x)− ui(x0)) +
∞∑
i=1

ui(x0).

2. Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

x∫
x0

ϕ(t)dt = S(x)− S(x0),

ïîëó÷èì ϕ(x) = S ′(x).
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�5 Ñòåïåíí�ûå ðÿäû

5.1 Òåîðåìà Àáåëÿ. Ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîãî ðÿäà

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà
∞∑
k=0

ck(x− a)k, ãäå ck ∈ R

è a ∈ R � çàäàííûå ÷èñëà, íàçûâàåòìÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, ck � êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà.

Çàìåíîé x− a íà x ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
∞∑
k=0

ckx
k.

Òåîðåìà 5.8. (Òåîðåìà Àáåëÿ)

1. Åñëè ðÿä
∞∑
k=0

ckx
k ñõîäèòñÿ ïðè x = x0 ̸= 0, òî îí ñõîäèòñÿ àá-

ñîëþòíî ïðè ëþáîì x òàêîì, ÷òî |x| < |x0| è ðàâíîìåðíî è àáñî-
ëþòíî íà ëþáîì îòðåçêå [−q, q], q < |x0|.

2. Åñëè ðÿä
∞∑
k=0

ckx
k ðàñõîäèòñÿ ïðè x = x1 ̸= 0, òî îí ðàñõîäèòñÿ

ïðè |x| > |x1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

ckx
k
0 ñëåäóåò, ÷òî åãî îáùèé

÷ëåí ckx
k
0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ckxk0} ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, è îãðàíè÷åíà: |ckxk0| 6 C. Îòñþäà ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

|ckxk| 6 C

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣k ∀x : |x| < |x0| (5.9)

Ïîñêîëüêó |x| < |x0|, òî ðÿä
∞∑
k=0

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣k ñõîäèòñÿ, à ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ

ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
k=0

|ckxk|.
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Ïðè x ∈ [−q, q], q < |x0|, èç îöåíêè (5.9) è ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà

(ëåììà 4.3) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=0

|ckxk| íà îòðåçêå

[−q, q].

2. Ïóñòü ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè x = x1 ̸= 0. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî îí
ñõîäèòñÿ ïðè êàêîì-òî x0, |x0| > |x1|, òî ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ îí
äîëæåí ñõîäèòüñÿ è ïðè x = x1. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.9. (Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà) Äëÿ ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckx
k ñóùåñòâóåò ÷èñëî R ∈ [0,+∞] òàêîå, ÷òî

1. Åñëè R ∈ (0,+∞), òî ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå |x| < R è ðàñõî-
äèòñÿ ïðè |x| > R.

2. Åñëè R = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷êå x = 0.

3. Åñëè R = +∞, òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ∈ R.

×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, à èíòåðâàë
(−R,R) ïðè R > 0 � èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçD ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Åñëè D íå îãðàíè÷åíî, òî D = R. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ R

íàéä¼òñÿ x0 ∈ D: |x| < |x0| è ïî òåîðåìå Àáåëÿ (òåîðåìà 5.8) ðÿä ñõîäèòñÿ
â òî÷êå x.

Ïóñòü òåïåðü D - îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íå èç îäíîé
òî÷êè x = 0. Îáîçíà÷èì R = sup

x∈D
|x|, KR = (−R,R), KR = [−R,R].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî
KR ⊂ D ⊂ KR. Ïóñòü x ∈ KR. Ïî îïðåäåëåíèþ sup ñóùåñòâóåò x0 ∈ D:
|x| < |x0|, è èç òåîðåìû Àáåëÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà â òî÷êå x. Ïóñòü
òåïåðü x /∈ KR, ò.å. |x| > R. Òîãäà x /∈ D ïî îïðåäåëåíèþ R è sup.
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Òåîðåìà 5.10. (Ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè R)

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckx
k âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-

ëå Êîøè-Àäàìàðà:

R =
1

limn→∞
n
√

|cn|
.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü òàêæå ïî ôîðìóëàì

R =
1

lim
n→∞

n
√

|cn|
èëè R = lim

n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣,
åñëè ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû.

5.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííûõ

ðÿäîâ

Ëåììà 5.5. Ñòåïåííûå ðÿäû
∞∑
n=0

cnx
n,

∞∑
n=0

cn
n+ 1

xn+1 è
∞∑
n=0

cnnx
n−1 èìå-

þò îäèí è òîò æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

limn→∞
n

√
|cn−1|
n

= limn→∞
n
√

|cn+1|(n+ 1) = limn→∞
n
√

|cn|

è ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà.
Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà îäíî èç ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ. Èìåííî, ïóñòü

R = limn→∞
n
√

|cn| � êîíå÷íîå ÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî limn→∞
n
√

|cn+1|(n+ 1) =
R. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ïðåäåëîâ: åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ an, òî

limn→∞anbn = lim
n→∞

anlimn→∞bn.

Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

limn→∞
n
√

|cn+1|(n+ 1) = limn→∞
n
√
|cn+1| lim

n→∞
n
√
n+ 1 = limn→∞

n
√

|cn+1|.

Â ñâîþ î÷åðåäü,

limn→∞
n
√

|cn+1| = limn→∞
n−1
√

|cn| = limn→∞( n
√

|cn|)n/(n−1) = R.
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Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k, x0 − ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà R, (5.10)

èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0 è f(x) � åãî ñóììà. Òîãäà

1. Ðÿä (5.10) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà èíòåðâàëå (x0 −
R, x0 +R):
x∫

x0

f(t)dt =
∞∑
k=0

x∫
x0

ck(t−x0)kdt =
∞∑
k=0

ck
k + 1

(x−x0)k+1 ∀x ∈ (x0−R, x0+R).

2. Ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x ∈ (x0−R, x0+R)
è ðÿä (5.10) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü:

f (n)(x) =
( ∞∑
k=n

ck(x− x0)
k
)(n)

= cnn! + cn+1 (n+ 1)n · · · 2 (x− x0)+

+ cn+2 (n+ 2)(n+ 1) · · · 3 (x− x0)
2 + · · · =

=
∞∑
k=n

ck k(k − 1) · · · (k − (n− 1)) (x− x0)
k−n (5.11)

äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . ..

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì 0 < q < R. Íà îòðåçêå [x0 − q, x0 + q] ðÿäû
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k è

∞∑
k=1

ckk(x− x0)
k−1 ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â ñèëó òåîðåìû

Àáåëÿ è ïðåäûäóùåé ëåììû (R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè îáîèõ ðÿäîâ). Ìîæ-
íî ïðèìåíèòü òåîðèþ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

ðÿä
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü

íà îòðåçêå [x0 − q, x0 + q]. Íî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 0 < q < R òî æå
ìîæíî äåëàòü è íà èíòåðâàëå (x0 −R, x0 +R).

Çàìåíèâ â ðàññóæäåíèÿõ ðÿä
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k ðÿäîì

∞∑
k=1

ckk(x− x0)
k−1

ñ òåì æå ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, äîêàçûâàåì âîçìîæíîñòü åãî ïî÷ëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëå (x0−R, x0+R) è ñóùåñòâîâàíèå âòîðîé
ïðîèçâîäíîé f

′′
(x).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.
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5.3 Ðÿäû Òåéëîðà

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè U(x0) òî÷êè x0 è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Òîãäà
ñòåïåííîé ðÿä

f(x0) +
∞∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 (èëè ïî ñòåïåíÿì
x− x0).

Çàìå÷àíèå 5.4.

1. Åñëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè x ∈ (x0−R, x0+R) ôóíêöèÿ
f(x) åñòü ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà:

f(x) =
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k,

òî ck =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . , ò.å. ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì

Òåéëîðà äëÿ ñóììû ýòîãî ñòåïåííîãî ðÿäà f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (5.11) ïðè
x = x0.

2. Åñëè f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè x ∈ (x0 − R, x0 + R),
òî íå îáÿçàòåëüíî åå ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x− x0 ñõîäèòñÿ ê
f(x) ïðè x ̸= x0.

Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
e−

1
x2 ïðè x ̸= 0,

0 ïðè x = 0,

ó êîòîðîé âñå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå 0 ðàâíû íóëþ, òàê ÷òî å¼ ðÿä
Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x � òîæäåñòâåííûé íîëü.

58



Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè e−
1
x2 (äîîïðåäåëåííîé íóëåì ïðè x = 0)
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Ðèñ. 2: Ãðàôèêè ôóíêöèé e−
1
x2 x−10 (÷åðíûé), e−

1
x2 x−12 (ñèíèé),e−

1
x2 x−14

(çåëåíû¼),e−
1
x2 x−16 (æåëòûé),e−

1
x2 x−18 (êðàñíûé),

60



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ïðîèçâîäíûå f (n)(0) = 0 äëÿ âñåõ n. Ïðåæäå âñåãî, âû÷èñëèì ïðîèçâîä-
íûå ïðè x ̸= 0:

f ′(x) =
2

x3
e−

1
x2 , f

′′
(x) =

(
− 6

x4
+

4

x6
)
e−

1
x2 , . . . , f (n)(x) = P3n(

1

x
)e−

1
x2 ,

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Pm(t) äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-
ïåíè m.

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ïðåäåëîì:

lim
x→0

e−
1
x2

xm
= lim

t→∞

tm

et2
= 0 ∀m. (5.12)

Èñïîëüçóÿ (5.12), ïîëó÷àåì

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

e−
1
x2

x
= 0.

Òåïåðü

f
′′
(0) = lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

x
= lim

x→0

2e−
1
x2

x4
= 0.

Äàëåå ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî f (n)(0) = 0 äëÿ âñåõ n, èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî f (n−1)(0) = 0 è (5.12).
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Ïîëó÷èì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ðÿä Òåéëîðà

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

ïîñòðîåííûé ïî ôóíêöèè f(x), ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè.

Ëåììà 5.6. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê ôóíêöèè
f(x))

Ïóñòü f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x ∈ (x0 − R, x0 + R) è
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M è C òàêèå, ÷òî

|f (k)(x)| 6MCk äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . è âñåõ x ∈ (x0 −R, x0 +R)

Òîãäà

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k ïðè âñåõ x ∈ (x0 −R, x0 +R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Sn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

� ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, òîãäà rn(x) = f(x) − Sn(x) � ýòî îñòàòî÷íûé ÷ëåí
ôîðìóëû Òåéëîðà, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî âûðàæåíèå

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, ξ ∈ (x0, x).

Â óñëîâèÿõ ëåììû äëÿ ëþáîãî |x− x0| < R ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|rn(x)| 6
M(CR)n+1

(n+ 1)!
.

Íî èçâåñòíî, ÷òî

lim
n→∞

an

n!
= 0 ∀a,

îòêóäà ñëåäóåò rn(x) → 0.
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Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà (ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x)
íåêîòîðûõ ôóíêöèé

Äàëåå ïðè îïðåäåëåíèè îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ëåììîé 5.6.

1. ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
k=0

xk

k!
(∀x ∈ R).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà r > 0 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà |f (k)(x)| = ex 6 er, ∀x ∈ (−r, r), ∀k, òî ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.6
ñ ïàðàìåòðàìè C = 1, M = er, óñòàíàâëèâàåì ñõîäèìîñòü ðÿäà ê
ex ïðè x ∈ (−r, r). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè r ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ
ôóíêöèè ex ñõîäèòñÿ ê íåé ïðè âñåõ x ∈ R.

2. sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 (∀x ∈ R).

|f (k)(x)| 6 1, ∀x ∈ R, ∀k, ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ ê sinx ïðè âñåõ
x ∈ R.

3. cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k (∀x ∈ R).

|f (k)(x)| 6 1, ∀x ∈ R, ∀k, ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ ê cosx ïðè âñåõ
x ∈ R.

4. ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk (∀x ∈ (−1, 1]).

Ïóñòü Sn(x) =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk - n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà. Èñïîëü-

çóÿ ôîðìóëó îñòàòêà â ôîðìå Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì:

rn(x) = f(x)− Sn(x) = (−1)n
xn+1

(1 + θx)n+1(1 + n)
, θ ∈ (0, 1).

Ïðè x ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà rn(x) <
1

n+1
→ 0 ïðè n → ∞,

ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ln(1+x) ïðè x ∈ [0, 1]. Ïî òåîðåìå
Àáåëÿ ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1), îäíàêî èç ýòîé òåîðåìû
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íå ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ðÿäà ðàâíà ln(1+ x) ïðè x ∈ (−1, 0). Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñíîâà îöåíèì îñòàòîê rn(x), ïðåä-
ñòàâëÿÿ åãî òåïåðü â ôîðìå Êîøè:

rn(x) = f(x)− Sn(x) = (−1)n
(1− θ)nxn+1

(1 + θx)n+1
, θ ∈ (0, 1).

Ïðè x ∈ (−1, 0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
1− θ

1 + θx
< 1, ïîýòîìó

|rn(x)| <
|x|n+1

1 + θx
6 |x|n+1

1− |x|
→ 0 ïðè n→ ∞.

Èòàê, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ln(1+x) â ðÿä Ìàêëîðåíà ñïðàâåäëèâî
ïðè x ∈ (−1, 1].

5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R, α ̸= 0 ðàçëîæåíèå ôóíêöèè (1 + x)α ïî
ñòåïåíÿì x èìååò âèä

(1+ x)α = 1+αx+
α(α− 1)

2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + · · · =

∞∑
k=0

Ck
αx

k

ãäå C0
α = 1, Ck

α =
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k + 1)

k!
ïðè k > 1.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè x ∈ (−1, 1) (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

64



�6 Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

6.1 Ïðîñòðàíñòâî Rn

Îïðåäåëåíèå 6.1. Rn � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíûõ âåùå-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è
íîðìîé, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâàìè:

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi, ∥x∥ = (x, x)1/2 =
( n∑

i=1

x2i
)1/2

.

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðì

∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥, (x, y) 6 ∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ Rn.

è íåðàâåíñòâî Êîøè

(x, y) 6 ∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ Rn. (6.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà Êîøè ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíê-
öèþ îò t:

∥x+ t y∥2 = ∥x∥2 + 2t(x, y) + t2∥y∥2.
Òàê êàê îíà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ t, òî åå äèñêðèìèíàíò íåïîëîæè-
òåëåí, ò.å. (x, y)2 − ∥x∥2∥y∥2 6 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Èñïîëüçóÿ òåïåðü
íåðàâåíñòâî Êîøè, ïîëó÷èì:

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2(x, y) + ∥y∥2 6 ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 =
(
∥x∥+ ∥y∥

)2
,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

6.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn

Îïðåäåëåíèå 6.2.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ≡ {xm}∞m=1 ∈ Rn, xm = (xm1 , x
m
2 , . . . x

m
n ),

îãðàíè÷åíà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî ∥xm∥ 6 C
∀m.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ñõîäèòñÿ ê x ∈ Rn (ñõîäèòñÿ ïî íîðìå),
åñëè ∥xm − x∥ → 0 ïðè m→ ∞.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå xm → x äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ê
x ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm}.
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Ïîñêîëüêó ∥xm−x∥ � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ∥xm−x∥ → 0
ïðè m→ ∞ îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃m(ε) : ∥xm − x∥ < ε ïðè m > m(ε).

Ëåììà 6.1.

1. Ïðåäåë ó ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåííûé.

2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òàê
æå, êàê è äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ ïðåäåëà ó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè:

xm → x, xm → y, α = ∥x− y∥ > 0.

Âîçüìåì 0 < ε < α/2 è íàéäåì íîìåðm(ε) òàêîé, ÷òî ∥xm−x∥ < ε, ∥xm−
y∥ < ε ïðè m > m(ε). Òîãäà âçÿâ m > m(ε), ïîëó÷èì ∥x − y∥ 6 ∥x −
xm∥+ ∥xm − y∥ < 2ε < α = ∥x− y∥. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

2. Âîçüìåì ε = 1 è íàéäåì íîìåð m1 òàêîé, ÷òî ∥xm − x∥ < 1 ïðè
m > m1, îòêóäà ∥xm∥ 6 ∥x∥+ ∥xm − x∥ < ∥x∥+ 1 ïðè m > m1. Òîãäà

∥xm∥ 6M = max{∥x1∥, ∥x2∥, . . . , ∥xm1∥, ∥x∥+ 1}.

Ëåììà 6.2. Ñõîäèìîñòü {xm} ê x ïî íîðìå ðàâíîñèëüíà ïî-êîîðäèíàòíîé
ñõîäèìîñòè:

∥xm − x∥ → 0 ïðè m→ ∞ ⇔ |xmi − xi| → 0 ïðè m→ ∞ ∀i = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíò-
íîñòè íîðì (ìàêñèìóì-íîðìû è åâêëèäîâîé íîðìû â äàííîì ñëó÷àå) â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn:

max
16i6n

|xi| 6 ∥x∥ =
( n∑

i=1

x2i
)1/2 6 √

n max
16i6n

|xi|. (6.2)
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Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ôóíäàìåíòàëüíà (ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Êîøè), åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå Êîøè:

∥xm − xk∥ → 0 ïðè m, k → ∞,(
ýêâèâàëåíòíî: ∀ε > 0 ∃m(ε) : ∥xm − xk∥ < ε ïðè m, k > m(ε)

)
.

(6.3)

Ëåììà 6.3. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} ê íåêîòîðîìó
âåêòîðó x ∈ Rn íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåí-
òàëüíà, ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè (6.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ∥xm − x∥ → 0 ïðè m → ∞, òî
∥xm − xk∥ 6 ∥xm − x∥+ ∥xk − x∥ → 0 ïðè m, k → ∞.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü ∥xm − xk∥ → 0 ïðè m, k → ∞. Òîãäà
â ñèëó ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (6.2) ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmi }
ôóíäàìåíòàëüíû äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âñå îíè èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû:

∀i = 1, 2, . . . ,m ∃xi : ∀ε > 0 ∃mi(ε) : |xmi − xi| <
ε√
n
ïðè m > mi(ε).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (6.2), ïîëó÷èì

∥xm − x∥ 6
√
n max

16i6n
|xmi − xi| < ε ïðè m > m(ε) = max

i
mi(ε).

Îïðåäåëåíèå 6.4. Åñëè {xm}∞m=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Rn è 1 6
m1 < m2 < · · · < mk < · · · , òî {xmk}∞k=1 � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm}∞m=1.

Òåîðåìà 6.1. (òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà)
Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} ìîæíî èçâëå÷ü

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëüçóåìñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
íîðì (íåðàâåíñòâî (6.2)), òåîðåìîé Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëî-
âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è òåì ôàêòîì, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò òîò æå ñàìûé ïðåäåë.

Â ñèëó (6.2) âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmi }, i = 1, 2, . . . ,m, îãðàíè÷åíû.
Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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èç {xm1 } ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk
1 }. Òå-

ïåðü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmk
2 } ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îñòàâèì çà ýòîé ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ îáîçíà÷åíèå {xmk

2 }. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ âûäåëåíèÿ ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ âñåõ êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðî-
èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 1 6 m1 < m2 < · · · < mk < · · · , äëÿ
êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ âñå {xmk

i }, i = 1, 2, . . . , n. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðàâûì íåðàâåíñòâîì â (6.2), ÷òîáû ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü {xmk} â åâ-
êëèäîâîé íîðìå ∥.∥.

6.3 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn

Îïðåäåëåíèå 6.5.

1. Sε(x0) = {x : ∥x − x0∥ < ε} � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ
öåíòðîì â òî÷êå x0.

2. x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ⊂ Rn, åñëè
∃ε > 0 : Sε(x0) ⊂M ;

3. intM � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ó ìíîæåñòâà M.

4. Ìíîæåñòâî M îòêðûòî, åñëè âñå åãî òî÷êè � âíóòðåííèå, ò.å.
intM =M.

5. Ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, åñëè Rn \M îòêðûòî.

6. x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè M ∩ Sε(x0) \ {x0} ̸= ∅
äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Òåîðåìà 6.2. (Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîñòè)
Ìíîæåñòâî çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò

âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M çàìêíóòî, ò.å. Rn \ M îòêðûòî. Äîïóñòèì,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x0, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó M .
Òîãäà îíà ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Rn \M âìåñòå ñ íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòüþ: Sε(x0) ⊂ Rn \M . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè
è äîêàæåì, ÷òî Rn \M îòêðûòî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
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x0 ∈ Rn \M , â ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé åñòü òî÷êè íå èç Rn \M , ò.å.
èçM . Íî òîãäà x0 ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàM
è îíà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü M . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñå ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî
îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn � âíóòðåííÿÿ,
ïîýòîìó Rn îòêðûòî. Îäíîâðåìåííî, êàæäàÿ òî÷êà Rn � ïðåäåëü-
íàÿ è ïðèíàäëåæèò Rn, ïîýòîìó Rn çàìêíóòî.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê Rn, ïîýòîìó îíî òàêæå
îòêðûòî è çàìêíóòî.

2. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïåðåñå-
÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M =
⋃
α

Mα, ãäå èíäåêñ α ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó ëþáîé ìîùíîñòè, à êàæäîå ìíîæåñòâî Mα � îòêðûòîå.
Åñëè x ∈ M , òî x ∈ Mα ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî Mα, ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Sε(x) ⊂ Mα è, êàê ñëåäñòâèå, Sε(x) ⊂ M .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ M ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, òàê
÷òî M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Èç îòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè

Rn \
⋃
α

Mα =
⋂
α

(Rn \Mα) (6.4)

ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ.

3. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M =

p⋂
i=1

Mi, ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî Mi �

îòêðûòîå. Åñëè x ∈M , òî x ∈Mi äëÿ âñåõMi, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòè Sεi(x) ⊂ Mi. Ïóñòü ε = min

16i6p
εi, òîãäà Sε(x) ⊂ Mi ∀i ⇒

Sε(x) ⊂ M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ M ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé, òàê ÷òî M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Èç îòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè (6.4) ñëåäóåò çàìêíóòîñòü îáúåäèíå-
íèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6.6. M � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (êîìïàêò), åñëè èç
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} ⊂M ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk} è ïðåäåë x = lim xmk ïðèíàäëåæèò M.

Òåîðåìà 6.3. (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rn)
Ìíîæåñòâî M ⊂ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.ÏóñòüM � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, äî-
êàæåì, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äîïóñòèì, ÷òîM íå îãðàíè÷åíî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ∈
M ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x1 ∈ M . Òî÷êó x2 ∈ M âîçüìåì âíå
øàðà S1 = {x : ∥x − x1∥ < 1}, òî÷êó x3 ∈ M � âíå øàðîâ S1 è S2 = {x :
∥x − x2∥ < 1} è ò.ä. Ýòîò ïðîöåññ áåñêîíå÷íûé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà
íåêîòîðîì øàãå N íå óäàåòñÿ íàéòè x ∈ M, x /∈

⋃
16i6N

Si, òî ìíîæåñòâî

M ∈
⋃

16i6N

Si, ïîýòîìó îãðàíè÷åíî.

Èòàê, â ïðåäïîëîæåíèè íåîãðàíè÷åííîñòè M ìîæíî ïîñòðîèòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ∈ M , òàêóþ ÷òî ∥xm − xk∥ > 1 äëÿ âñåõ m ̸= k.
Íî èç íåå íåëüçÿ èçâëå÷ü íèêàêóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè M .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî M íå çàìêíóòî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó íåãî åñòü
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a /∈ M . Íî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé òî÷êè íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ∈ M ,ñõîäÿùàÿñÿ ê a. Ëþáàÿ åå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê a, íå ïðèíàäëåæàùåéM , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
êîìïàêòíîñòè M .
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Äîñòàòî÷íîñòü. ÏóñòüM � îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà 6.1 èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} ⊂M ìîæíî âûäå-
ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk}. ÏîñêîëüêóM çàìêíóòî,
òî åå ïðåäåë x = lim xmk ïðèíàäëåæèò M.

6.4 Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U = U(a) ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå òî÷êó a, áóäåì
íàçûâàòü îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Åñëè U(a) îêðåñòíîñòü òî÷êè a, òî îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî Ǔ(a) = U(a)\{a} � ýòî ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
a. Â ÷àñòíîñòè Šδ(a) ïðîêîëîòàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü a.

Äàëåå f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) � ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ñî çíà÷åíèÿìè
â R.

Îïðåäåëåíèå 6.7. (Äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà)
Ïóñòü f(x) çàäàíà â Ǔ(a).

1. (ïî Êîøè) ×èñëî A ∈ R � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a (A =
lim
x→a

f(x)), åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ U(a) ∩ Šδ(a) (|f(x)− A| < ε).

2. (ïî Ãåéíå) ×èñëî A ∈ R � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a, åñëè

∀{xm} ∈ Ǔ(a) : xm → a (f(xm) → A).

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèÿ ïðå-
äåëà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ñîâïàäàþò ñ äîêàçàòåëüñòâîì â ñëó÷àå ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîýòîìó îíî íå ïðèâåäåíî.

Îïðåäåëåíèå 6.8. (Ïðåäåë ïî ìíîæåñòâó)
Ïóñòü f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå M ⊂ Rn è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

M.
×èñëî A ∈ R � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó M

(A = lim
x→a,x∈M

f(x)), åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈M ∩ Šδ(a) (|f(x)− A| < ε).
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Îïðåäåëåíèå 6.9. (Ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ)
Ïóñòü l, ∥l∥ = 1, � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, çàäàþ-

ùèé íàïðàâëåíèå, è ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå (a, a + tl), 0 <
t < δ.

×èñëî A ∈ R � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a ïî íàïðàâëåíèþ l, åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→+0

f(a+ tl) = A.

Çàìå÷àíèå 6.1. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà A = lim
x→a

f(x) ñëåäóåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ è åãî ðà-
âåíñòâî ÷èñëó A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñóùåñòâîâàíèÿ è ðàâåíñòâà
ïðåäåëîâ ó f(x) ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì â îáùåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (ñì. ïðèìåð íèæå).

Ïðèìåð 6.1. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x1, x2) =
2x21x2
x41 + x22

èìååò â òî÷êå a = (0, 0) ïðåäåë ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ, ðàâíûé 0, íî
íå èìååò ïðåäåëà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü åäè-
íè÷íûé âåêòîð l â âèäå l = (cosα, sinα) è óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî α
ïðåäåë f(t cosα, t sinα) ïðè t→ 0 ðàâåí íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âçÿòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {(1
k
,
1

k2
)}, ñõîäÿùóþñÿ ê (0, 0), äëÿ êîòîðîé f(

1

k
,
1

k2
) = 1.

Îïðåäåëåíèå 6.10. (Íåïðåðûâíîñòü)

1. Ïóñòü f(x) çàäàíà â U(a). Îíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
a, åñëè ∃ lim

x→a
f(x) = f(a), ò.å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ U(a) ∩ Sδ(a) (|f(x)− f(a)| < ε).

2. Ïóñòü f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå M ⊂ Rn è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
M. Îíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâóM , åñëè
∃ lim

x→a,x∈M
f(x) = f(a), ò.å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈M ∩ Sδ(a) (|f(x)− f(a)| < ε).
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Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå

1. Ïóñòü f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå a. Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ c1f(x) + c2g(x) � òàêæå íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ.

2. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a è f(a) > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U(a), â êîòîðîé f(x) > 0. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì, íàïðèìåð,
ε = f(a)/2 è, ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè â òî÷êå a, íàé-
äåì δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x ∈ Uδ(a) = {∥x − a∥ < δ} ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε. Òîãäà äëÿ x ∈ Uδ(a)

f(x) > f(a)− ε = f(a)/2 > 0.

(ßñíî, ÷òî åñëè f(a) < 0, òî f(x) < 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a).

3. Ïóñòü ôóíêöèè g1(x), g2(x), . . . , gn(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x∗ ∈ Rm,
à ôóíêöèÿ f(y) = f(y1, y2, . . . , yn) íåïðåðûâíà â òî÷êå
y∗ = (g1(x

∗), g2(x
∗), . . . , gn(x

∗)). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
Φ(x) = f(g1(x), g2(x), . . . , gn(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x

∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè f ñóùåñòâóåò η = η(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

|f(y)− f(y∗)| < ε ïðè ∥y − y∗∥ < η.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîñòüþ gi, ïî η íàéäåì δ = δ(η) = δ(ε)
òàêîå, ÷òî

|gi(x)− gi(x
∗)| < η√

n
ïðè ∥x− x∗∥ < δ, ∀i.

Òîãäà ∥g(x)− g(x∗)∥ < η, ïîýòîìó

|f(g(x))− f(g(x∗))| < ε ïðè ∥x− x∗∥ < δ.
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6.5 Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå 6.11. Ïóñòü f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå M ⊂ Rn. f(x)
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M , åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
a ∈M ïî ìíîæåñòâó M, ò.å.

∀a ∈M ∃ lim
x→a,x∈M

f(x) = f(a).

Òåîðåìà 6.4. (òåîðåìû Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü M �êîìïàêò â Rn è
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà M. Òîãäà

1. f(x) îãðàíè÷åíà íà M .

2. f(x) äîñòèãàåò íà M ñâîèõ ìàêñèìàëüíîãî max
x∈M

f(x) è ìèíèìàëü-

íîãî min
x∈M

f(x) çíà÷åíèé:

∃ξ ∈M : f(ξ) = max
x∈M

f(x), ∃η ∈M : f(η) = min
x∈M

f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîïóñòèì, ÷òî f íå îãðàíè÷åíà íàM . Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò xk ∈M òàêîå, ÷òî |f(xk)| > k.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk} îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà îíà
ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj} : xkj → ξ, ïðè÷åì
ξ ∈M â ñèëó çàìêíóòîñòèM . Òàê êàê f íåïðåðûâíà íàM , òî lim

k→+∞
f(xkj) =

f(ξ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |f(xkj)| > kj, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xkj)} íå
ìîæåò èìåòü êîíå÷íîãî ïðåäåëà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå.

2. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ íåïðåðûâíàÿ íàM ôóíêöèÿ îãðà-
íè÷åíà, ïîýòîìó èìååò êîíå÷íûå âåðõíþþ sup

x∈M
f(x) = sup è íèæíþþ

inf
x∈M

f(x) = inf ãðàíè. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà äëÿ ëþáûõ k ∈ N
ñóùåñòâóåò xk ∈M òàêîå, ÷òî

sup−1

k
< f(xk) ≤ sup . (6.5)

Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} âûäåëèì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü: xkj → ξ ∈ M. Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà M , òî

lim
j→+∞

f(xkj) = f(ξ). À èç (6.5) ñëåäóåò sup− 1

kj
< f(xkj) ≤ sup, ïîýòîìó
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lim
j→∞

f(xkj) = sup. Íî f(xkj) ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî ê îäíîìó ïðåäåëó,

ïîýòîìó sup = f(ξ). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìèíè-
ìóìà.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Ïóñòü f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå M ⊂ Rn. f(x)
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà M , åñëè

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x, y ∈M, ∥x− y∥ < δ(|f(x)− f(y)| < ε).

Òåîðåìà 6.5. (òåîðåìà Êàíòîðà) Ïóñòü M �êîìïàêò â Rn è ôóíêöèÿ
f(x) íåïðåðûâíà íà M. Òîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà M,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å.

∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃x, y ∈M : (∥x− y∥ < δ, íî |f(x)− f(y)| ≥ ε).

Áóäåì áðàòü δ = 1/k, k = 1, 2, 3, . . .. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïàðû òî÷åê
xk, yk ∈M òàêèå, ÷òî

∥xk − yk∥ < 1

k
, íî |f(xk)− f(yk)| ≥ ε, k = 1, 2, . . . . (6.6)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} � îãðàíè÷åííàÿ, ïîýòîìó èç íå¼ ìîæíî âûäå-
ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj} : xkj → x∗, x∗ ∈ M . Çà-
ìåòèì, ÷òî ykj → x∗, òàê êàê

∥ykj − x∗∥ 6 ∥ykj − xkj∥+ ∥xkj − x∗∥ < 1

kj
+ ∥xkj − x∗∥ → 0 kj → ∞.

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x∗ ∈M , ïîýòîìó f(xkj)−f(ykj) → f(x∗)−
f(x∗) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (6.6).

Îïðåäåëåíèå 6.13.

1. Ïóñòü φi(t), i = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíûå ïðè t ∈ [α, β] ôóíêöèè.
Ìíîæåñòâî L = {x ∈ Rn : xi = φi(t), t ∈ [α, β], i = 1, 2, . . . , n}
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ êîíöàìè
(φ1(α), φ2(α), . . . , φn(α)) è (φ1(β), φ2(β), . . . , φn(β)).

2. Ìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå
äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé L, ëåæàùåé
â M : L ⊂M.
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Òåîðåìà 6.6. (Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ)
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ëèíåéíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå M è
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ A = f(a) è B = f(b) â òî÷êàõ a, b ∈M. Òîãäà f(x)
ïðèíèìàåò â òî÷êàõ M âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó A è B
(íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî A < B):

∀C ∈ (A,B) ∃ξ ∈M : f(ξ) = C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîåäèíèì òî÷êè a è b íåïðåðûâíîé êðèâîé L ⊂ M .
Ôóíêöèÿ Φ(t) = f(φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α, β]. Ïî
òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè äëÿ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî Φ(t) ïðèíèìà-
åò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó A èB, ïîýòîìó äëÿ C ∈ (A,B) íàéäåòñÿ òî÷êà τ0 ∈
(α, β) òàêàÿ, ÷òî Φ(τ0) = C. Íî òîãäà â òî÷êå ξ = (φ1(τ0), φ2(τ0), . . . , φn(τ0))
íà êðèâîé L, ëåæàùåé â M , f(ξ) = Φ(τ0) = C.

6.6 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ïåð-

âûé äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå 6.14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà â îêðåñòíîñòè U(a)
òî÷êè a.

1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
∆x1→0

f(a1 +∆x1, a2, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , an)

∆x1
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂f(a)

∂x1
ïî x1 îò ôóíêöèè

f(x) â òî÷êå a. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f(a)

∂xi
ïî xi äëÿ ëþáîãî i.

2. Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(a1 +∆x1, a2 +∆x2, . . . , an +∆xn)− f(a1, a2, . . . , an) =

=
n∑

i=1

Ai∆xi + o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0 (6.7)

ñ ïîñòîÿííûìè Ai, íå çàâèñÿùèìè îò ∆x = (∆x1,∆x2, . . . ,∆xn),
òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a.
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Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ, íåïðåðûâíîñòüþ è ñó-
ùåñòâîâàíèåì âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

1. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè f(x) â òî÷êå a ñëåäóåò åå íåïðåðûâíîñòü
â òî÷êå a. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (6.7).

2. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè f(x) â òî÷êå a ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âñåõ

ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n â òî÷êå a.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíî (6.7). Òîãäà âûáèðàÿ ïðèðàùåíèå
∆x = (∆x1, 0, . . . , 0), ïîëó÷èì

lim
∆x1→0

f(a1 +∆x1, a2, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , an)

∆x1
= A1+ lim

∆x1→0

o(∆x1)

∆x1
= A1

è àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i: ∃∂f(a)
∂xi

= Ai.

Ïðèìåð 6.2. Ïîëîæèì

f(x1, x2) =


2x1x2
x21 + x22

(x1, x2) ̸= (0, 0),

0 (x1, x2) = (0, 0),
, a = (0, 0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âäîëü
êîîðäèíàòíûõ îñåé x1 = 0 è x2 = 0, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå
∂f(0, 0)

∂xi
= 0, i = 1, 2. Íî â òî÷êå (0, 0) ôóíêöèÿ

ðàçðûâíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê {(1/m, 1/m)}, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê (0, 0) è ïðè ýòîì
f(1/m, 1/m) = 1 ∀m.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâî-

âàíèå è ðàâåíñòâî âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂f(a)

∂xi
íå ãàðàíòè-

ðóåò äàæå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a.

3. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n, íåïðå-

ðûâíûõ â òî÷êå a, ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü f(x) â òî÷êå a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Ïóñòü ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
, i = 1, 2, îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè U(a)

òî÷êè a è íåïðåðûâíû â òî÷êå a. Âîçüìåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ïðèðà-
ùåíèå ∆x, òàêîå ÷òî a+∆x ∈ U(a). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëàãðàíæà
äëÿ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, ïîëó÷èì:

f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1, a2) =

= f(a1+∆x1, a2+∆x2)−f(a1, a2+∆x2)+f(a1, a2+∆x2)−f(a1, a2) =

=
∂f(a1 + θ1∆x1, a2 +∆x2)

∂x1
∆x1 +

∂f(a1, a2 + θ2∆x2)

∂x2
∆x2 =

=
∂f(a)

∂x1
∆x1 +

∂f(a)

∂x2
∆x2 + ϵ(∆x), θ1, θ2 ∈ (0, 1),

ãäå ϵ(∆x) = (s,∆x), s = (s1, s2) è

s1 =
∂f(a1 + θ1∆x1, a2 +∆x2)

∂x1
−∂f(a)

∂x1
, s2 =

∂f(a1, a2 + θ2∆x2)

∂x2
−∂f(a)

∂x2
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a èìååì si → 0 ïðè
∥∆x∥ → 0, ïîýòîìó ∥s∥ → 0. Òàê êàê

|ϵ(∆x)| 6 ∥s∥∥∆x∥,

òî lim
∆x→0

ϵ(∆x)

∥∆x∥
= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϵ(∆x) = o(∥∆x∥), ò.å. ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî (6.7), îïðåäåëÿþùåå äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
f â òî÷êå a.

Ñóììèðóåì äîêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåé ñõåìå:

Ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíûå â òî÷êå a

⇓

f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ⇒ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a
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⇓

Ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n â òî÷êå a

Èç ïðèâåäåííîé ñõåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî

f(a+∆x)− f(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)∆xi + o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0. (6.8)

Ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)∆xi íàçûâàåòñÿ ïåð-

âûì äèôôåðåíöèàëîì (äèôôåðåíöèàëîì ïåðâîãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè f â
òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ df(a). Îïðåäåëåíèå (6.8), ïðèìåíåííîå ê ôóíê-
öèè f(x) = xi äàåò ðàâåíñòâî dxi = ∆xi, ïîýòîìó ïåðâûé äèôôåðåíöèàë
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

df(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)dxi.

Ëåììà 6.4. (Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè)
Ïóñòü ôóíêöèè φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a ∈

Rm, à ôóíêöèÿ f(y) = f(y1, y2, . . . , yn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå b =
(φ1(a), φ2(a), . . . , φn(a)).
Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ Φ(x) = f(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)) äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå a è

∂Φ

∂xi
(a) =

n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)

∂φj

∂xi
(a), i = 1, 2, . . . ,m. (6.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå b ïîëó÷èì:

f(b+∆y)− f(b) =
n∑

j=1

∂f

∂yj
(b)∆yj + δ(∆y), δ(∆y) = o(∥∆y∥) ïðè ∆y → 0.

(6.10)
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Äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè φj â òî÷êå a ñëåäóåò:

φj(a+∆x)−φj(a) =
m∑
i=1

∂φj

∂xi
(a)∆xi+ϵj(∆x), ϵj(∆x) = o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0.

Âîçüìåì ∆yj = φj(a+∆x)−φj(a) â ðàâåíñòâå (6.10). Òîãäà â ñèëó ïðåäû-
äóùåãî ðàâåíñòâà

f(b+∆y)−f(b) = Φ(a+∆x)−Φ(a) =
n∑

j=1

m∑
i=1

∂f

∂yj
(b)
(
φj(a+∆x)−φj(a)

)
+

+ δ(∆y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)

∂φj

∂xi
(a)∆xi +

n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)ϵj(∆x) + δ(∆y). (6.11)

Èç (6.11) áóäåò ñëåäîâàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ â òî÷êå a è ðàâåíñòâà
(6.9), åñëè äîêàçàòü, ÷òî

n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)ϵj(∆x) + δ(∆y) = o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0. (6.12)

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè (6.1), ïîëó÷èì:

∣∣ n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)ϵj(∆x)

∣∣ 6 ( n∑
j=1

( ∂f
∂yj

(b)
)2)1/2( n∑

j=1

ϵ2j(∆x)

)1/2

6

6 const ∥ϵ(∆x)∥ = o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0. (6.13)

Äàëåå, èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè φj(x) ñëåäóåò:∣∣∆yj∣∣ = ∣∣φj(a+∆x)− φj(a)
∣∣ 6 cj∥∆x∥, j = 1, 2, . . . , n,

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∥∆x∥, ïîýòîìó ∥∆y∥
∥∆x∥

6 c = const. ßñíî, òàêæå,

÷òî ∥∆y∥ → 0 ïðè ∥∆x∥ → 0. Ïîñêîëüêó δ(∆y) = o(∥∆y∥) ïðè ∆y → 0,
òî

lim
∥∆x∥→0

δ(∥∆y∥)
∥∆x∥

= lim
∥∆y∥→0

δ(∥∆y∥)
∥∆y∥

lim
∥∆x∥→0

∥∆y∥
∥∆x∥

= 0,

÷òî îçíà÷àåò
δ(∥∆y∥) = o(∥∆x∥) ïðè ∆x→ 0. (6.14)

Èç (6.13) è (6.14) ñëåäóåò (6.12).
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Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Ïóñòü ôóíêöèè φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a ∈
Rm, à ôóíêöèÿ f(y) = f(y1, y2, . . . , yn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå b =
(φ1(a), φ2(a), . . . , φn(a)). Òîãäà ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (6.9) ïåðâûé äèôôå-
ðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè Φ(x) = f(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)) èìååò âèä

dΦ(a) =
m∑
i=1

∂Φ

∂xi
(a)dxi =

m∑
i=1

n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)

∂φj

∂xi
(a)dxi.

Òàê êàê äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè yj = φj(x) â òî÷êå a îïðåäåëåí ðàâåí-

ñòâîì dyj(a) =
m∑
i=1

∂φj

∂xi
(a)dxi, òî

df(φ1(a), φ2(a), . . . , φn(a)) = df(b) =
n∑

j=1

∂f

∂yj
(b)dyj.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìà çàïèñè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà îäèíàêîâà êàê
äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ yj, òàê è äëÿ ôóíêöèé yj(x). Ýòî ñâîéñòâî
èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà îòíîñèòåëüíî çàìåíû
ïåðåìåííûõ.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò. Ôîðìóëà êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé

Îïðåäåëåíèå 6.15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà â îêðåñòíîñòè U(a)
òî÷êè a è l, ∥l∥ = 1, � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, çàäàþ-
ùèé íàïðàâëåíèå.

1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→+0

f(a+ tl)− f(a)

t
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé
∂f(a)

∂l
ïî íàïðàâëåíèþ l îò ôóíê-

öèè f(x) â òî÷êå a.
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2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå a, òî
âåêòîð

gradf(a) = (
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a))

íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì f â òî÷êå a.

Ëåììà 6.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî ó íåå

ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå
∂f(a)

∂l
ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ l è

∂f(a)

∂l
=

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
li = (gradf(a), l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) = f(a + tl) äèôôåðåíöèðóåìà
ïðè t = 0, ïîýòîìó

ϕ(t)− ϕ(0) = ϕ′(0) + o(t), t→ 0.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì:

ϕ′(t) =
df(a+ tl)

dt
=

n∑
i=1

∂f(a+ tl)

∂xi

d(ai + tli)

dt
=

n∑
i=1

∂f(a+ tl)

∂xi
li ∀t.

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò:

ϕ(t)− ϕ(0) = f(a+ tl)− f(a) =
n∑

i=1

∂f(a)

∂xi
lit+ o(t), t→ 0.

Â èòîãå
∂f(a)

∂l
= lim

t→+0

f(a+ tl)− f(a)

t
=

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
li.

Îïðåäåëåíèå 6.16. 1. Ìíîæåñòâî M âûïóêëî, åñëè âìåñòå ñ äâó-
ìÿ ëþáûìè òî÷êàìè x ∈M è y ∈M îíî ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé
èõ îòðåçîê x+ θ(y − x), θ ∈ [0, 1],

2. Îòêðûòîå è ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (ñì. îïðåäåëåíèå 6.13)
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ.
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Ëåììà 6.6. (Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèô-
ôåðåíöèðóåìà â âûïóêëîé îáëàñòè G. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈
G íàéäåòñÿ òî÷êà ξ = x+ θ(y− x), θ ∈ (0, 1), íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì
x è y, òàêàÿ, ÷òî

f(y)− f(x) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(ξ)(yi − xi) ≡ (gradf(ξ), y − x). (6.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âûïóêëîñòè G îòðåçîê [x + t(y − x)], 0 6 t 6
1, âõîäèò â G. Ôóíêöèÿ Φ(t) = f(x + t(y − x)) äèôôåðåíöèðóåìà íà
[0, 1] è Φ(0) = f(x), Φ(1) = f(y). Ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
äëÿ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî ñóùåñòâóåò θ ∈ (0, 1): Φ(1) − Φ(0) =
Φ′(θ). Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (6.11) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè, ïîëó÷èì:

f(y)− f(x) = Φ′(θ) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x+ θ(y − x))(yi − xi).

6.7 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ

ïîðÿäêîâ. Òåîðåìà î ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ

Îïðåäåëåíèå 6.17. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U(a) îïðåäåëåíà ïðîèçâîä-

íàÿ
∂f

∂xi
(x), x ∈ U(a), äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i. Åñëè ó ôóíêöèè

∂f

∂xi
(x)

ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
â òî÷êå a, òî îíà íàçûâàåòñÿ âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé (÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà)
∂2f

∂xj∂xi
(a).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
Íàïðèìåð, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ
∂2f

∂xj∂xi
è ó íåå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

∂

∂xk

( ∂2f

∂xj∂xi

)
, òî ýòî òðåòüÿ ïðî-

èçâîäíàÿ âèäà
∂3f

∂xk∂xj∂xi
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ â çàïèñè ïðîèçâîäíîé

èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå. Òàê,
∂2f

∂xj∂xi
è

∂2f

∂xi∂xj
ïðè i ̸= j � ýòî ðàçíûå
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ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå a ñóùåñòâóþò ñìåøàííûå

ïðîèçâîäíûå
∂2f

∂xj∂xi
(a) è

∂2f

∂xi∂xj
(a) ïðè i ̸= j, òî îíè ìîãóò íå ñîâïàäàòü.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí íèæå.

Ïðèìåð 6.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x1, x2) =

x1x2
x21 − x22
x21 + x22

(x1, x2) ̸= (0, 0),

0 (x1, x2) = (0, 0).

Åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïðè (x1, x2) ̸= (0, 0) ðàâíû

∂f

∂x1
= x2

x21 − x22
x21 + x22

− 4x21x
3
2

(x21 + x22)
2
,

∂f

∂x2
= x1

x21 − x22
x21 + x22

− 4x31x
2
2

(x21 + x22)
2

Ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0) âû÷èñëèì, èñïîëüçóÿ èõ îïðåäåëåíèå:

∂f(0, 0)

∂x1
= lim

x1→0

1

x1
(f(x1, 0)− f(0, 0)) = 0,

∂f(0, 0)

∂x2
= lim

x2→0

1

x2
(f0, x2)− f(0, 0)) = 0.

Òåïåðü âòîðûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0) ðàâíû

∂2f

∂x2∂x1
(0, 0) = lim

x2→0

1

x2

(
∂f(0, x2)

∂x1
− ∂f(0, 0)

∂x1

)
= −1;

∂2f

∂x1∂x2
(0, 0) = lim

x1→0

1

x1

(
∂f(x1, 0)

∂x2
− ∂f(0, 0)

∂x2

)
= 1.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ äîêàçàíî â
ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 6.7. (Ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)

èìååò íåïðåðûâíûå â òî÷êå a ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
∂2f

∂xj∂xi
è

∂2f

∂xi∂xj
,

i ̸= j. Òîãäà
∂2f

∂xj∂xi
(a) =

∂2f

∂xi∂xj
(a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ è äîêàæåì, ÷òî åñëè f(x1, x2) èìååò íåïðåðûâíûå â òî÷êå a ñìåøàí-

íûå ïðîèçâîäíûå
∂2f

∂x1∂x2
è

∂2f

∂x2∂x1
, òî

∂2f

∂x2∂x1
(a) =

∂2f

∂x1∂x2
(a).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

w(∆x1,∆x2) = f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1 +∆x1, a2)−
− f(a1, a2 +∆x2) + f(a1, a2). (6.16)

Ïóñòü g(x1) = f(x1, a2 +∆x2)− f(x1, a2). Òîãäà ôóíêöèþ w ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

w(∆x1,∆x2) = g(a1 +∆x1)− g(a1).

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a. Â
äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ∆x1 è ∆x2 äîñòàòî÷íî ìàëû, ïîýòîìó âñå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ýòîé îêðåñòíîñòè. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ
∂f

∂x1
ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé g(x1) íà

îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè a1 è a1+∆x1. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé íà ýòîì îòðåçêå, ïîëó÷èì

w(∆x1,∆x2) = g(a1 +∆x1)− g(a1) = g′(a1 + θ1∆x1)∆x1 =

=

(
∂f

∂x1
(a1 + θ1∆x1, a2 +∆x2)−

∂f

∂x1
(a1 + θ1∆x1, a2)

)
∆x1, θ1 ∈ (0, 1).

Îáîçíà÷èì ϕ(x2) =
∂f

∂x1
(a1 + θ1∆x1, x2). Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé

∂2f

∂x2∂x1
ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ϕ(x2) íà îòðåçêå, ñîåäè-

íÿþùåì òî÷êè a2 è a2 +∆x2. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
íà ýòîì îòðåçêå, ïîëó÷èì

w(∆x1,∆x2) = (ϕ(a2 +∆x2)− ϕ(a2))∆x1 = ϕ′(a2 + θ2∆x2)∆x1∆x2 =

=
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1∆x1, a2 + θ2∆x2)∆x1∆x2.
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Ïîìåíÿåì ìåñòàìè x1 è x2 â ðàññóæäåíèÿõ. Ïîëó÷èì:

w(∆x1,∆x2) =
(
f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1, a2 +∆x2)

)
−

−
(
f(a1 +∆x1, a2)− f(a1, a2)

)
=

=

(
∂f

∂x2
(a1 +∆x1, a2 + θ3∆x2)−

∂f

∂x2
(a1, a2 + θ3∆x2)

)
∆x2 =

=
∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ4∆x1, a2 + θ3∆x2)∆x1∆x2.

Èòàê,

∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1∆x1, a2 + θ2∆x2) =

∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ4∆x1, a2 + θ3∆x2)

ïðè íåêîòîðûõ θi ∈ (0, 1). Â ïðåäåëå ïðè ∆x → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∂2f

∂x2∂x1
(a) =

∂2f

∂x1∂x2
(a).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòî-

ðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå a. Òîãäà äèôôåðåíöèàë
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)dxi, ðàññìàòðè-

âàåìûé êàê ôóíêöèÿ îò x, èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â
òî÷êå a. Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. 6.6), ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé, äëÿ êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàë

d2f(a) = d(df)(a) =
n∑

j=1

∂(df)

∂xj
(a)dxj =

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)dxidxj (6.17)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ
∂2f

∂xi∂xj
â òî÷êå a ïîðÿ-

äîê ñóììèðîâàíèÿ â äâîéíîé ñóììå â ïðàâîé ÷àñòè (6.17) íå ñóùåñòâåíåí.
Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ äâîéíûõ ñóìì ñëåäóþùåå ñîêðàùåííîå
îáîçíà÷åíèå:

n∑
j=1

n∑
i=1

=
n∑

i,j=1

.
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Îïðåäåëåíèå 6.18.

1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a,
åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) ó íåå ñóùåñòâóþò âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k − 1 è îíè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå
a.

2. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå a, åñëè ó íåå ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà k, íåïðåðûâíûå â òî÷êå a.

3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) k ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî ó íåå ñó-
ùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë ïîðÿäêà k (k-ûé äèôôåðåíöèàë) â òî÷êå
a, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: dkf(a) = d

(
dk−1f

)
(a).

Çàìå÷àíèå 6.2. Äèôôåðåíöèàëû 2-îãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, â îò-
ëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èí-
âàðèàíòíîñòè ôîðìû (ñðàâíè ñ 6.6).

Çàìå÷àíèå 6.3. Äèôôåðåíöèàë k-îãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè n ïåðåìåí-
íûõ ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

dku =

(
dx1

∂

∂x1
+ dx2

∂

∂x1
+ · · ·+ dxn

∂

∂xn

)k

u
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6.8 Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 6.7. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà) Åñëè
ôóíêöèÿ f(x) m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè U(a)
òî÷êè a, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a+ dx ∈ U(a) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(a+ dx) = f(a) +
m−1∑
k=1

1

k!
dkf(a) + rm,

ãäå rm =
1

m!
dmf(a+ θdx), θ ∈ (0, 1).

(6.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ(t) = f(a+tdx). Îíà èìååò ïðî-
èçâîäíûå φk(t) ïðè k 6 m íà îòðåçêå t ∈ [0, 1]. Ýòè ïðîèçâîäíûå âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

φ′(t) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a+ tdx)dxi = df(a+ tdx);

φ
′′
(t) =

n∑
j=1

∂(df)

∂xj
(a+ tdx)dxj =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ tdx)dxidxj = d2f(a+ tdx).

Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì

φk(t) = dkf(a+ tdx), k = 1, 2, . . . ,m.

Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè φ(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

φ(1) = φ(0) + φ′(0) + . . .+
1

(m− 1)!
φm−1(0) +

1

m!
φm(θ), θ ∈ (0, 1).

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü â ýòó ôîðìóëó ïîëó÷åííûå ðàíåå âûðàæåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè φ, ÷òîáû ïîëó÷èòü (6.18).

Ñëåäñòâèå 6.2. (Ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà) Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû 6.7, òî

f(a+ dx) = f(a) +
m∑
k=1

1

k!
dkf(a) + o(∥dx∥m) ïðè dx→ 0. (6.19)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (6.18) ñëåäóåò

f(a+ dx) = f(a) +
m∑
k=1

1

k!
dkf(a) +

1

m!
(dmf(a+ θdx)− dmf(a)) ,

ïîýòîìó ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî

s = dmf(a+ θdx)− dmf(a) = o(∥dx∥m) ïðè dx→ 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà m-ãî ïîðÿäêà

s =
n∑

i1,i2,...,im=1

(
∂mf(a+ θdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim
− ∂mf(a)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim

)
dxi1dxi2 · · · dxim ,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîèçâîäíûì m-ãî ïîðÿäêà. ßñíî, ÷òî

|dxi1dxi2 · · · dxim| 6 ∥dx∥m

è äëÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó èõ íåïðåðûâíîñòè∣∣∣∣ ∂mf(a+ θdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim
− ∂mf(a)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim

∣∣∣∣→ 0 ïðè dx→ 0.

Ïîñêîëüêó

|s| 6 const max
i1,i2,...,im

∣∣∣∣ ∂mf(a+ θdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim
− ∂mf(a)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim

∣∣∣∣ ∥dx∥m,
òî s = o(∥dx∥m) ïðè dx→ 0.
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6.9 Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Îïðåäåëåíèå 6.19.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îáëàñòè G è a � òî÷êà â ýòîé

îáëàñòè.

1. Ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå a, åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(a) ⊂ G, â êîòîðîé f(a) 6 f(x) ∀x ∈
U(a). Ýòîò ëîêàëüíûé ìèíèìóì � ñòðîãèé, åñëè f(a) < f(x) ∀x ∈
Ǔ(a) = U(a) \ {a}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Èìåííî, ôóíêöèÿ
f(x) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâó-
åò îêðåñòíîñòü U(a) ⊂ G, â êîòîðîé f(a) > f(x) ∀x ∈ U(a).
Ýòîò ëîêàëüíûé ìèíèìóì � ñòðîãèé, åñëè f(a) > f(x) ∀x ∈
Ǔ(a) = U(a) \ {a}.

2. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì îáúåäèíÿþòñÿ òåð-
ìèíîì ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Ëåììà 6.8. 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â

òî÷êå a è ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂xi
(a) äëÿ êàêîãî-

ëèáî i. Òîãäà
∂f

∂xi
(a) = 0.

2. Åñëè f(x) èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå a è äèôôåðåíöè-
ðóåìà â ýòîé òî÷êå, òî

df(a) = 0. (6.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êà a - òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà è i = 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ(x1) = f(x1, a2, . . . , an). Îíà
äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå a1, ïîýòîìó φ

′(a1) = 0. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∂f

∂x1
(a) = φ′(a1) = 0.

Åñëè f(x) èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå a è äèôôåðåíöèðóåìà
â ýòîé òî÷êå, òî ñîãëàñíî ïåðâîìó ïóíêòó óòâåðæäåíèÿ âñå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå â òî÷êå a ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò è df(a) =
n∑

i=1

∂f(a)

∂xi
dxi = 0.

Óñëîâèå (6.20) ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (ñì. ïðèìåðû íèæå).
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Ðèñ. 3: Ñëåâà ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Ñïðàâà ãèïåðáîëè÷åñêèé ïà-
ðàáîëîèä - ïðèìåð ñåäëîâîé ïîâåðõíîñòè

Óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà f(x, y) =
x2

p
+
y2

q
, p > 0, q >

0. Â òî÷êå a = (0, 0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî df(a) = 0 è ôóíêöèÿ f èìååò
ñòðîãèé ìèíèìóì.

Óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà f(x, y) =
x2

p
− y2

q
, p >

0, q > 0. Â òî÷êå a = (0, 0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî df(a) = 0, íî ôóíêöèÿ
f íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, òàê êàê, íàïðèìåð,

f(δ, 0) =
δ2

p
> 0 = f(0, 0) à f(0, δ) = −δ

2

q
< 0 = f(0, 0).

Ãðàôèêè ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå.
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Äàëåå ìû äîêàæåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé òî÷êè
ýêñòðåìóìà � ëîêàëüíûé ìèíèìóì èëè ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, íî ïðåæäå
ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 6.20. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(t) =
n∑

i,j=1

aijtitj = (At, t)

ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A = (aij)
n
i,j=1, aij = aji,

íàçûâàåòñÿ

1. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè Φ(t) > 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ
t ̸= 0 è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè Φ(t) > 0 äëÿ
âñåõ âåêòîðîâ t,

2. îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè Φ(t) < 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ
t ̸= 0, è îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè Φ(t) 6 0 äëÿ
âñåõ âåêòîðîâ t,

3. íåîïðåäåëåííîé, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîðû t è s òàêèå, ÷òî
Φ(t) > 0 è Φ(s) < 0.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ(t) ýêâèâà-
ëåíòíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîëî-
æèòåëüíû. Èíà÷å ãîâîðÿ,

Φ(t) = (At, t) > α∥t∥2, ∀t, α > 0. (6.21)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû Φ(t) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû:
Φ(t) > 0 ∀t.

Àíàëîãè÷íî, îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ýê-
âèâàëåíòíà îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A:

Φ(t) = (At, t) 6 −β∥t∥2, ∀t β > 0, (6.22)

à îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîïðåäåëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî Φ(t) 6 0 ∀t.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(t) � íåîïðåäåëåííàÿ, åñëè ó åå ìàòðèöû A

åñòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè U(a) òî÷êè a. Òîãäà îïðåäåëåí äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

d2f(a) =
n∑

i,j=1

∂2f(a)

∂xi∂xj
dxidxj

è îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
dx = (dx1, dx2, . . . , dxn).

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a.

1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå a, òî

df(a) = 0, d2f(a) > 0

(d2f(a) > 0 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðå-
äåëåíà).

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå a, òî

df(a) = 0, d2f(a) 6 0

(d2f(a) 6 0 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðå-
äåëåíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð dx ̸= 0 è îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ φ(t) = f(a+ tdx). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| òî÷êà a+ tdx
âõîäèò â U(a), ïîýòîìó äëÿ òàêèõ t ôóíêöèÿ φ(t) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî, ïðè t = 0 ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé
ìèíèìóì. Äëÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà

φ′(0) = 0, φ
′′
(0) > 0.

Íî φ′(0) = df(a), φ
′′
(0) = d2f(a), îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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6.10 Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

Òåîðåìà 6.9. (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà) Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè U(a)
òî÷êè a è df(a) = 0.

1. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî
ôóíêöèÿ f(x) èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå a.

2. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî
ôóíêöèÿ f(x) èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå a.

3. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) � íåîïðåäåëåííàÿ, ò.å. èìååò
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà,
òî ôóíêöèÿ f(x) íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé Òåéëîðà (6.19) è
ðàâåíñòâîì df(a) = 0:

f(a+ dx) = f(a) +
1

2
d2f(a) + o(∥dx∥2) ïðè dx→ 0.

1. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ñî-
ãëàñíî (6.21) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå α: d2f(a) > α∥dx∥2. Òîãäà

f(a+ dx)− f(a) =
1

2
d2f(a) + o(∥dx∥2) > α

2
∥dx∥2 + o(∥dx∥2) > 0

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∥dx∥, ò.å. a � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(x).

2. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ñî-
ãëàñíî (6.22) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå β: d2f(a) 6 −β∥dx∥2. Òîãäà

f(a+ dx)− f(a) =
1

2
d2f(a) + o(∥dx∥2) 6 −β

2
∥dx∥2 + o(∥dx∥2) < 0

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∥dx∥, ò.å. a � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè f(x).

3. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) � íåîïðåäåëåííàÿ, òî íå âûïîë-
íåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (ñì. òåîðåìó 6.8).
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Çàìå÷àíèå 6.4. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(a) � ïîëóîïðåäåëåííàÿ,
ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèáî íåîòðèöàòåëüíûå, ëèáî íå ïîëîæè-
òåëüíûå, òî èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà òðå-
áóåò äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà ñ ïðèâëå÷åíèåì äèôôåðåíöèàëîâ ïîðÿäêà
âûøå âòîðîãî.

Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ñèì-
ìåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé íà ëîêàëüíûå
ýêñòðåìóìû.

Îïðåäåëåíèå 6.21. Ãëàâíûì ìèíîðîì ìàòðèöû A = (aij)
n
i,j=1 íàçûâà-

åòñÿ ìèíîð, â êîòîðîì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòðîê ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ. Ïðèìåðîì ãëàâíîãî ìèíîðà ïîðÿäêà m < n
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1i1 ai1i2 . . . ai1im
ai2i1 ai2i2 . . . ai2im
. . . . . . . . . . . .
aimi1 aimi2 . . . aimim

∣∣∣∣∣∣∣∣ , 1 6 i1 6 i2 6 · · · 6 im 6 n.

Åñëè ãëàâíûé ìèíîð íàõîäèòñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû, òî îí
íàçûâàåòñÿ óãëîâûì ãëàâíûì ìèíîðîì, èëè ïðîñòî óãëîâûì ìèíîðîì.
Óãëîâûå ìèíîðû è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A:

∆1 = a11, ∆2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , . . . ,∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ëåììà 6.9. (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå óãëîâûå ìèíîðû áûëè ïîëîæèòåëü-
íû:

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . ,∆n > 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå óãëîâûå ìèíîðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
áûëè îòðèöàòåëüíû, à óãëîâûå ìèíîðû ÷åòíîãî ïîðÿäêà � ïîëîæèòåëü-
íû:

∆1 < 0, ∆2 > 0,∆3 < 0,∆4 > 0 . . . .
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Çàìå÷àíèå 6.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà ïîëîæèòåëüíî ïîëó-
îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå ãëàâíûå ìèíîðû
áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå óãëîâûå ìèíîðû íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà áûëè îòðèöàòåëüíû, à óãëîâûå ìèíîðû ÷åòíîãî ïîðÿäêà � ïîëî-
æèòåëüíû
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