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≤ αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η) = αF (u) + (1− α)F (η).

Отсюда следует, что

2αF

(
u+ η

2

)
+ (1− 2α)F (η) = αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η),

т.е. справедливо равенство (3.4), а значит, u = η.
Если же α ∈ ( 1/2, 1 ), то, полагая µ = 1 − α ∈ ( 0, 1/2 ) и применяя

проведенные выше рассуждения для µ, снова получим, что u = η.

Пример 3.3. Функционал F : V → R1, F (u) = ∥u∥2 является
строго выпуклым.

Действительно, как это следует из примера 3.2 с A = E 13), функци-
онал F является выпуклым. Далее, из тождества параллелограмма (1.2)
вытекает, что∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ u− η

2

∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2 ∀u, η ∈ V.

Поэтому, если∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

= F

(
u+ η

2

)
=
F (u) + F (η)

2
=

1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2,

то u = η, т.е. F – строго выпуклый функционал.

4 Слабая сходимость.

Определение 4.1. Будем говорить, что последовательность
{un}+∞

n=1 ⊂ V сходится слабо к u ∈ V при n→ +∞, если

lim
n→+∞

(un − u, η) = 0 ∀ η ∈ V.

В дальнейшем слабую сходимость будем обозначать следующим обра-
зом: un ⇀ u при n→ +∞. ♢

Название "слабая сходимость" оправдывается следующим резуль-
татом.

Лемма 4.1. Если un → u при n→ +∞, то un ⇀ u при n→ +∞.
13) Через E : V → V мы обозначаем единичный, или тождественный оператор, т.е. Au ≡ u

для любого u ∈ V .
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Доказательство. Для любого η ∈ V имеем

|(un, η)− (u, η)| ≤ ∥η∥ ∥un − u∥ → 0 при n→ +∞.

Замечание 4.1. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Действительно, пусть l2 – множество бесконечномерных векторов

η = ( η1, η2, . . . , ηk, . . .),
+∞∑
k=1

η2k < +∞.

Напомним, что необходимым признаком сходимости ряда является стрем-
ление к нулю его общего члена, следовательно, для η ∈ l2

lim
k→+∞

ηk = 0. (4.1)

Проверим, что l2 – гильбертово пространство со скалярным произве-
дением

(u, η) =
+∞∑
k=1

uk ηk.

Нетрудно убедиться в том, что все аксиомы скалярного произведения
выполнены. Докажем, что пространство l2 полно.

Пусть
{
u(n)

}+∞
n=1

– фундаментальная последовательность, т.е. для лю-

бого, ε > 0 существует такой номер n0(ε), что

+∞∑
k=1

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀m,n ≥ n0(ε). (4.2)

Из (4.2) следует, что для k = 1, 2, . . .

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀m,n ≥ n0(ε),

т.е. последовательности
{
u
(n)
k

}+∞

n=1
фундаментальны для всех k. Положим

uk = lim
k→+∞

u
(n)
k , u = (u1, u2, . . . , uk, . . .).

Покажем, что u ∈ l2, и u(n) → u при n→ +∞. Из (4.2) вытекает, что для
любого фиксированного N

N∑
k=1

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀n,m ≥ n0(ε).
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При m → +∞ (поскольку в этой сумме конечное число слагаемых) по-
лучаем

N∑
k=1

(
u
(n)
k − uk

)2
≤ ε ∀N, ∀n ≥ n0(ε).

При N → +∞ имеем, что

+∞∑
k=1

(
u
(n)
k − uk

)2
≤ ε ∀n ≥ n0(ε). (4.3)

Поэтому
+∞∑
k=1

u2k =
+∞∑
k=1
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uk − u

(n)
k + u

(n)
k

)2
≤

≤ 2
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(n)
k

)2
+ 2

+∞∑
k=1
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u
(n)
k

)2
< +∞,

т.е. u ∈ l2. Из (4.3) вытекает, что u(n) → u при n→ +∞. Итак, l2 – полное
пространство.

Рассмотрим теперь последовательность
{
u(n)

}+∞
n=1

,

u
(n)
k =

 1 k = n,
0 k ̸= n.

Эта последовательность слабо сходится к нулю при n → +∞, так как в
силу (4.1) для любого η ∈ l2 имеем, что (u(n), η) = ηn → 0 при n → +∞.

С другой стороны, легко видеть, что
∥∥∥u(n) − u(m)

∥∥∥ =
√
2 для всех

n ̸= m, т.е. последовательность
{
u(n)

}+∞
n=1

не является фундаментальной,
а тем более, сильно сходящейся.

Тем не менее, в конечномерном гильбертовом пространстве слабая схо-
димость совпадает с сильной, о чем свидетельствует

Лемма 4.2. Пусть Vn – конечномерное гильбертово пространст-
во, um ⇀ u при m→ +∞. Тогда um → u при m→ +∞.

Доказательство. Пусть Vn – конечномерное евклидово пространство
размерности n, um ⇀ u при m→ +∞. В силу леммы 1.2 в V существует
ортонормированный базис {ek }nk=1. Тогда

um =
n∑

j=1

c
(m)
j ej, m = 1, 2, . . . , u =

n∑
j=1

c
(0)
j ej.
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Имеем, что

(um, η) =

 n∑
j=1

c
(m)
j ej , η

 → (u, η) =

 n∑
j=1

c
(0)
j ej , η

 ∀ η ∈ V.

Отсюда, полагая η = ek, k = 1, 2, . . . , n, получим для k = 1, 2, . . . , n, что
c
(m)
k → c

(0)
k при m → +∞, а это означает, что um → u при m → +∞,

поскольку

∥um − u∥2 =
∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

(
c
(m)
j − c

(0)
j

)
ej

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1

(
c
(m)
j − c

(0)
j

) 2
→ 0

при m→ +∞.

Лемма 4.3. Пусть un ⇀ u, ∥un∥ → ∥u∥ при n → +∞. Тогда
un → u при n→ +∞.

Доказательство. Имеем

∥u− un∥2 = ∥u∥2 − 2(u, un) + ∥un∥2 → 0 при n→ +∞.

Лемма 4.4. Предел слабо сходящейся последовательности опреде-
ляется единственным образом.

Доказательство. Пусть un ⇀ u, un ⇀ w при n→ +∞, тогда

lim
n→+∞

(un, η) = (u, η) = (w, η) ∀ η ∈ V.

Полагая здесь η = u− w, получим, что ∥u− w∥2 = 0, т.е. u = w.

Лемма 4.5. Пусть A : V → V – линейный непрерывный оператор,
un ⇀ u при n→ +∞. Тогда Aun ⇀ Au при n→ +∞.

Доказательство. Для любого η ∈ V имеем

lim
n→+∞

(Aun, η) = lim
n→+∞

(un, A
∗η) = (u,A∗η) = (Au, η).

Лемма 4.6. Пусть Ln ⊆ V – конечномерное подпространство раз-
мерности n, um ⇀ u в V при m → +∞. Тогда PLn

(um) → PLn
(u) при

m→ +∞.

Доказательство. Из леммы 2.1 вытекает, что оператор проектиро-
вания PL является линейным и непрерывным. Поэтому в силу леммы 4.5
vm = PLn

(um) ⇀ PLn
(u) = v при m → +∞. Но

{
vm

}+∞
m=1

⊂ Ln, v ∈ Ln, а
значит, согласно лемме 4.2 vm → v при m→ +∞.

В дальнейшем нам потребуется


