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1 Àñèíõðîííî àâòîìàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Òåîðèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � îäèí èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ, èçó÷àåìûõ

â êóðñå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Â îñíîâíîì êóðñå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ðàñ-

ïîçíàâàåìîñòè êîíå÷íûì àâòîìàòîì íåêîòîðîãî ÿçûêà, òî åñòü ìíîæåñòâà

êîíå÷íûõ ñëîâ íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì, ïðè ýòîì àâòîìàòû ðàññìàòðè-

âàþòñÿ îáû÷íî áåç âûõîäà. Â äàííîì ïîñîáèå áóäåò ðàññìîòðåíî äåéñòâèå

àâòîìàòîâ ñ âûõîäîì íà áåñêîíå÷íûå ñëîâà.

Àâòîìàòû, êîòîðûå ïðè äåéñòâèè íà íèõ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íåêîòî-

ðûì ñèìâîëîì, âûäàþò íà âûõîä òîëüêî îäèí ñèìâîë, íàçûâàþòñÿ àâòîìàòà-

ìè Ìèëè. Èõ îáîáùåíèåì ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòû, êîòîðûå â êàæäîì ñîñòîÿíèè

ïðè ÷òåíèè íåêîòîðîãî ñèìâîëà äàþò íà âûõîäå êîíå÷íîå ñëîâî, âîçìîæíî

è ïóñòîå. Òàêèå àâòîìàòû íàçûâàþò àñèíõðîííûìè, ïðè ýòîì àâòîìàò Ìèëè

èíîãäà íàçûâàþò ñèíõðîííûì àâòîìàòîì.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå àñèíõðîííîãî àâ-

òîìàòà, åãî äåéñòâèå íà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñòåïåíè àñèíõðîí-

íî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Áóäåì îáî-

çíà÷àòü àëôàâèò ñèìâîëàìè Σ , Σ′, . . . Ýëåìåíòû àëôàâèòà íàçûâàþò áóêâà-

ìè èëè ñèìâîëàìè, êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ � ñëîâîì èëè áëîêîì.

Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿþò îäíîáóêâåííûå ñëîâà è áóêâû àëôàâèòà. Êîíå÷íûå

ñëîâà áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè èëè ìàëûìè áóêâàìè èç íà÷àëà ëàòèíñêîãî

àëôàâèòà.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ , âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî (ñëîâî

íóëåâîé äëèíû) λ , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Σ∗ , à ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ

íàä àëôàâèòîì Σ � ÷åðåç Σ+ .

Äëèíó ñëîâà A áóäåì çàïèñûâàòü |A| .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x : N → Σ , ãäå N = {0, 1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé,

ïîñêîëüêó àëôàâèò ïðåäïîëàãàåì êîíå÷íûì. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = x(0)x(1) . . . , ïåðâûé ýëå-

ìåíò êîòîðîé � ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèè x íà íóëå, âòîðîé � çíà÷åíèè ôóíêöèè

x íà åäèíèöå è ò. ä. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä àëôàâèòîì Σ . Åå íà-

çûâàþò áåñêîíå÷íûì ñëîâîì èëè ñâåðõñëîâîì. Ñâåðõñëîâà áóäåì îáîçíà÷àòü
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ìàëûìè áóêâàìè ñ êîíöà ëàòèíñêîãî àëôàâèòà x , y, . . . Åñëè íåîáõîäèìî

áóäåò óêàçàòü ýëåìåíòû ñâåðõñëîâà, áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü x = {xi} .
Ìíîæåñòâî âñåõ ñâåðõñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ îáîçíà÷àåòñÿ ΣN .

Åñëè i ≤ j íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ÷åðåç x[i, j] îáîçíà÷èì îòðåçîê ñëî-

âà èëè ñâåðõñëîâà x , íà÷èíàÿ ñ i�îãî ñèìâîëà è çàêàí÷èâàÿ j�ûì, òî åñòü

x(i)x(i+ 1) . . . x(j) . Ïîäñëîâà âèäà x[0, i] íàçûâàþòñÿ ïðåôèêñàìè x , ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âèäà x(i)x(i+ 1)x(i+ 2) . . . � ñóôôèêñàìè x (êîòîðûå òàêæå

ìîæíî îáîçíà÷èòü x[i,∞)).

Êîíå÷íûì àñèíõðîííûì àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ ïÿòåðêà (S,Σ,Σ′, δ, ω),

ãäå S , Σ , Σ′ � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèìâîëîâ

ñîîòâåòñòâåííî; δ : S × Σ −→ S � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ; ω : S × Σ −→ Σ′∗ �

ôóíêöèÿ âûõîäîâ.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûäåëåíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå s0 , òî àâòîìàò íàçû-

âàåòñÿ èíèöèàëüíûì.

Åñëè ôóíêöèÿ âûõîäà àâòîìàòà ω : S × Σ −→ Σ′ , òî åñòü íà êàæäóþ

âõîäíóþ áóêâó àâòîìàò âûäàåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ îäíó âûõîäíóþ áóêâó, òî

àâòîìàò íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì Ìèëè.

Åñëè âõîäíîé è âûõîäíîé àëôàâèòû ôèêñèðîâàíû, òî äëÿ êðàòêîñòè

áóäåì îáîçíà÷àòü àâòîìàò îäíîé áóêâîé S (ïî ìíîæåñòâó åãî ñîñòîÿíèé),

ñîîòâåòñòâåííî èíèöèàëüíûé àâòîìàò áóäåì îáîçíà÷àòü (S, s0) , óêàçûâàÿ äî-

ïîëíèòåëüíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Ôóíêöèÿ âûõîäà àâòîìàòà îïðåäåëÿåò, êàê äåéñòâóåò àâòîìàò â êàæäîì

ñîñòîÿíèè íà ñèìâîëû àëôàâèòà, íî ýòî äåéñòâèå ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì ïðîäîëæèòü êàê íà êîíå÷íûå ñëîâà, òàê è íà ñâåðõñëîâà. Îïðåäåëèì,

êàêèì îáðàçîì àâòîìàò (S, s0) ïåðåðàáàòûâàåò âõîäíîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî

â âûõîäíîå. Ïóñòü x ∈ ΣN . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ti)
∞
i=0 ñîñòîÿíèé àâòî-

ìàòà S íàçûâàåòñÿ õîäîì àâòîìàòà S íà ñâåðõñëîâå x , åñëè t0 = s0 è

ti+1 = δ(ti, x(i)) äëÿ ëþáîãî i ∈ N . Áåñêîíå÷íîå ñëîâî S(x) , êîòîðîå ïîëó÷à-

åòñÿ íà âûõîäå àâòîìàòà è íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ñâåðõñëîâà x ïîä äåéñòâèåì

àâòîìàòà S , èìååò âèä ω(t0, x(0))ω(t1, x(1))ω(t2, x(2)) . . . Òî åñòü, àâòîìàò

íàõîäÿñü â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè ïîä äåéñòâèåì âõîäíîé áóêâû ïåðåõîäèò â

ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå, çàïèñàâ ïðè ýòîì íà âûõîä íåêîòîðîå ñëîâî, ïîñëå ýòî-

ãî ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àâòîìàò ïðîõîäèò íåêîòîðóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé è çàïèñûâàåò íà âûõîäå íîâîå ñâåðõñëîâî.
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Ïóñòü x è y � ñâåðõñëîâà íàä êîíå÷íûìè àëôàâèòàìè Σ è Σ′ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñâåðõñëîâî y àñèíõðîííî àâòîìàòíî ñâîäèòñÿ ê ñâåðõñëîâó x , åñëè

ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé àñèíõðîííûé àâòîìàò (S,Σ,Σ′, δ, ω, s0)

òàêîé, ÷òî ωS(s0, x) = y.

Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî y àñèíõðîííî àâòîìàòíî ñâîäèòñÿ

ê x , åñëè y ïîëó÷àåòñÿ íà âûõîäå íåêîòîðîãî àñèíõðîííîãî èíèöèàëüíîãî

àâòîìàòà (S, s0) ïðè ïîäà÷å íà åãî âõîä ñâåðõñëîâà x .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå àâòîìàòû Ìèëè, òî ïîëó÷àåì îïðå-

äåëåíèå êîíå÷íî�àâòîìàòíîé ñâîäèìîñòè (ñì. [1,2,4]) ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî

ñâåðõñëîâî íà âûõîäå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ ñ íåêîòîðîé çàäåðæêîé.

Ñâåðõñëîâî y êîíå÷íî�àâòîìàòíî ñâîäèòñÿ ê ñâåðõñëîâó x , åñëè ñó-

ùåñòâóþò êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò Ìèëè (S,Σ,Σ′, δ, ω, s0) è áëîê

A ∈ Σ′∗S (êîòîðûé îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ çàäåðæêó) òàêîé, ÷òî

ωS(s0, x) = Ay.

Â äàííîì ïîñîáèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àñèíõðîííî àâòîìàòíóþ

ñâîäèìîñòü.

Åñëè äâà ñâåðõñëîâà òàêîâû, ÷òî ïåðâîå àñèíõðîííî àâòîìàòíî ñâîäèòñÿ

êî âòîðîìó, à âòîðîå � ê ïåðâîìó, òî òàêèå ñëîâà åñòåñòâåííî íàçâàòü ýê-

âèâàëåíòíûìè, ïîñêîëüêó óêàçàííîå îòíîøåíèå îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî).

Ñâåðõñëîâî x àñèíõðîííî àâòîìàòíî ýêâèâàëåíòíî ñâåðõñëîâó y , åñëè

ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èíèöèàëüíûå àñèíõðîííûå àâòîìàòû (S, s0) è (T, t0)

òàêèå, ÷òî ωS(s0, x) = y è ωT (t0, y) = x.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ñîäåðæèò ñâåðõñëîâî x , îáîçíà÷àåòñÿ

[x]∗ è íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâåðõ-

ñëîâà x .

Íà ìíîæåñòâå ñòåïåíåé àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îáîçíà-

÷àåìîì V ∗ , ââîäèòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì çàäàíî

ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå (êîòî-

ðîå îáû÷íî îáîçíà÷àþò ≤), à èìåííî îòíîøåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. äëÿ ëþáîãî p ∈ S âûïîëíÿåòñÿ p ≤ p (ðåôëåêñèâíîñòü),
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2. äëÿ ëþáûõ p, q ∈ S : åñëè p ≤ q è q ≤ p , òî p = q (ñèììåòðè÷íîñòü),

3. äëÿ ëþáûõ p, q, r ∈ S : åñëè p ≤ q è q ≤ r , òî p ≤ r (òðàíçèòèâíîñòü).

[y]∗ ≤∗ [x]∗ ( [y]∗ ñâîäèòñÿ ê [x]∗), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àñèíõðîí-

íûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò (S, s0) òàêîé, ÷òî ωS(s0, x) = y.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå [y]∗ ≤∗ [x]∗ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòà-

âèòåëÿ èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [x]∗ è [y]∗ . ßñíî òàêæå, ÷òî ââåäåííîå

îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
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2 Ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà è àòîìîâ

Íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (S,≤)

íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò p , ÷òî åñëè q ≤ p , òî q = p .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [0]∗ ñòåïåíü àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ñîäåðæàùóþ íóëåâîå ñâåðõñëîâî, òî åñòü ñâåðõñëîâî, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç îä-

íîãî (íóëåâîãî) ñèìâîëà.

Îïðåäåëèì, èç êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîèò óêàçàííàÿ ñòåïåíü.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íàçûâàåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè

ñóùåñòâóþò T,K ∈ N òàêèå, ÷òî x(i) = x(i + T ) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

i ≥ K . Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ñëîâà

äëèíû K (ïðåäïåðèîäà), çà êîòîðûì çàïèñàíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî ñ

ïåðèîäîì äëèíû T .

Ïðåäëîæåíèå 1. Êëàññ [0]∗ ñîñòîèò èç çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñâåðõñëîâ. Äëÿ ëþáîãî ñâåðõñëîâà x, [x]∗ ≥∗ [0]∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî.

Òîãäà ëåãêî ïîñòðîèòü àâòîìàò, êîòîðûé íåçàâèñèìî îò âõîäíîãî áåñêîíå÷-

íîãî ñëîâà íà âûõîäå áóäåò âûäàâàòü ñâåðõñëîâî x . Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàò-

ðèâàåì àñèíõðîííûå àâòîìàòû, òî äîñòàòî÷íî áóäåò àâòîìàòà ñ äâóìÿ ñîñòî-

ÿíèÿìè: â ïåðâîì ñîñòîÿíèè àâòîìàò íåçàâèñèìî îò âõîäà âûäàåò íà âûõîä

ïðåäïåðèîä x è ïåðåõîäèò âî âòîðîå ñîñòîÿíèå, âî âòîðîì ñîñòîÿíèè àâòîìàò

íåçàâèñèìî îò âõîäà âûäàåò íà âûõîä ïåðèîä x è îñòàåòñÿ â ýòîì æå ñî-

ñòîÿíèè. Ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü è àâòîìàò Ìèëè, êîòîðûé íà âûõîäå âûäàåò

ñâåðõñëîâî x íåçàâèñèìî îò âõîäà, íî îí áóäåò èìåòü K+T ñîñòîÿíèé (òî åñòü

÷èñëî áóêâ â ïðåäïåðèîäå è ïåðèîäå ñâåðõñëîâà x). Çíà÷èò, [y]∗ ≥∗ [x]∗ äëÿ

ëþáîé ñòåïåíè [y]∗ ∈ V ∗ , â ÷àñòíîñòè, [0]∗ ≥∗ [x]∗ . Èç ïîñòîÿííîãî (íóëåâîãî)

ñâåðõñëîâà ïîñðåäñòâîì êîíå÷íûõ àñèíõðîííûõ àâòîìàòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü

ëèøü ëèáî çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî, ëèáî êîíå÷íûé áëîê (íî

ýòîò ñëó÷àé ìû íå ðàññìàòðèâàåì, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ïðåîáðàçîâàíèå

àâòîìàòîì áåñêîíå÷íûõ ñëîâ â áåñêîíå÷íûå ñëîâà).

Îáðàòíî, äëÿ çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî ñâåðõñëîâà x âûïîëíÿåòñÿ

[x]∗ ≥∗ [0]∗ , ïîñêîëüêó àâòîìàò ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì, êîòîðûé êàæäûé âõîäíîé

ñèìâîë çàìåíÿåò íà íîëü, ïðåîáðàçóåò ëþáîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî (â ÷àñòíîñòè,

x) â íóëåâîå ñâåðõñëîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, [x]∗ =∗ [0]∗ .
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Óêàçàííûé àâòîìàò îáåñïå÷èâàåò òàêæå âûïîëíåíèå äëÿ ëþáîé ñòåïåíè

[x]∗ ∈ V ∗ íåðàâåíñòâà [x]∗ ≥∗ [0]∗ . �

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëîæåíèè 1 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî

ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå V ∗ � ýòî ñòåïåíü àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ ñâåðõñëîâ.

Íàèáîëåå áëèçêèìè ýëåìåíòàìè ê íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ àòîìû.

Ýëåìåíò p ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (S,≤) íàçûâàåòñÿ ïî-

êðûòèåì íàä ýëåìåíòîì q è îáîçíà÷àåòñÿ p � q , åñëè p > q è íå ñóùåñòâóåò

ýëåìåíòà r òàêîãî, ÷òî p > r > q . Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèå íàä íàè-

ìåíüøèì ýëåìåíòîì.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò àòîì â V ∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâåðõñëîâà òîëüêî íàä äâóõ-

áóêâåííûì àëôàâèòîì, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòåïåíü àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñîäåðæèò ñâåðõñëîâî íàä äâóõáóêâåííûì àëôàâèòîì. Ïóñòü

Σ = Σ′ = {0, 1} . Áåñêîíå÷íîå ñëîâî x , êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðîãî áóäåò
àòîìîì V ∗ , áóäåì ñòðîèòü ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ Ii , ãäå êàæäûé áëîê Ii � ñîá-

ñòâåííûé íà÷àëüíûé ñåãìåíò (ïðåôèêñ) ñëåäóþùåãî áëîêà Ii+1 , è âñïîìîãà-

òåëüíûå áëîêè Ai è Bi èíäóêöèåé ïî i , óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Áëîê A1 íà÷èíàåòñÿ ñ 0 , B1 � ñ 1 .

(2) Êàæäûé áëîê Ai+1 , Bi+1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîïèé

áëîêîâ Ai è/èëè Bi , íà÷èíàþùóþñÿ ñ Ai è Bi ñîîòâåòñòâåííî. Îíè èìåþò

äëèíó, áîëüøóþ i . Íè Ai , íè Bi íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ íèêàêîãî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî ñâåðõñëîâà ïåðèîäà i .

(3) Áëîê Ii+1 ñîñòîèò èç áëîêà Ii è ñëåäóþùèìè çà íèì êîïèÿìè áëîêîâ Ai

è/èëè Bi .

(4) Ïåðåíóìåðóåì êîíå÷íûå àñèíõðîííûå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû (S, s0) . Åñ-

ëè âõîäíîé áëîê Ii ïåðåâîäèò i�é àâòîìàò (S, s0) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå s ,

òî, íà÷èíàÿ ðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè s , àâòîìàò S âîçâðàùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå s

êàê ïîä äåéñòâèåì âõîäíîãî áëîêà Ai , òàê è ïîä äåéñòâèåì âõîäíîãî áëîêà Bi .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîñòðîåííûå áëîêè Ai è Bi äëÿ ëþ-

áîãî i áóäóò ðàçëè÷íû, â ñèëó óñëîâèé (2) è (3) ïîñòðîåííîå ñâåðõñëîâî íå
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áóäåò çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì, òî åñòü åãî ñòåïåíü áóäåò áîëüøå íàè-

ìåíüøåé, â ñèëó óñëîâèÿ (4) ëþáîé àâòîìàò áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòü ïîñòðî-

åííîå ñâåðõñëîâî ëèáî â çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå, ëèáî â àñèíõðîííî

àâòîìàòíî ýêâèâàëåíòíîå åìó. Äàëåå ïðèâåäåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

Câåðõñëîâî x îïðåäåëèì êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ Ii . Ïî-

êàæåì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííîå ñâåðõñëîâî x ÿâëÿåòñÿ àòîìîì V ∗ .

Ñâåðõñëîâî x íå ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì. Äåéñòâèòåëü-

íî, äîïóñòèì, ÷òî x � çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå, òîãäà x èìååò êîíå÷íûé

ïåðèîä i è, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íà÷àëüíûé

áëîê Ii+1 , çà êîòîðûì ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîïèé áëîêîâ Ai+1 è Bi+1 .

Íî ïî ñâîéñòâó (2) íè Ai+1 , íè Bi+1 íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ íèêàêîãî ïåðè-

îäè÷åñêîãî ñâåðõñëîâà ïåðèîäà i . Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò x � íå

çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî. Òî åñòü, [x]∗ >∗ [0]∗ .

Òåïåðü ïóñòü y � òàêîå ñâåðõñëîâî, ÷òî [x]∗ ≥∗ [y]∗ ≥∗ [0]∗ . Òîãäà íåêîòî-

ðûé àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò (S, s0) âûäàåò ñâåðõñëîâî y , åñëè íà

åãî âõîä ïîäàíî ñâåðõñëîâî x . Ïóñòü i � íîìåð ýòîãî àâòîìàòà â âûáðàííîé

íàìè íóìåðàöèè àñèíõðîííûõ èíèöèàëüíûõ àâòîìàòîâ.

Ñâåðõñëîâî x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîäåðæàùåå íà÷àëüíûé áëîê Ii ,

çà êîòîðûì ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîïèé áëîêîâ Ai è Bi . Â ñèëó ñâîé-

ñòâà (4), S íàõîäèòñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè s , ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè

äëÿ áëîêà Ii , êàê ïðè ïðî÷òåíèè áëîêà Ai , òàê è ïðè ïðî÷òåíèè áëîêà Bi .

Ñëåäîâàòåëüíî, âûõîäíîå ñâåðõñëîâî y , ïîñëå òîãî êàê ïðîéäåí íà÷àëüíûé

áëîê Ii âõîäà, ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîïèé òîëüêî äâóõ áëîêîâ: C

(îòâåò íà âõîäíîé áëîê Ai , êîãäà S íà÷èíàåò ðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè s) è D

(îòâåò íà Bi ).

Äîêàæåì, ÷òî ëèáî [x]∗ =∗ [y]∗ , ëèáî [y]∗ =∗ [0]∗ .

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé ñëîâà C è D :

1. |C| = |D| . Åñëè C è D ñîâïàäàþò, òî ñâåðõñëîâî y � çàêëþ÷èòåëüíî

ïåðèîäè÷åñêîå, ñëåäîâàòåëüíî, [y]∗ =∗ [0]∗ . Åñëè C è D íå ñîâïàäàþò, òî

ìîæíî îïèñàòü àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò, êîòîðûé ïîñëå ïðî÷òå-

íèÿ ñëîâà äëèíû |C| ïèøåò íà âûõîäå ñëîâî Ai , åñëè èñõîäíîå ñëîâî áûëî

C , è ñëîâî Bi , åñëè èñõîäíîå ñëîâî áûëî D . Òàêèì îáðàçîì, àñèíõðîííûé

èíèöèàëüíûé àâòîìàò çàìåíÿåò C íà Ai , D íà Bi . Ñëåäîâàòåëüíî, x è y

ýêâèâàëåíòíû è [x]∗ =∗ [y]∗ .
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2. |C| > |D| . Ðàñïèøåì C è D ñëåäóþùèì îáðàçîì: C = C1C2 , D = D1 ,

ãäå |C1| = |D| = |D1| è |C2| > 0 , òî åñòü âûäåëèì â ñëîâå C ïðåôèêñ

äëèíû |D| .
Åñëè C1 è D1 íå ñîâïàäàþò, òî ìîæíî îïèñàòü àñèíõðîííûé èíèöèàëü-

íûé àâòîìàò, çàìåíÿþùèé C íà Ai , D íà Bi , êàê ýòî äåëàëîñü âûøå (â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå). Ñëåäîâàòåëüíî, x è y ýêâèâàëåíòíû è [x]∗ =∗ [y]∗ .

Åñëè C1 è D1 ñîâïàäàþò, òî âûäåëèì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âõîæäåíèé

ñëîâà D1 â íà÷àëî ñëîâà C : C = Dk1
1 C

′
2 , D = D1 , ãäå C ′2 òàêîå, ÷òî D1

íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì C ′2 . ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, áóäåì îïóñêàòü

øòðèõè è ïèñàòü C = Dk1
1 C2, D = D1 .

Â çàâèñèìîñòè îò C2 âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

à) C2 = λ (ïóñòîå ñëîâî). Òîãäà y � çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõ-

ñëîâî ñ ïåðèîäîì D1 è [y]∗ =∗ [0]∗ .

á) |C2| > |D1| . Çíà÷èò, ìû ìîæåì îòëè÷èòü ñëîâà C è D . Òîãäà ìîæíî

îïèñàòü àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò, çàìåíÿþùèé C íà Ai , D íà Bi ,

êàê ýòî óæå äåëàëîñü âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, [x]∗ =∗ [y]∗ .

â) |C2| < |D1| . Ñíîâà ðàñïèøåì C è D : C = Dk1
1 C2 , D = D1 = D2D3 ,

ãäå |C2| = |D2| è |D3| > 0 . Òåïåðü óæå â D âûäåëèì ïðåôèêñ äëèíû |C2| .
Åñëè C2 è D2 íå ñîâïàäàþò, çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàçëè÷àòü ñëîâà C è D

è ìîæåì ïîñòðîèòü àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò, çàìåíÿþùèé C íà

Ai , D íà Bi . Ñëåäîâàòåëüíî, x è y ýêâèâàëåíòíû è [x]∗ =∗ [y]∗ .

Åñëè C2 è D2 ñîâïàäàþò, òîãäà C = Dk1
1 D2 , D = D2D3 .

Âîçìîæíû âàðèàíòû â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñëîâà D3 :

i) D3 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì D1 (= D) . Òîãäà ñëîâà C è D ðàçëè÷èìû,

çíà÷èò, x è y ýêâèâàëåíòíû è [x]∗ =∗ [y]∗ .

ii) D3 � ïðåôèêñ D1 (= D) . Âûäåëèì âñå âõîæäåíèÿ D2 â ñëîâî D .

Òîãäà C = Dk1
1 D2 , D = D1 = Dl2

2D
′
3 , ãäå |D′3| < |D2| è D′3 � ïðåôèêñ D2 (ïî

ïîñòðîåíèþ). Ñíîâà ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, áóäåì îïóñêàòü øòðèõè

è ïèñàòü C = Dk1
1 D2 , D = Dl2

2D3 , ïðè÷åì |D3| < |D2| < |D1| < |C| .
Åñëè D3 = λ , òî y � çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî è

[y]∗ =∗ [0]∗ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (|D3| > 0), ðàñïèñûâàåì D2 : D2 = D3D4 ,

|D3| < |D2| , |D4| > 0 . Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè i) è ii) äëÿ D2 è D4 è

ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ D2 : D2 = Dl3
3D4 , ãäå |D4| < |D3| .

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì äàëåå, íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå áóäåì âû-

äåëÿòü ïîäñëîâî Di , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå äëèíû ïîäñëîâà, ðàññìàòðèâàå-
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ìîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå. Çíà÷èò, íà íåêîòîðîì øàãå ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ

è ïîëó÷èì ëèáî [x]∗ =∗ [y]∗ , ëèáî [y]∗ =∗ [0]∗ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñìîãëè

ìû îòëè÷èòü ñëîâà C è D èëè íåò.

3. |C| < |D| . Äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê ñëó÷àé 2.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî åñëè [x]∗ ≥∗ [y]∗ ≥∗ [0]∗ , òî ëèáî

[x]∗ =∗ [y]∗ , ëèáî [y]∗ =∗ [0]∗ . Çíà÷èò, áåñêîíå÷íîå ñëîâî x ÿâëÿåòñÿ àòî-

ìîì V ∗ .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîñòðîèòü áëîêè Ii , Ai è Bi ,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1) � (4). Ïîñòðîåíèå áëîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî

èíäóêöèè.

Øàã 0. Îïðåäåëèì I0 êàê ïóñòîé áëîê (äëèíû íîëü), A0 êàê ñèìâîë 0 è

B0 êàê ñèìâîë 1 .

Øàã (i+1) . Ê ýòîìó âðåìåíè óæå ïîñòðîåíû Ii , Ai è Bi . Ïóñòü (S, s0) �

(i+ 1)�ûé àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈s〉 ìíîæåñòâî âñåõ ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà

(S, s) ïðè ïîäà÷å âõîäíûõ áëîêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîïèé

áëîêîâ Ai è/èëè Bi .

Ïóñòü s1 � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (S, s0) äëÿ âõîäíîãî áëîêà

Ii . Âûáåðåì ñîñòîÿíèå s2 ∈ 〈s1〉 òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü ìíîæåñòâà 〈s2〉 áûëà
ìèíèìàëüíà è s2 ∈ 〈s2〉 . Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ñíà÷àëà âûáðàâ âñå ñî-
ñòîÿíèÿ s ∈ 〈s1〉 òàêèå, ÷òî s ∈ 〈s〉 , çàòåì âûáðàâ ñðåäè íèõ òå, äëÿ êîòîðûõ

ìîùíîñòü 〈s〉 ìèíèìàëüíà. Îïðåäåëèì áëîê Ii+1 ñîñòîÿùèì èç áëîêà Ii è

ñëåäóþùåé çà íèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîïèé áëîêîâ Ai è/èëè Bi òàêîé, ÷òî

s2 � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (S, s0) äëÿ âõîäà Ii+1 .

Äàëåå ñòðîèì áëîêè Ai+1 è Bi+1 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Ai è Bi

èìåþò äëèíó íå ìåíüøå i è îòëè÷àþòñÿ ïåðâûìè ñèìâîëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëèáî AiAi , ëèáî AiBi íå îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî ïåðèîäà i . Âû-

áåðåì òîò áëîê, êîòîðûé íå îáðàçóåò ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî. Îáîçíà÷èì

åãî AiXi . Ïóñòü sA � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (S, s2) äëÿ âõîäíîãî áëî-

êà AiXi . Òîãäà sA ∈ 〈s2〉 ⊆ 〈s1〉 è, â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè 〈s2〉 , 〈sA〉 = 〈s2〉 .
Ïîýòîìó s2 ∈ 〈sA〉 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîïèé áëî-

êîâ Ai è/èëè Bi , íà÷èíàþùóþñÿ ñ AiXi è äëÿ êîòîðîé ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå

àâòîìàòà (S, s2) åñòü s2 .

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ Bi+1 . Ïîñòðîåííûå áëîêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(1) � (4). Ïîñòðîåíèå àòîìà çàâåðøåíî. �
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Ñëåäñòâèå 1. Ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì àòîìîâ V ∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àòîìà èç òåîðåìû 1, ïî-

êàæåì, êàê ïîñòðîèòü êîíòèíóóì àòîìîâ. Ïîñòðîåíèå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.

Øàã 0 . Ïîëîæèì I0 = ∅ , A0 = 0 , B0 = 1 .

Øàã 1 . Ïîëîæèì A1
0 = A0A0 = 00 , B1

0 = B0A0 = 10 . Ñòðîèì ñëî-

âà I11 , A
1
1 , B

1
1 èç ñëîâ A1

0 , B
1
0 , óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (1) � (4) ñ ïåðâûì

àñèíõðîííûì èíèöèàëüíûì àâòîìàòîì S1 = (S, s0) â âûáðàííîé â òåîðåìå 1

íóìåðàöèè àñèíõðîííûõ àâòîìàòîâ.

Àíàëîãè÷íî ïîëîæèì A2
0 = A0B0 = 01 , B2

0 = B0B0 = 11 . Ñòðîèì ñëîâà

I21 , A
2
1 , B

2
1 èç ñëîâ A2

0 , B
2
0 , óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (1) � (4) ñ àñèíõðîííûì

àâòîìàòîì S1 = (S, s0) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâî I11 îòëè÷àåòñÿ îò ñëîâà I21 , A
1
1 � îò A

2
1 , B

1
1 � îò B

2
1 .

Øàã n . Ê ýòîìó øàãó óæå ïîñòðîåíû I in−1 , A
i
n−1 , B

i
n−1 , i = 1, 2n−1 ,

ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ A2k−1
n−1 (B2k−1

n−1 ) îòëè÷àåòñÿ îò A2k
n−1 (B2k

n−1 ) õîòÿ áû â

îäíîé òî÷êå ïðè k = 1, 2n−2 .

Äëÿ âñåõ i = 1, 2n−1 ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî øàãó 1. Ïîëîæèì

Ai,1
n−1 = Ai

n−1A
i
n−1, B

i,1
n−1 = Bi

n−1A
i
n−1 è

Ai,2
n−1 = Ai

n−1B
i
n−1, B

i,2
n−1 = Bi

n−1B
i
n−1.

Ñòðîèì I2i−1n èç ñëîâ I in−1 , A
i,1
n−1 , B

i,1
n−1 è ñëîâà A

2i−1
n , B2i−1

n èç ñëîâ Ai,1
n−1 ,

Bi,1
n−1 , óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (1) � (4) ñ àñèíõðîííûì àâòîìàòîì Sn = (S, s0) .

Çàòåì ñòðîèì ñëîâî I2in èç ñëîâ I in−1 , A
i,2
n−1 , B

i,2
n−1 è ñëîâà A2i

n , B
2i
n èç

ñëîâ Ai,2
n−1 , B

i,2
n−1 , óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (1) � (4) ñ àñèíõðîííûì àâòîìàòîì

Sn = (S, s0) .

Òàê êàê ñëîâà Ai,1
n−1 (Bi,1

n−1 ) îòëè÷àþòñÿ îò ñëîâ Ai,2
n−1 (Bi,2

n−1 ) õîòÿ áû â

îäíîé òî÷êå, òî ïîñòðîåííûå Ijn , A
j
n , B

j
n (j = 1, 2n ) ïîïàðíî îòëè÷àþòñÿ äðóã

îò äðóãà, òî åñòü Ijn 6= Ikn , A
j
n 6= Ak

n , B
j
n 6= Bk

n ïðè j 6= k .

Øàã n çàâåðøåí.

Ñâåðõñëîâà xn îïðåäåëèì êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ Ikm
(m → ∞) ïðè ïîäõîäÿùèõ k . Ñòåïåíü êàæäîãî òàêîãî ñâåðõñëîâà ÿâëÿåòñÿ

àòîìîì ïî ïîñòðîåíèþ.

Â õîäå ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷àåì 2χ0 ðàçëè÷íûõ ñâåðõñëîâ. Íî ïîñêîëüêó â

êàæäîì àòîìå (êàê â ëþáîé ñòåïåíè) íå áîëåå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñâåðõñëîâ, òî

ïîëó÷àåì êîíòèíóóì àòîìîâ. �
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3 Âëîæèìîñòü ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-

íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ p, q ∈ S ëèáî p ≤ q , ëèáî q ≤ p .

Òåîðåìà 2. Ëþáîå êîíå÷íîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âëî-

æèìî êàê íà÷àëüíûé ñåãìåíò V ∗ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈(A1|A2| . . . |An)
∗〉 ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ íåïóñòûõ ñëîâ,

ñîñòîÿùèõ èç êîïèé áëîêîâ A1 è/èëè A2 è/èëè . . . è/èëè An .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàé-

äåòñÿ n+ 1 ñâåðõñëîâî x1 , x2 , . . . , xn+1 òàêèå, ÷òî

[x1]
∗ �∗ [x2]

∗ �∗ . . . �∗ [xn]
∗ �∗ [xn+1]

∗ =∗ [0]∗.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòåïåíü àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñî-

äåðæèò ñâåðõñëîâî íàä äâóõáóêâåííûì àëôàâèòîì, òî äîñòàòî÷íî ðàññìàò-

ðèâàòü òîëüêî òàêèå ñâåðõñëîâà. Ïóñòü Σ = {0, 1} .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå k > log2(n+ 1) è âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ðàçëè÷-

íûå n+1 ñëîâà äëèíû k â àëôàâèòå Σ . Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü â ñèëó âûáîðà

k . Îáîçíà÷èì âûáðàííûå ñëîâà ÷åðåç a1 , a2 , . . . , an+1 .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû T
i

= (Ti,Σ,Σ, δi, ωi, ti)

(i = 1, n− 1), ãäå Ti � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, Σ � âõîäíîé è âûõîä-

íîé àëôàâèò, ti � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà T
i
, δi è ωi � ñîîòâåòñòâåííî

ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè:

δi(ti, aj) = tji , ωi(ti, aj) = a1 (j = 1, n+ 1),

δi(t
j
i , ak) = tki , ωi(t

j
i , ak) =

{
a1, j = 1, i+ 1

aj, j = i+ 2, n+ 1
(k = 1, n+ 1).

Äðóãèìè ñëîâàìè, i�ûé àâòîìàò T
i
ñêëåèâàåò ñ ôèêñèðîâàííîé çàäåðæêîé

ñëîâà a1, . . . , ai+1 â îäíî ñëîâî a1 , à îñòàëüíûå ñëîâà ai+2, . . . , an+1 îñòàâëÿåò

áåç èçìåíåíèÿ.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ Ij , ãäå êàæäûé áëîê Ij � ñîá-

ñòâåííûé íà÷àëüíûé ñåãìåíò (ïðåôèêñ) ñëåäóþùåãî áëîêà Ij+1 , è âñïîìî-

ãàòåëüíûå áëîêè A1
j , . . . , A

n+1
j èíäóêöèåé ïî j , óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

(1) Ai
0 = ai (i = 1, n+ 1).
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(2) Êàæäûé áëîê Ai
j+1 (i = 2, n+ 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîïèé ìåíüøèõ áëîêîâ A1
j è/èëè A2

j è/èëè . . . è/èëè Ai
j , íà÷èíàþùóþñÿ ñ

Ai
j , à áëîê A

1
j+1 ñîñòîèò èç áëîêîâ A

1
j è/èëè A

2
j è íà÷èíàåòñÿ ñ A

1
j .

(3) Áëîê Ij+1 ñîñòîèò èç áëîêà Ij è ñëåäóþùèì çà íèì ñëîâîì èç ìíîæåñòâà

〈(A1
j |A2

j | . . . |An+1
j )∗〉 .

(4) Ïåðåíóìåðóåì àñèíõðîííûå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû (T, t0) , èñêëþ÷àÿ èç

ðàññìîòðåíèÿ T
i
(i = 1, n− 1). Ïóñòü (T, t0) � j�ûé àñèíõðîííûé èíèöèàëü-

íûé àâòîìàò Tj â ýòîé íóìåðàöèè. Åñëè âõîä Ij ïåðåâîäèò Tj â ôèíàëüíîå

ñîñòîÿíèå t , òî, íà÷èíàÿ ðàáîòàòü â ñîñòîÿíèè t , Tj âîçâðàùàåòñÿ â ôèíàëü-

íîå ñîñòîÿíèå t ïîä äåéñòâèåì âõîäíûõ áëîêîâ Ai
j (i = 1, n+ 1).

(5) Äëÿ âñÿêîãî j , Tj(0
∞) 6= T

i
(Ij) (i = 1, n− 1).

(6) Äëÿ âñÿêîãî j , Tj(T
i
(Ij)) 6= T

i−1
(Ij) (i = 2, n− 1) íà òîé ÷àñòè, íà êî-

òîðîé îíè îáà îïðåäåëåíû, èëè Tj(T
i
(IjB)) îïðåäåëÿåò êîíå÷íûé áëîê äëÿ

ëþáîãî B ∈ 〈(A1
j |A2

j | . . . |An+1
j )∗〉 .

(7) Äëÿ âñÿêîãî j , Tj ëèáî îòîáðàæàåò âñå Ai
j (i = 1, n+ 1) â ðàçëè÷íûå

áëîêè, ëèáî ñêëåèâàåò èõ â îäèí áëîê, ëèáî ñêëåèâàåò ïåðâûå k áëîêîâ (òî

åñòü äåéñòâóåò êàê àâòîìàò T
k−1

).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (1)�(7) îáîáùàþò óñëîâèÿ (1)�(4) òåîðåìû 1.

Åñëè íåêîòîðîå ñâåðõñëîâî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (1)�(7), òî ñòåïå-

íè ñâåðõñëîâ, ïîëó÷åíííûõ ïðè ïîäà÷å ýòîãî ñâåðõñëîâà íà âõîä àâòîìàòîâ

T
i
(i = 1, n− 1), âìåñòå ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ áóäóò îïðåäåëÿòü âëîæåíèå

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà â V ∗ .

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1) � (7).

Øàã 0. Ïîëîæèì I0 = ∅, Ai
0 = ai (i = 1, n+ 1) .

Øàã j + 1 . Ê ýòîìó âðåìåíè óæå ïîñòðîåíû Ij, A
1
j , . . . , A

n+1
j . Ïóñòü

(T, t0) � (j + 1)�ûé àñèíõðîííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò â âûáðàííîé íóìå-

ðàöèè àâòîìàòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈t〉k ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà (T, t)

ïðè ïîäà÷å âõîäíûõ áëîêîâ èç ìíîæåñòâà 〈(A1
j |A2

j | . . . |Ak+1
j )∗〉 .

Ïóñòü t0 � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (T, t0) äëÿ âõîäíîãî áëîêà Ij .

Íàéäåì ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà (T, t0) ïðè ïîäà÷å âõîä-

íûõ áëîêîâ èç ìíîæåñòâà 〈(A1
j |A2

j | . . . |An+1
j )∗〉 . Åãî, êàê óêàçàíî âûøå, îáî-

çíà÷àþò 〈t0〉n . Âûáåðåì ñîñòîÿíèå t1 ∈ 〈t0〉n òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

〈t1〉n áûëà ìèíèìàëüíà è t1 ∈ 〈t1〉n . Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, ñíà÷àëà âûáðàâ âñå
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ñîñòîÿíèÿ t ∈ 〈t0〉n òàêèå, ÷òî t ∈ 〈t〉n , çàòåì âûáðàâ ñðåäè íèõ òå, äëÿ

êîòîðûõ ìîùíîñòü 〈t〉n ìèíèìàëüíà.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ àâòîìàòîì (T, t1) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íà

åãî âõîä ïîäàåì ñëîâà èç ìíîæåñòâà 〈(A1
j |A2

j | . . . |An
j )
∗〉 . Â ðåçóëüòàòå âûäåëÿ-

åòñÿ ñîñòîÿíèå t2 .

Äàëåå, àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî i = n− 2, 1 íàõîäèì 〈tn−i〉i è âûáè-

ðàåì tn−i+1 òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü ìíîæåñòâà 〈tn−i+1〉i áûëà ìèíèìàëüíîé è

tn−i+1 ∈ 〈tn−i+1〉i .
Â èòîãå âûäåëèòñÿ íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå tn . Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî,

åñëè i ≤ j , òî tj ∈ 〈ti〉n−i+1 .

Ïóñòü I1j+1 ñîñòîèò èç Ij è ñëåäóþùåãî çà íèì òàêîãî áëîêà èç ìíîæå-

ñòâà 〈(A1
j |A2

j | . . . |An+1
j )∗〉 , ÷òî tn � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (T, t0) äëÿ

âõîäà I1j+1 .

Ïóñòü tA1
j
� ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà (T, tn) äëÿ âõîäíîãî áëîêà

A1
j . Î÷åâèäíî, ïî ïîñòðîåíèþ ñëîâà A1

j è ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé 〈tn〉1 , ÷òî
tA1

j
∈ 〈tn〉1 , è, â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè 〈t1n〉 , 〈tA1

j
〉1 = 〈tn〉1 . Ïîýòîìó tn ∈ 〈tA1

j
〉1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1
j+1,1 áëîê, ñîñòîÿùèé èç áëîêà A1

j è ñëåäóþùåãî çà íèì

òàêîãî áëîêà èç ìíîæåñòâà 〈(A1
j |A2

j)
∗〉 , ÷òî ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà

(T, tn) äëÿ A1
j+1,1 åñòü tn .

Àíàëîãè÷íî äëÿ i = 2, n+ 1 îïðåäåëÿåì áëîê Ai
j+1,1 êàê áëîê èç ìíîæå-

ñòâà 〈(A1
j | . . . |Ai

j)
∗〉 , êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ Ai

j , òàêîé, ÷òî ôèíàëüíîå ñîñòîÿ-

íèå àâòîìàòà (T, tn) ïðè ïîäà÷å Ai
j+1,1 åñòü tn .

Äàëåå ñëåäóåò n ïîäøàãîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (5).

Ïîäøàã 0. Áëîê I1j+1 óæå ïîñòðîåí.

Ïîäøàã l . Ïóñòü ïîñòðîåíî I lj+1 . Ñòðîèì I l+1
j+1 . Ðàññìîòðèì àâòîìàò

(T
l
, tl) . Ïðîâåðèì âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî

T (t0, 0
∞) = T

l
(I lj+1), (1)

òî åñòü ìîæåò ëè ñëîâî T
l
(I lj+1) áûòü ïîëó÷åíî èç íóëåâîãî ñâåðõñëîâà ïðè

äåéñòâèè íà íåãî àâòîìàòîì (T, t0) .

Íà ýòîì øàãå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü I l+1
j+1 òàê, ÷òîáû îíî íå ìîãëî áûòü

ïîëó÷åíî èç íóëåâîãî ñâåðõñëîâà ïðè äåéñòâèè íà íåãî àâòîìàòîì (T, t0) .

Åñëè |ωT (t0, 0
∞)| < |ωl(tl, I lj+1)| , òî î÷åâèäíî, ÷òî T (t0, 0

∞) 6= T
l
(I lj+1) è

ïîëàãàåì I l+1
j+1 = I lj+1 .
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Åñëè |ωT (t0, 0
∞)| ≥ |ωl(tl, I lj+1)| , òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîãäà ðàâåí-

ñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ è êîãäà îíî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè ðàâåíñòâî (1) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëàãàåì I l+1
j+1 = I lj+1 .

Åñëè ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ, òî ñóùåñòâóåò k (1 ≤ k ≤ n+ 1) òàêîå,

÷òî T (t0, 0
∞) 6= T

l
(I lj+1A

k
j+1,1) . Äåéñòâèòåëüíî, àâòîìàò T

l
ñêëåèâàåò òîëüêî

ñëîâà a1, . . . , al+1 , à îñòàëüíûå ñëîâà al+2, . . . , an+1 îñòàâëÿåò áåç èçìåíåíèÿ.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ñëîâî ñðåäè T
l
(I lj+1A

k
j+1,1) , êîòîðîå íå ñîâïàäåò ñ âûõîäîì

T (t0, 0
∞) . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì I l+1

j+1 = I lj+1A
k
j+1,1 .

Ïîñëå øàãà n− 1 ïîëó÷èì Inj+1 .

Ñëåäóþùèå n− 1 ïîäøàãîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6).

Ïîäøàã n− 1 . Áëîê Inj+1 óæå ïîñòðîåí.

Ïîäøàã l = m + n − 2 (m = 2, n− 1). Ïóñòü ïîñòðîåíî I lj+1 . Ñòðîèì

I l+1
j+1 . Ïîäàäèì íà âõîä àâòîìàòà (T

m
, tm) ñëîâî I lj+1A

1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0 .

Íà âûõîäå èìååì a1BlH , ãäå |Bl| = |I lj+1| , |H| = |A1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1| ,

ïðè÷åì H èìååò âèä (A1
0)
r , ïîñêîëüêó T

m
ñêëåèâàåò ñ ôèêñèðîâàííîé çà-

äåðæêîé ñëîâà a1, . . . , am+1 â îäíî ñëîâî a1 (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, (A1
0)), à

ñëîâà A1
j+1,1, A

2
j+1,1, . . . , A

m+1
j+1,1 ñîñòîÿò òîëüêî èç óêàçàííûõ ñëîâ.

Ïîäàäèì ïîëó÷èâøååñÿ ñëîâî íà âõîä àâòîìàòà (T, t0) .

Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî

ωT (t0, a1BlH) = ωm−1(tm−1, I
l
j+1A

1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0) (2)

íà òîé ÷àñòè, íà êîòîðîé îáà îíè îïðåäåëåíû, òî åñòü ìîæíî ëè ïðè äåé-

ñòâèè àâòîìàòà (T, t0) íà ñëîâî T
m

(I lj+1A
1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0) ïîëó÷èòü

ñëîâî T
m−1

(I lj+1A
1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0) .

Íåîáõîäèìî òàê îïðåäåëèòü I l+1
j+1 , êîòîðîå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïðåôèêñà

I lj+1 , ÷òîáû èç ñëîâà T
m

(I l+1
j+1) ïðè äåéñòâèè íà íåãî àâòîìàòîì (T, t0) íåëüçÿ

áûëî ïîëó÷èòü ñëîâî T
m−1

(I l+1
j+1) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî (2).

Åñëè ðàâåíñòâî (2) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëîæèì I l+1
j+1 = I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1 .

Åñëè ðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî íà òîé ÷àñòè, íà êîòîðîé îïðåäåëåíû îáà

ñëîâà, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèè ñëó÷àè:

1) Åñëè |ωT (t0, a1BlH)| ≥ |ωm−1(tm−1, I lj+1A
1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0)|, òî-

ãäà ïîëàãàåì I l+1
j+1 = I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m−1
j+1,1A

m+1
j+1,1A

m
j+1,1 . Äåéñòâèòåëüíî, ñëîâà

T
m

(I lj+1A
1
j+1,1 . . . A

m−1
j+1,1A

m+1
j+1,1A

m
j+1,1) è T

m
(I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m−1
j+1,1A

m
j+1,1A

m+1
j+1,1) áó-

äóò ñîâïàäàòü è â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) âûõîäíîå ñëîâî íå èçìåíèòñÿ.
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Íî ïîñêîëüêó àâòîìàò T
m−1

ïî�ðàçíîìó ïðåîáðàçóåò ñëîâà Am
j+1,1 è Am+1

j+1,1 ,

òî âûõîäíîå ñëîâî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) èçìåíèòñÿ è óêàçàííîå ðà-

âåíñòâî íå áóäåò âûïîëíÿòñÿ.

2) Åñëè |ωT (t0, a1BlH)| < |ωm−1(tm−1, I lj+1A
1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0)|, òî áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå ñëîâà âèäà I lj+1A
1
j+1,1A

2
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1B , ãäå

B ∈ 〈(A1
j+1,1|A2

j+1,1| . . . |An+1
j+1,1)

∗〉 .
Åñëè ñóùåñòâóåò B òàêîå, ÷òî

|ωT (t0, ωm(tm, I
l
j+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1B))| ≥ |ωm−1(tm−1, I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0)|,

òî ëèáî ïîëàãàåì I l+1
j+1 = I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m−1
j+1,1A

m
j+1,1A

m+1
j+1,1B , ëèáî ïîëàãàåì

I l+1
j+1 = I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m−1
j+1,1A

m+1
j+1,1A

m
j+1,1B â çàâèñèìîñòè îò òîãî, äëÿ êàêîãî

èç íèõ íå áóäåò âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî (2). Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî

âûøå, â îäíîì èç ñëó÷àåâ ðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿòñÿ íå áóäåò.

Åñëè òàêîãî B íå ñóùåñòâóåò, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ωT (t0, ωm(tm, I
l
j+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1B))| ≤ K

äëÿ ëþáîãî áëîêà B ∈ 〈(A1
j+1,1|A2

j+1,1| . . . |An+1
j+1,1)

∗〉 è íåêîòîðîãî íàòóðàëüíî-

ãî K . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωT (t0, ωm(tm, I
l
j+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1B))

îïðåäåëÿåò êîíå÷íûé áëîê, òîãäà èç íåå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ñâåðõñëî-

âî, ñòåïåíü êîòîðîãî íå íàèìåíüøàÿ, à â ñèëó óñëîâèÿ (5) ìû ñòðîèì

Tm−1(I lj+1A
1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1A

1
0) òàê, ÷òîáû îíî íå îïðåäåëÿëî íàèìåíüøóþ ñòå-

ïåíü. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü I l+1
j+1 = I lj+1A

1
j+1,1 . . . A

m+1
j+1,1 .

Ïîñëå øàãà ñ íîìåðîì 2n− 3 ïîëó÷èì I2n−2j+1 .

Ïîëîæèì Ij+1 = I2n−2j+1 . Î÷åâèäíî, ÷òî Ij+1 ïåðåâîäèò àâòîìàò (T, t0) èç

ñîñòîÿíèÿ t0 ñîñòîÿíèå tn .

Òåïåðü áóäåì ñòðîèòü áëîêè A1
j+1, . . . , A

n+1
j+1 . Îñòàëîñü óäîâëåòâîðèòü

ëèøü óñëîâèþ (7).

Ïîäàäèì íà âõîä àâòîìàòà (T, tn) áëîêè Ai
j+1,1 (i = 1, n+ 1) è ïðîàíà-

ëèçèðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ âûõîäû. Ïóñòü äëèíà âûõîäíîãî áëîêà ωT (tn, A
i
j+1,1)

ðàâíà li (i = 1, n+ 1). Íàéäåì L � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë li
(i = 1, n+ 1). Ïîëîæèì Ai

j+1,2 = (Ai
j+1,1)

L/li . Òîãäà äëèíû âñåõ âûõîäíûõ

áëîêîâ ωT (tn, A
i
j+1,2) ðàâíû L .

Äëÿ ïîëó÷èâøèõñÿ áëîêîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå 4 âàðèàíòà:

1. ωT (tn, A
i
j+1,2) 6= ωT (tn, A

k
j+1,2) ïðè i 6= k , òî åñòü âñå îíè ðàçëè÷íû,
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2. ωT (tn, A
i
j+1,2) = ωT (tn, A

k
j+1,2) äëÿ i, k = 1, n+ 1 , òî åñòü âñå îíè ñîâ-

ïàäàþò,

3. ωT (tn, A
1
j+1,2) = . . . = ωT (tn, A

k
j+1,2) è ωT (tn, A

i
j+1,2) 6= ωT (tn, A

l
j+1,2)

ïðè i 6= l (i, l = k + 1, n+ 1), òî åñòü àâòîìàò T ñêëåèâàåò áëîêè ñ íîìåðàìè

1, k (êàê àâòîìàò T
k−1

),

4. àâòîìàò T ñêëåèâàåò áëîêè èíà÷å, ÷åì àâòîìàòû T
i
(i = 1, n− 1).

Â ñëó÷àÿõ 1, 2, 3 ïîëîæèì Ai
j+1 = Ai

j+1,2 (i = 1, n+ 1).

Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå áóäåì èçìåíÿòü áëîêè Ai
j+1,2 (i = 1, n+ 1) òàê, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü îäèí èç ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àåâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå èçìåíèëèñü

ñâîéñòâà (1) � (6), ê êàæäîìó áëîêó ìîæíî äîáàâëÿòü òîëüêî áëîêè ñ íîìå-

ðàìè, íå áîëüøèìè, ÷åì åãî ñîáñòâåííûé íîìåð.

Ðàçîáüåì èíäåêñû 1, 2, 3, . . . , n + 1 íà ãðóïïû ñêëååê (i11, . . . , i
1
k1

) ,

(i21, . . . , i
2
k2

) , . . . , (ir1, . . . , i
r
kr

) . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãðóïïó èíäåêñîâ, êîòîðàÿ

íå ñîäåðæèò 1 èëè 2. Äîïóñòèì ýòî ãðóïïà (i11, . . . , i
1
k1

) . Òàê êàê i11 6= 1 èëè

2 , òî ê A
i11
j+1,2 ìîæíî äîáàâèòü A1

j+1,2 . Ïîëó÷èì A
i11
j+1,2A

1
j+1,2 , à âñå îñòàëü-

íûå áëîêè ïðîñòî óäâîèì, íå èçìåíÿÿ èíäåêñîâ. Ïîñêîëüêó ωT (sn, A
1
j+1,2) íå

ïðèíàäëåæèò äàííîé ãðóïïå ñêëååê, òî, ñëåäîâàòåëüíî, áëîê ñ íîìåðîì i11 îò-

äåëèëñÿ îò äðóãèõ áëîêîâ ñ íîìåðàìè èç ýòîé ãðóïïû. Òåïåðü i11 íå âõîäèò

íè â êàêóþ ãðóïïó ñêëååê. (Åñëè æå i11 = 1 , òî äîáàâëÿåì A2
j+1,2 êî âñåì

áëîêàì, êðîìå ïåðâîãî, à ïåðâûé óäâàèâàåì, à äàëüøå àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-

äåíèÿ.) Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ äðóãèìè íîìåðàìè ýòîé ãðóïïû è ñ äðóãèìè

ãðóïïàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà âñå âûõîäíûå áëîêè

ðàçëè÷íû.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà ñêëååê èìååò âèä (1, 2, . . . , k, iβk+1, . . . , i
β
kβ

) .

Îòäåëèì ñíà÷àëà áëîêè ñ íîìåðàìè iβk+1, . . . , i
β
kβ
, êàê ýòî äåëàëîñü âûøå. À

îñòàâøèåñÿ áëîêè ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , k îñòàíóòñÿ ñêëååííûìè. Ïîëó÷èì òðå-

òèé ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûå k âûõîäíûõ áëîêîâ ñêëååíû, à îñòàëüíûå ðàçëè÷íû.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå áëîêè ÷åðåç Al
j+1 (l = 1, n+ 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûå áëîêè Ij+1 è Al
j+1 (l = 1, n+ 1) îáëàäàþò

ñâîéñòâàìè (1) � (7).

Ïîñòðîåíèå çàâåðøåíî, îñòàëîñü îïðåäåëèòü ñâåðõñëîâà x1 , x2 , . . . , xn+1 ,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óòâåðæäàëîñü â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïîëîæèì x1 = lim
j→∞

Ij , xi+1 = T
i
(x1) (i = 1, n− 1), xn+1 = (A1

0)
∞ (òî

åñòü, xn+1 � ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî è, ñëåäîâàòåëüíî, [xn+1]
∗ =∗ [0]∗ ). Ïî
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ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì [x1]
∗ ≥∗ [xi]

∗ (i = 2, n) è [x1]
∗ ≥∗ [xn+1]

∗ . Â ñèëó

ñâîéñòâ àâòîìàòîâ T
i
èìååì [xi]

∗ ≥∗ [xi+1]
∗ (i = 1, n).

Äîêàæåì, ÷òî âñå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò àñèíõðîí-

íûé àâòîìàò Tp ñ íîìåðîì p òàêîé, ÷òî Tp(xi+1) = xi . Ñëåäîâàòåëüíî,

Tp(T
i
(x1)) = T

i−1
(x1) . Íî, ïî ñâîéñòâó (6), Tp(T

i
(Ip)) 6= T

i−1
(Ip) â òîé

÷àñòè, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû, èëè Tp(T
i
(x1)) îïðåäåëÿåò êîíå÷íûé áëîê.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: â ïåðâîì ñëó÷àå � ÿâíîå, âî âòîðîì � ñî ñâîéñòâîì

(5). Ñëåäîâàòåëüíî, [xi]
∗ >∗ [xi+1]

∗ .

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò [y]∗ òàêîé, ÷òî [xi]
∗ >∗ [y]∗ >∗ [xi+1]

∗ . Çíà-

÷èò ñóùåñòâóåò àñèíõðîííûé àâòîìàò T òàêîé, ÷òî T (xi) = y . Îáîçíà÷èì

T ′ = T ◦ T i−1 êîìïîçèöèþ àâòîìàòîâ T
i−1

è T . Òîãäà äëÿ àâòîìàòà T ′ ïî-

ëó÷àåì T ′(x1) = T (T
i−1

(x1)) = T (xi) = y . Ïóñòü T ′ èìååò íîìåð k . Íà

âõîä àâòîìàòà Tk ïîäàäèì ñâåðõñëîâî x1 , êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ñîäåðæàùåå íà÷àëüíûé áëîê Ik , çà êîòîðûì ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-

ïèé áëîêîâ A1
k, . . . , A

n+1
k . Â ñèëó ñâîéñòâà (7), Tk(x1) ìîæåò ëåæàòü ëèøü

â ñòåïåíÿõ [x1]
∗, [xi]

∗(i = 2, n), [0]∗ . Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî ñâåðõñëîâà y íå

ñóùåñòâóåò è [xi]
∗ �∗ [xi+1]

∗ äëÿ ëþáîãî i = 1, n .

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå ñâåðõñëîâ x1, x2, . . . ,

xn+1 âûïîëíåíî [x1]
∗ �∗ [x2]

∗ �∗ . . . �∗ [xn]
∗ �∗ [xn+1]

∗ =∗ [0]∗, ÷òî ïîêàçûâà-

åò âëîæèìîñòü êîíå÷íîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà êàê íà÷àëüíîãî

ñåãìåíòà â V ∗ . �
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4 Äîïîëíÿåìîñòü âíèç

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ äîïîëíÿåìîñòè ñòåïåíåé

ââåðõ è âíèç. Âíà÷àëå ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû

p, q ∈ S íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ íè p ≤ q , íè q ≤ p .

Åñëè p, q ∈ S íåñðàâíèìû, òî ïèøóò p|q .
Âåðõíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ p, q ∈ S íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò r ∈ S òàêîé, ÷òî

p ≤ r è q ≤ r . Âåðõíÿÿ ãðàíü r ýëåìåíòîâ p è q íàçûâàåòñÿ èõ íàèìåíüøåé

âåðõíåé ãðàíüþ, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé âåðõíåé ãðàíè s ∈ S ýëåìåíòîâ p è

q âûïîëíÿåòñÿ r ≤ s , òî åñòü åñëè p ≤ s è q ≤ s , òî r ≤ s .

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íèæíåé ãðàíè è íàèìåíüøåé íèæíåé ãðà-

íè äâóõ ýëåìåíòîâ. Íèæíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ p, q ∈ S íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

r ∈ S òàêîé, ÷òî r ≤ p è r ≤ q . Íèæíÿÿ ãðàíü r ýëåìåíòîâ p è q íàçûâàåòñÿ

èõ íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé íèæíåé ãðàíè s ∈ S
ýëåìåíòîâ p è q âûïîëíÿåòñÿ s ≤ r , òî åñòü åñëè s ≤ p è s ≤ q , òî s ≤ r .

Â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå S ýëåìåíò p ñèëüíî äîïîëíÿåì

ââåðõ äî ýëåìåíòà q , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ S òàêîé, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ p è r . Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò p ñèëüíî

äîïîëíÿåì âíèç äî ýëåìåíòà q , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ S òàêîé, ÷òî q

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ p è r . Áîëåå ñëàáûé âàðèàíò óêàçàííûõ

îïðåäåëåíèé � ïîíÿòèÿ ñëàáîé äîïîëíÿåìîñòè ââåðõ è âíèç. Ýëåìåíò p ñëàáî

äîïîëíÿåì ââåðõ äî ýëåìåíòà q , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ S òàêîé, ÷òî q

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ p è r . Ýëåìåíò p ñëàáî äîïîëíÿåì âíèç

äî ýëåìåíòà q , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ S òàêîé, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ íèæíåé

ãðàíüþ ýëåìåíòîâ p è r . Ýëåìåíò s � ñëàáîå ïîëíîå äîïîëíåíèå äëÿ ýëåìåíòà

p îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ q è r , åñëè q ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ p è s , r

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ p è s .

Èç òåîðåìû 2 òðåòüåãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñòåïåíè [x]∗ è

[y]∗ ([x]∗ >∗ [y]∗ ) òàêèå, ÷òî [y]∗ ñëàáî íå äîïîëíÿåìà ââåðõ äî [x]∗ . Ïîýòîìó

ñëàáîãî ïîëíîãî äîïîëíåíèÿ äëÿ [y]∗ îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé âûøå ñòåïåíè

[x]∗ è ëþáîé ñòåïåíè [z]∗ ([x]∗ >∗ [y]∗ >∗ [z]∗ ) òàêæå íå ñóùåñòâóåò. Äàëåå â

ñëåäñòâèè 3 ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ äîïîëíÿåìîñòè âíèç â

ìíîæåñòâå ñòåïåíåé àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ëþáîé ïàðû

ñòåïåíåé [x]∗ è [y]∗ , ãäå [y]∗ >∗ [x]∗ .
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Ïóñòü x = {xi} è y = {yi} � ñâåðõñëîâà íàä êîíå÷íûìè àëôàâèòàìè

Σ è Σ′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x, y) � ñâåðõñëîâî íàä àëôàâèòîì

Σ× Σ′ òàêîå, ÷òî åãî i�ûé ñèìâîë åñòü (xi, yi) , òî åñòü (x, y) = {(xi, yi)} .
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ñâåðõñëîâ x è y òàêèõ, ÷òî [0]∗ <∗ [x]∗ <∗ [y]∗

ñóùåñòâóåò ñâåðõñëîâî z òàêîå, ÷òî [z]∗|∗[x]∗ , [z]∗|∗[y]∗ è [(x, z)]∗|∗[y]∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòåïåíü àñèíõðîííî àâòîìàòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñîäåðæèò ñâåðõñëîâà íàä äâóõáóêâåííûì àëôàâèòîì, òî äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó ëèøü äëÿ òàêèõ ñâåðõñëîâ. Ïóñòü Σ = {0, 1} .
Ïåðåíóìåðóåì àñèíõðîííûå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû (T, t0) (ñ âõîäíûì è âû-

õîäíûì àëôàâèòîì Σ) è (S, s0) (ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ × Σ è âûõîäíûì

àëôàâèòîì Σ).

Áóäåì ñòðîèòü ñâåðõñëîâî z , óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

(1) Ti(x) 6= z äëÿ ëþáîãî i ,

(2) Ti(z) 6= x äëÿ ëþáîãî i ,

(3) Ti(y) 6= z äëÿ ëþáîãî i ,

(4) Si((x, z)) 6= y äëÿ ëþáîãî i .

Ïóñòü zi � íà÷àëüíûé ñåãìåíò ñâåðõñëîâà z , ñòðîÿùèéñÿ íà i�îì øàãå.

Øàã 0. z0 = ∅ .
Øàã k + 1 . Ê ýòîìó øàãó óæå ïîñòðîåíî zk . Ïóñòü Tk+1 , Sk+1 � àñèí-

õðîííûå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû ñ íîìåðîì k + 1 â íàøåé íóìåðàöèè.

Óäîâëåòâîðèì òðåáîâàíèþ (1) ñ àâòîìàòîì Tk+1 . Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå

ðàâåíñòâà äëÿ zk :

Tk+1(x) = zkw,

ãäå w � ïîäõîäÿùåå áåñêîíå÷íîå (èëè êîíå÷íîå) ñëîâî.

Åñëè |Tk+1(x)| ≤ |zk| , òî ïîëàãàåì z′k+1 = zk . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè

ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëàãàåì z′k+1 = zka , ãäå a � ñèìâîë, îòëè÷íûé îò

ïåðâîãî ñèìâîëà ñâåðõñëîâà w , åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî z′k+1 = zk .

Òåïåðü óäîâëåòâîðèì òðåáîâàíèþ (2). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì ðàâåíñòâî

äëÿ z′k+1 :

Tk+1(z
′
k+1) = xk+1,

ãäå xk+1 � ïðåôèêñ x ïîäõîäÿùåé äëèíû.

Åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò áëîê bk+1 íåêîòîðîé äëè-

íû òàêîé, ÷òî Tk+1(z
′
k+1bk+1) 6= x′k+1 , ãäå x′k+1 � ïðåôèêñ x íóæíîé äëè-

íû. Èíà÷å, åñëè òàêîãî bk+1 íå ñóùåñòâóåò, x � çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèî-
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äè÷åñêîå ñâåðõñëîâî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

z′′k+1 = z′k+1bk+1 . Åñëè ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî z
′′
k+1 = z′k+1 .

×òîáû óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ (3), äëÿ z′′k+1 ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî:

Tk+1(y) = z′′k+1w,

ãäå w � ïîäõîäÿùåå áåñêîíå÷íîå (èëè êîíå÷íîå) ñëîâî.

Åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëàãàåì z′′′k+1 = z′′k+1a , ãäå a � ñèì-

âîë, îòëè÷íûé îò ïåðâîãî ñèìâîëà ñâåðõñëîâà w . Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

z′′′k+1 = z′′k+1 .

Òåïåðü óäîâëåòâîðèì òðåáîâàíèå (4) ñ àâòîìàòîì Sk+1 . Äëÿ ýòîãî äëÿ

z′′′k+1 ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî:

Sk+1((x
′′′
k+1, z

′′′
k+1)) = y′′′k+1,

ãäå x′′′k+1 , y
′′′
k+1 � ïðåôèêñû x è y ïîäõîäÿùåé äëèíû, ïðè÷åì |x′′′k+1| = |z′′′k+1| .

Åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò áëîê bk+1 íåêîòîðîé äëè-

íû òàêîé, ÷òî Sk+1(x
′′′′
k+1, z

′′′
k+1bk+1) 6= y′′′′k+1 , ãäå x

′′′′
k+1 , y

′′′′
k+1 � ïðåôèêñû x , y

íóæíîé äëèíû, ïðè÷åì |x′′′′k+1| = |z′′′k+1bk+1| . Èíà÷å [x]∗ ≥∗ [y]∗ , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óñëîâèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì zk+1 = z′′′k+1bk+1 . Åñëè ðàâåíñòâî íå

âûïîëíÿåòñÿ, òî zk+1 = z′′′k+1 .

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíî ñâåðõñëîâî z , àñèíõðîííî íåñðàâíèìîå

ñ x â ñèëó òðåáîâàíèé (1) è (2), àñèíõðîííî íåñðàâíèìîå ñ y , ïîñêîëüêó

[y]∗ �∗ [z]∗ â ñèëó (3) è [z]∗ �∗ [y]∗ (òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, [z]∗ ≥∗ [x]∗ ,

÷òî íåâîçìîæíî). Óñëîâèå [(x, z)]∗|∗[y]∗ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó (4) è â ñèëó ñîîò-

íîøåíèÿ [y]∗ �∗ [(x, z)]∗ , ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâåðõñëîâî z àñèí-

õðîííî ñðàâíèìî ñî ñâåðõñëîâîì y , ÷òî íåâîçìîæíî. �

Ñëåäóþùèå äâà ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3 î÷åâèäíû.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ñâåðõñëîâà x òàêîãî, ÷òî [x]∗ >∗ [0]∗ ñóùå-

ñòâóåò ñâåðõñëîâî y òàêîå, ÷òî [x]∗|∗[y]∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ñâåðõñëîâà y íóæíî âçÿòü ñâåðõñëîâî z èç

òåîðåìû 3. �

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáûõ ñâåðõñëîâ x è y òàêèõ, ÷òî [x]∗ <∗ [y]∗

ñóùåñòâóåò ñâåðõñëîâî z òàêîå, ÷òî [z]∗ >∗ [x]∗ è [z]∗|∗[y]∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ñâåðõñëîâà z ìîæíî âçÿòü ñâåðõñëîâî (x, z)

èç òåîðåìû 3 â ñëó÷àå [x]∗ > [0]∗ èëè ñâåðõñëîâî y èç ñëåäñòâèÿ 2 â ñëó÷àå

[x]∗ = [0]∗ . �
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