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Êîìáèíàöèÿ 2 ãðóïï

Ïóñòü èìååòñÿ k1 îáúåêòîâ t1, t2, . . . , tk1, ïðèíàäëåæàùèõ ê ãðóïïå îáúåêòîâ T è

k2 îáúåêòîâ s1, s2, . . . , sk2, ïðèíàäëåæàùèõ ê ãðóïïå îáúåêòîâ S. Êîìáèíàöèåé ýëå-
ìåíòîâ èç T è S íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé íàáîð îáúåêòîâ (ti, sj), i = 1, . . . , k1, j =
1, . . . , k2. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç T è S âèçóàëüíî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû:

(t1, s1), (t1, s2), · · · (t1, sk2)
(t2, s1), (t2, s2), · · · (t2, sk2)

· · ·
(tk1, s1), (tk1, s2), · · · (tk1, sk2)

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü k1 ñòðî÷åê, â êàæäîé èç êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ k2
êîìáèíàöèé. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç ãðóïï T è S
ðàâíî k1 · k2.
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Êîìáèíàöèÿ l ãðóïï

Ïóñòü ó íàñ èìåþòñÿ ãðóïïû îáúåêòîâ T1, T2, . . . , Tl, ïðè÷åì ãðóïïà Ti ñîäåðæèò ki
ýëåìåíòîâ, i = 1, . . . , l. Êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ èç ãðóïï T1, T2, . . . , Tl íàçûâàåòñÿ

íàáîð (a1, a2, . . . , al), ãäå a1 ∈ T1, . . . , al ∈ Tl.

Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èç l ãðóïï T1, T2, . . . , Tl ìû ìîæåì ñîñòàâèòü?

Òàê êàê äëÿ ñëó÷àÿ l = 2 êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé ðàâíî k1 · k2, òî, èñïîëüçóÿ
ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé èç l ãðóïï
ðàâíî k1 · k2 · . . . · kl.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè T1 = T2 = . . . = Tl è |T1| = |T2| = . . . =
|Tl| = k, òî êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé èç ýòèõ ñîâïàäàþùèõ ãðóïï ðàâíî kl.
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Ïðèìåð

Çàäà÷à. Ó êîðîëÿ åñòü 100 ìåøêîâ ñ çîëîòûìè ìîíåòàìè, â êàæäîì èç êîòîðûõ

íàõîäèòñÿ ðîâíî 100 ìîíåò. Êîðîëåâñêèé êàçíà÷åé âçÿë èç êàæäîãî ìåøêà ïî îäíîé

ìîíåòå, ïîäëîæèâ âìåñòî íåå ôàëüøèâóþ ìîíåòó. Êîðîëü ðåøèë ïðîâåðèòü ñîñòîÿ-

íèå ñâîèõ ìåøêîâ è âçÿë äëÿ ïðîâåðêè íàóãàä èç êàæäîãî ìåøêà ïî îäíîé ìîíåòå.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðîëü îáíàðóæèò ïîäìåíó?

Ðåøåíèå: Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîðîëü âûáèðàåò íàóãàä

êîìáèíàöèþ ìîíåò èç 100 ìåøêîâ. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Omega
ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ìîíåò. Òàê êàê â êàæäîì ìåøêå 100 ìîíåò,

òî êîëè÷åñòâî èñõîäîâ ðàâíî n(Ω) = 100100.
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Ïðèìåð
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Ïðèìåð

Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ: Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ìî-

íåò â âûáðàííîé êîìáèíàöèè îêàæåòñÿ ôàëüøèâîé. Îêàçûâàåòñÿ ïðîùå âû÷èñëèòü

âåðîÿòíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ A, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â âûáðàííîé êîì-

áèíàöèè âñå ìîíåòû ÿâëÿþòñÿ çîëîòûìè. Ïîñêîëüêó â êàæäîì ìåøêå 99 çîëîòûõ

ìîíåò, òî êîëè÷åñòâî èñõîäîâ â A ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìáèíàöèé èç çîëîòûõ ìîíåò

êàæäîãî ìåøêà, ò.å. n(A) = 99100.
Ñëåäîâàòåëüíî,

P(A) =
n(A)

n(Ω)
=

99100

100100
= (

99

100
)100 = (1− 1

100
)100 ≈ e−1.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì limm→∞(1 + x
m)m = ex. Îò-

ñþäà

P(A) = 1− P(A) ≈ 1− 1

e
= 0.632.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðîëü îáíàðóæèò ïîäìåíó, äîñòàòî÷íà âåëèêà.
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Âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ åñòü ãðóïïà ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ A = {a1, . . . , an}.
Ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî r ïðåäìåòîâ èç ýòîé ãðóïïû,

ôèêñèðóåì ðåçóëüòàò âûáîðà è âîçâðàùàåì ïðåäìåòû îáðàòíî. Ðåçóëüòàò âñåãî ýêñ-

ïåðèìåíòà (ýëåìåíòàðíûé èñõîä) ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê êîìáèíàöèÿ (âåêòîð)

(ai1 , ai2 , . . . , air) r îáúåêòîâ èç A.
Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé (èñõîäîâ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ) ðàâíî nr, ïî-
ñêîëüêó ìû êàæäûé ðàç âûáèðàåì ýëåìåíòû èç îäíîé è òîé æå ãðóïïû A. Òàêîé
ýêñïåðèìåíò íàçûâàþò âûáîðîì ñ âîçâðàùåíèåì.
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Âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ. Ðàçìåùåíèÿ

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåòñÿ r ïðåäìåòîâ èç

ãðóïïû A, íî îíè íå âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî. Òîãäà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ìîæåò

áûòü çàïèñàí êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ (ai1 , ai2 , . . . , air), ïðè-
÷åì 1-ûé ýëåìåíò ìû âûáèðàåì n ñïîñîáàìè, 2-îé - (n− 1) ñïîñîáàìè, ..., r-ûé �

(n− r+ 1) ñïîñîáàìè. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð r ïðåäìåòîâ èç ãðóïïû A , 0 6 r 6 n,
íàçûâàåòñÿ r-ýëåìåíòíûì ðàçìåùåíèåì. Òàêîé ýêñïåðèìåíò íàçûâàåòñÿ âûáîðîì

áåç âîçâðàùåíèÿ. Êîëè÷åñòâî r-ýëåìåíòíûõ ðàçìåùåíèé èç n ïðåäìåòîâ íàçûâàåò-

ñÿ ÷èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî r è îáîçíà÷àåòñÿ Ar
n :

Ar
n = n(n− 1) . . . (n− r + 1) =

n!

(n− r)!
, (1)

ãäå n! = 1 · 2 · · · · · n.
Åñëè r = n, òî ðàçìåùåíèå íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ðàçìåùåíèé An
n íàçûâàåòñÿ åùå ÷èñëîì ïåðåñòàíîâîê èç n

ýëåìåíòîâ: An
n = n! (íàïîìíèì, ÷òî 0! = 1).
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Ïðèìåð

Çàäà÷à. Òðîå äðóçåé, çàðàíåå íå äîãîâàðèâàÿñü è íå âèäÿ äðóã äðóãà, ñàäÿòñÿ â îäíó

è òó æå ýëåêòðè÷êó, ñîñòîÿùóþ èç 10 âàãîíîâ. Êàæäûé èç äðóçåé ðàâíîâåðîÿòíî

ìîæåò âûáðàòü ëþáîé èç 10-òè âàãîíîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâîå

èç äðóçåé ñÿäóò â îäèí è òîò æå âàãîí?

Ðåøåíèå. Èñõîä äàííîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî çàïèñàòü êàê (i1, i2, i3),
ãäå ik � íîìåð âàãîíà, âûáðàííîãî k-ûì ñòóäåíòîì, k = 1, 2, 3. Òàê êàê íîìåðà

âàãîíîâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ â äèàïàçîíå îò 1 äî 10, òî êîëè÷åñòâî èñõîäîâ ðàâíî 103.
Ïóñòü ñîáûòèå A îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû äâîå äðóçåé âñòðåòÿòñÿ â îäíîì âàãîíå. Ïðî-

ùå âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå äðóçüÿ âûáðàëè

ðàçíûå âàãîíû. Êîëè÷åñòâî èñõîäîâ â A ðàâíî A3
10 = 10 · 9 · 8 = 10!

7! .
Òîãäà P(A) = 10·9·8

1000 = 0, 72. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) = 1− P(A) = 0, 28.
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Ñî÷åòàíèÿ

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàì íóæíî âûáðàòü r ïðåäìåòîâ èç n ðàçëè÷íûõ ïðåä-

ìåòîâ, ïðè÷åì ïîðÿäîê íå âàæåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû âûáèðàåì êàêîå-òî ïîä-

ìíîæåñòâî èç r ýëåìåíòîâ. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà r èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì r ýëåìåíòîâ èç n, à êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ
âûáîðîê r ýëåìåíòîâ èç n íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé è îáîçíà÷àåòñÿ Cr

n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðóïïó èç r ýëåìåíòîâ. Ìû ìî-

æåì r! ñïîñîáàìè ðàññòàâèòü ýòè ýëåìåíòû ïî ïîðÿäêó. Òàêèì îáðàçîì, èç îäíîé

íåóïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü r! óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Ar

n = r!Cr
n. Îòñþäà

Cr
n =

Ar
n

r!
=

n!

(n− r)!r!
. (2)
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Ïðèìåð

Çàäà÷à. Çà îäèí äåíü ïðåäïðèÿòèå èçãîòàâëèâàåò n èçäåëèé. Èç ýòîé ïàðòèè ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ r èçäåëèé è, åñëè âñå îíè ïðîõîäÿò ïðîâåðêó îòäåëà

êîíòðîëÿ êà÷åñòâà, òî âñÿ ïàðòèÿ èç n èçäåëèé ïðèíèìàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âñÿ ïàðòèÿ îòâåðãàåòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â ïàðòèè åñòü k áðàêîâàííûõ èçäåëèé. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðòèÿ áóäåò ïðèíÿòà?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî èñõîäîâ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ðàâíî êîëè÷åñòâó r-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ, ò.å. ðàâíî Cr

n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðòèÿ áûëà ïðèíÿòà, íåîáõîäèìî,

÷òîáû â ïîäãðóïïå âûáðàííûõ äëÿ êîíòðîëÿ ýëåìåíòîâ íàõîäèëèñü òîëüêî êà÷å-

ñòâåííûå èçäåëèÿ. ×èñëî òàêèõ ïîäãðóïï ðàâíî Cr
n−k. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïàðòèÿ áóäåò ïðèíÿòà, ðàâíà

Cr
n−k
Cr
n

=
(n− k)!(n− r)!

n!(n− k − r)!
.
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Ïðèìåð
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êîíòðîëÿ êà÷åñòâà, òî âñÿ ïàðòèÿ èç n èçäåëèé ïðèíèìàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âñÿ ïàðòèÿ îòâåðãàåòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â ïàðòèè åñòü k áðàêîâàííûõ èçäåëèé. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðòèÿ áóäåò ïðèíÿòà?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî èñõîäîâ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ðàâíî êîëè÷åñòâó r-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ, ò.å. ðàâíî Cr

n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðòèÿ áûëà ïðèíÿòà, íåîáõîäèìî,

÷òîáû â ïîäãðóïïå âûáðàííûõ äëÿ êîíòðîëÿ ýëåìåíòîâ íàõîäèëèñü òîëüêî êà÷å-

ñòâåííûå èçäåëèÿ. ×èñëî òàêèõ ïîäãðóïï ðàâíî Cr
n−k. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïàðòèÿ áóäåò ïðèíÿòà, ðàâíà

Cr
n−k
Cr
n

=
(n− k)!(n− r)!

n!(n− k − r)!
.
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Ïàðàäîêñ

Çàäà÷à î äíÿõ ðîæäåíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãðóïïå èç n ëþäåé

íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà ÷åëîâåêà, ðîäèâøèõñÿ â îäèí è òîò æå äåíü ãîäà?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó î äàííîé ãðóïïå ëþäåé íè÷åãî çàðàíåå íå èçâåñòíî, åñòåñòâåí-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé (i1, i2, . . . , in), ãäå ij � äåíü ðîæäåíèÿ j-ãî ÷åëîâåêà. Ïîñêîëüêó i1, i2, . . . , in
ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 365, òî êîëè÷åñòâî âñåõ èñõîäîâ ðàâíî

|Ω| = 365n. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû.

Ïóñòü A � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ãðóïïå íàéäóòñÿ äâà ÷åëîâåêà, ðîäèâ-

øèåñÿ â îäèí è òîò æå äåíü. Êîëè÷åñòâî èñõîäîâ â îáðàòíîì ñîáûòèè A

n(A) = An
365 =

365!

(365− n)!
,

P(A) = 1− P(A) = 1− An
365

365n
=

365

365
· 364

365

363

365
· . . . · 365− n + 1

365

×èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî óæå ïðè n = 23 P(A) ≈ 0, 508 > 0, 5 è äàëåå, ïðè

óâåëè÷åíèè n âåðîÿòíîñòü P(A) òîëüêî ðàñòåò. Ïðè n = 80 P(A) > 0, 999.
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