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Аннотация. Построена математическая модель микромеханического гироскопа (ММГ) гибридного типа, 

в которой для устранения «нулевого смещения» использован хорошо отработанный в роторных 

вибрационных гироскопах принцип модуляции первичной информации в механическом контуре и ее 

съема во вращающейся системе координат. Кроме того, предусмотрен режим параметрического 

возбуждения чувствительного элемента, позволяющий расширить измерительные возможности прибора 

без вмешательства в его механический контур и повысить точность работы ММГ. Симуляция модели 

проведена в среде Matlab-Simulink, предоставляющей возможность решать дифференциальные уравнения 

модели в интерактивном режиме при различных входных параметрах. На основании полученных 

результатов сформулированы условия реализации параметрического возбуждения ММГ путем модуляции 

его угловой скорости вращения (динамической жесткости). Показана возможность существенного 

повышения точности измерения угловой скорости за счет изменения уровня параметрической «накачки» 

прибора, а также способность прибора к определению третьей компоненты угловой скорости, сов-

падающей по направлению с вектором кинетического момента гироскопа. Построенная имитационная 

модель позволяет спроектировать датчик абсолютной угловой скорости, способный с необходимой 

точностью решать задачи инерциальной навигации.  
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Введение. Предлагаемая статья является продолжением серии работ [1-4], посвященных 

разработке методов повышения точности и расширения функциональных возможностей мик-

ромеханических гироскопов (ММГ). Широкое использование ММГ в современных приборах 

ориентации, стабилизации и навигации [5-13] объясняется многими факторами: небольшими 

габаритами, массой и энергопотреблением, невысокой стоимостью. Однако малая масса одно-

компонентного ММГ создает проблему сверхвысокой чувствительности его системы съема 

колебаний, что ограничивает точность измерения угловой скорости и препятствует использо-

ванию прибора в качестве инерциального датчика первичной информации. Кроме того, чув-

ствительность ММГ к неточности изготовления упругого подвеса и отсутствие возможности 

его доводки приводят к значительному «нулевому смещению», компенсация которого явля-

ется одной из важных проблем рассматриваемого класса приборов.  

Ниже представлены результаты численной реализации математической модели ММГ ги-

бридного типа [5], в которой для устранения «нулевого смещения» использован хорошо заре-

комендовавший себя в роторных вибрационных гироскопах принцип модуляции первичной 

информации в механическом контуре со съемом измерений во вращающейся вместе с валом 

приводного двигателя системе координат [2]. Кроме того, предусмотрен режим параметриче-

ского возбуждения чувствительного элемента путем модуляции динамической жесткости его 

упругого подвеса. Показано, что такой подход позволяет существенно повысить точность при-

бора без вмешательства в его механический контур.  
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1. Модель параметрически возбуждаемого модуляционного ММГ. На рисунке 1 

представлена кинематическая схема модуляционного ММГ гибридного типа, где 1 – привод-

ной двигатель (ПД), 2 – вал двигателя (ВД), 3 – чувствительный элемент (ЧЭ), изготовленный 

по планарной технологии, 4 – датчик угла (ДУ), 5 – упругий подвес (УП), 6 – основание при-

бора. Отличительной особенностью модуляционного ММГ является измерение информации 

о движении основания и ее обработка в системе координат, вращающейся вместе с валом ПД. 

Это отличает его от, например, динамически настраиваемого гироскопа, измеряющего угло-

вые скорости поворота основания относительно системы координат, связанной с корпусом. 

Кроме того, регистрация углового поворота основания модуляционного ММГ осуществляется 

не измерением угла этого поворота, а измерением амплитуды и фазы колебаний его ротора. 

Информация об угловом движении основания содержится в соответствующих параметрах сиг-

нала переменного тока, поэтому медленный уход главной оси прибора («смещение нуля»), 

вызванный несовершенством его изготовления, не оказывает влияния на точность измерений.  

 

Рис. 1. Кинематическая схема модуляционного ММГ гибридного типа 

Параметрическое возбуждение модуляционного ММГ как колебательной системы на 

упругом подвесе целесообразно осуществлять путем модуляции динамической жесткости УП, 

являющейся его энергоемким параметром [6]. Модуляция динамической жесткости осуществ-

ляется изменением в небольших пределах частоты питающего напряжения вентильного элек-

тродвигателя по закону:  

       Ω𝑚(𝑡) = Ω + ΔΩ cos 𝜔𝑚𝑡,                                          (1) 

где Ω – номинальное значение частоты вращения ВД, соответствующее настроенному режиму 

работы гироскопа, ΔΩ – девиация частоты вращения ВД, 𝜔𝑚 – частота модуляции.  

Текущее значение фазы колебаний ВД относительно номинального значения определя-

ется выражением 

   𝜑𝑚(𝑡) = ∫ Ω𝑚 (𝑡)𝑑𝑡 = Ω𝑡 + m sin 𝜔𝑚𝑡,                                     (2) 

m = ΔΩ/𝜔𝑚– индекс частотной модуляции. 

C учетом узкополосности амплитудно-частотной характеристики МMГ и выражения (2) 

для 𝑚 ≤ 0.1 имеют место соотношения [14]: 

sin 𝜑𝑚 (𝑡) = sin Ω𝑡 + 𝑚
2⁄ (sin(Ω + 𝜔𝑚)𝑡 + sin(Ω − 𝜔𝑚)𝑡),                           (3) 

cos 𝜑𝑚 (𝑡) = cos Ω𝑡 − 𝑚
2⁄ (cos(Ω − 𝜔𝑚)𝑡 − cos(Ω + 𝜔𝑚)𝑡). 

 Система координат 𝑂𝑋об𝑌об𝑍об жестко связана с объектом, а ее начало совпадает с его 

центром масс (рисунок 2). Проекции угловой скорости Φ̅̅̅̇ ее вращательного движения относи-



 Боголюбов В.М., Бахтиева Л.У., Цыганов О.В. 

 “Information and mathematical technologies in science and management”   2023  no. 2 (30) 70 

тельно начала координат 𝑂  обозначим соответственно через Φ̇𝑥, Φ̇𝑦, Φ̇𝑧 . Система коорди-

нат 𝑂𝑋в𝑌в𝑍в, связанная с валом ПД, вращается с угловой скоростью Ω вокруг оси 𝑂𝑍об. Си-

стема координат 𝑂𝑋р𝑌р𝑍р, связанная с ротором ЧЭ, наряду с вращением вместе с валом, пово-

рачивается вокруг торсионного подвеса УП на угол 𝜃 с угловой скоростью �̇�.  

  
Рис. 2. Системы координат 

На основании введенных систем координат и с учетом выражений (1) - (3) определим 

параметры движения гироскопа. Проекции угловых скоростей движения основания на оси си-

стемы 𝑂𝑋в𝑌в𝑍в после поворота вала на угол 𝛺𝑡 примут вид: 

ω𝑥
′ =  Φ̇𝑥(cos Ωt − 𝑚(cos(Ω − 𝜔𝑚)𝑡 − cos(Ω + 𝜔𝑚)𝑡)/2)

+ Φ̇𝑦(sin Ωt + 𝑚(sin(Ω + 𝜔𝑚)𝑡 − sin(Ω − 𝜔𝑚)𝑡)/2), 

ω𝑦
′ =  Φ̇𝑦(cos Ωt − 𝑚(cos(Ω − 𝜔𝑚)𝑡 − cos(Ω + 𝜔𝑚)𝑡)/2)

+ Φ̇𝑥(sin Ωt + 𝑚(sin(Ω + 𝜔𝑚)𝑡 − sin(Ω − 𝜔𝑚)𝑡)/2), 
  ω𝑧

′ = 𝛺 + Φ̇𝑧 + 𝑚 cos 𝜔𝑚𝑡. 
Проекции угловых скоростей на оси системы 𝑂𝑋р𝑌р𝑍р после поворота на угол 𝜃 можно 

записать в виде: 

𝜔𝑝𝑥 = ω𝑥
′ cos 𝜃 − ω𝑧

′ sin 𝜃, 𝜔𝑝𝑦 = ω𝑦
′ + �̇�, 𝜔𝑝𝑧 = ω𝑧

′ cos 𝜃 + ω𝑥
′ sin 𝜃. 

Для вывода дифференциальных уравнений движения гироскопической системы вос-

пользуемся методом Лагранжа [15], выбирая в качестве обобщенной координаты угол пово-

рота 𝜃(𝑡), определяющий положение ЧЭ, а в качестве обобщенных сил – момент демпфирова-

ния и момент упругости торсиона. После линеаризации уравнений с помощью матрицы Якоби 

получим математическую модель двухстепенного модуляционного параметрически возбуж-

даемого ММГ в виде:  

�̈� + 2𝑎�̇� + 𝜔0
2(1 +

2𝑘Φ̇𝑧

𝜔0
+ 4𝑘𝑚 cos(𝜔𝑚𝑡 + 𝜑0)) 𝜃 = (1 + 𝑘)Ω√Φ̇𝑥

2 + Φ̇𝑦
2 sin(𝛺𝑡 + 𝜓), (4) 

где Φ̇𝑥, Φ̇𝑦, Φ̇𝑧 – проекции угловой скорости движения основания, 𝑎 – коэффициент затухания 

колебаний ЧЭ, 𝜔0 = √
𝑘+(𝐶−𝐴)𝛺2

𝐵
 – частота собственных колебаний ЧЭ, 𝐴, 𝐵, 𝐶 – соответ-

ственно экваториальные и полярный моменты инерции ЧЭ, Ω = √
𝑘

𝐴+𝐵−𝐶
 – резонансное значе-

ние угловой скорости вращения ЧЭ, 𝑘 =
𝐶−𝐴

𝐵
≈ 1 – коэффициент центробежно-маятниковой 

жесткости, 𝑚 – коэффициент модуляции, 𝜔𝑚 – частота параметрического возбуждения, 𝜑0 – 

фазовый угол, 𝜓 = arctg(Φ̇𝑥 Φ̇𝑦⁄ ). Начальные условия для уравнения (4) зададим в виде:  
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𝜃(0) = �̇�(0) = 0.                                                                   (5) 

Особенностью полученной математической модели является наличие периодически из-

меняющегося энергоемкого позиционного параметра  4𝑘𝑚 cos(𝜔𝑚𝑡 + 𝜑0)) 𝜃, а также слагае-

мого 2𝑘Φ̇𝑧/𝜔0, обусловленного проекцией угловой скорости вращения основания Φ̇𝑧 на ось 

вращения ЧЭ. Ниже покажем, что указанное обстоятельство позволяет реализовать наиболее 

благоприятное условие параметрического возбуждения механического контура гироскопа на 

частоте  𝜔𝑚 = 2Ω. 

2. Численная реализация модели. Задача (4) - (5) решалась в среде высокоуровневого 

программирования Matlab-Simulink, предоставляющей возможность решать дифференциаль-

ные уравнения модели в интерактивном режиме при различных входных параметрах [16]. На 

рисунке 3 приведены схемы модели и результаты моделирования в отсутствие параметриче-

ского возбуждения (3а) и в случае параметрической «накачки» от генератора синусоидального 

напряжения с частотой, равной удвоенной величине частоты резонансной настройки ММГ 

(3б).  

 
3а 

 
3б 

Рис. 3. Схемы модели и результаты моделирования 

Входное воздействие в виде скачка проекций угловых скоростей основания Φ̇𝑥 и Φ̇𝑦 

(omega X, omega Y) подается на входы модуляторов MODx, MODy, вторые входы которых 

подключаются к генераторам, формирующим сдвинутые по фазе на 900 синусоидальные сиг-

налы. Разделение по соответствующим измерительным осям реакции на эти воздействия осу-



 Боголюбов В.М., Бахтиева Л.У., Цыганов О.В. 

 “Information and mathematical technologies in science and management”   2023  no. 2 (30) 72 

ществляется демодуляторами DMx, DMy, выходные сигналы которых регистрируются осцил-

лографом. Осциллограф отображает входной сигнал угловой скорости по одной из измеряе-

мых компонент (Omega Y), задаваемый генератором Step, реакцию на него в виде модулиро-

ванного колебания 𝜃, а также выходные сигналы демодуляторов 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦. 

Сравнительная оценка осциллограмм реакции моделируемого ММГ на измеряемую уг-

ловую скорость основания показала существенное повышение чувствительности (добротно-

сти) прибора (более, чем на два порядка) в случае его параметрического возбуждения по срав-

нению с традиционным режимом его эксплуатации.  

Численные исследования показали, что параметрическое возбуждение ММГ резко уве-

личивает крутизну фазочастотной характеристики колебательной системы, что позволяет при 

наличии проекции угловой скорости Φ̇𝑧 на ось вращения ВД, приводящей к расстройке при-

бора, определять ее величину и направление по измеренному фазовому сдвигу колебаний ро-

тора относительно резонансного значения [1], причем ее пороговое значение определяется ве-

личиной коэффициента параметрической модуляции m.  

Заключение. В статье представлена новая имитационная модель двухстепенного ММГ 

гибридного типа, в которой для устранения «нулевого смещения» использован принцип мо-

дуляции первичной информации в механическом контуре и ее съема во вращающейся системе 

координат.  

Сформулированы условия реализации параметрического возбуждения ММГ путем мо-

дуляции его угловой скорости вращения (динамической жесткости).  

На основании результатов симуляции модели в среде Matlab-Simulink показана возмож-

ность существенного повышения точности измерения угловой скорости за счет изменения 

уровня параметрической «накачки» прибора, а также способность прибора к определению тре-

тьей компоненты угловой скорости, совпадающей по направлению с вектором кинетического 

момента гироскопа.  

Отмечено, что реализация рассмотренного нетрадиционного режима работы ММГ воз-

можна без вмешательства в механический контур прибора.  

Построенная имитационная модель позволяет спроектировать датчик абсолютной угло-

вой скорости, способный с необходимой точностью решать задачи инерциальной навигации.   
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Abstract. A mathematical model of a micromechanical gyroscope (MMG) of a hybrid type is constructed, in 

which, in order to eliminate the "zero displacement", the principle of modulation of primary information in a 

mechanical circuit and its removal in a rotating coordinate system, well-established in rotary vibrating gyroscopes, 

is used. In addition, a mode of parametric excitation of the sensitive element has provided, which allows expanding 

the measuring capabilities of the device without interfering with its mechanical circuit and increasing the accuracy 

of the MMG. The simulation of the model has carried out in the Matlab-Simulink environment, which makes it 

possible to solve the differential equations of the model in an interactive mode with various input parameters. 

Based on the results obtained, the conditions for the implementation of parametric excitation of the MMG by 

modulating its angular velocity of rotation (dynamic rigidity) have formulated. The possibility of a significant 

increase in the accuracy of measuring the angular velocity by changing the level of parametric "pumping" of the 

device, as well as the ability of the device to determine the third component of the angular velocity, which coincides 

in direction with the gyroscope angular momentum vector, has shown. The constructed simulation model makes 

it possible to design an absolute angular velocity sensor capable of solving inertial navigation problems with the 

required accuracy. 

Keywords: mathematical model, gyroscope, micromechanical system 
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