3. Наилучшее приближение в нормированном пространстве
До сих пор задача приближения функции формулировалась как задача интерполяции. Однако ее можно сформулировать и в более общем виде, а именно в терминах теории приближений в линейных нормированных пространствах.

Напомним, что нормой  на вещественном линейном пространстве 
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 называется такая функция, заданная элементах из 
[image: image2.wmf]F

 и обозначаемая далее через 
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, которая удовлетворяет трем аксиомам: 
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Пусть дано вещественное линейное пространство 
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 с нормой 
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, может быть бесконечномерное, и в нем задана конечная система линейно независимых элементов
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Элемент 
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, определенный равенством
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называется обобщенным многочленом, построенным по системе элементов (1). Множество всех обобщенных многочленов обозначим через 
[image: image13.wmf]n
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. Ясно, что оно является подпространством 
[image: image14.wmf]F

.

        Требуется приближенно заменить заданный элемент 
[image: image15.wmf]fF
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 обобщенным многочленом 
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 так, чтобы погрешность приближения (по норме) была минимальной.

Определение 1. 
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 называется элементом наилучшего приближения для 
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Или, эквивалентно,
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Задача отыскания 
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 называется задачей наилучшего приближения
Задача наилучшего приближения сформулирована нами для любых (абстрактных) нормированных пространств. Для нас, в первую очередь, интерес представляют функциональные пространства 
[image: image22.wmf]F

 и их подпространства 
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. Приведем примеры.

1. Пример. 
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 -- множество непрерывных на отрезке функций с нормой 
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называемой равномерной нормой
. Пусть 
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 (множество алгебраических полиномов степени не выше 
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 (множество тригонометрических полиномов степени не выше 
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). В этом случае мы приходим к задаче наилучшего равномерного приближения заданной непрерывной функции 
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 алгебраическим или тригонометрическим полиномом степени 
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, а полином 
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 называется элементом наилучшего равномерного приближения.
2. Пример. 
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 -- множество измеримых по Лебегу на отрезке 
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 функций с конечной нормой (называемой среднеквадратической)
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где 
[image: image36.wmf]r

 есть весовая функция: она неотрицательна на 
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, интегрируема, может обращаться в нуль лишь в конечном числе точек. Если 
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, то мы приходим к задаче наилучшего среднеквадратического приближения заданной функции 
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 алгебраическим или тригонометрическим полиномом степени 
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. Полином 
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 называется элементом наилучшего среднеквадратического приближения.

Теорема 1. Элемент наилучшего приближения существует
.
Доказательство. По определению точной нижней грани, найдется последовательность элементов 
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Поскольку любая сходящаяся последовательность ограничена, то для некоторой постоянной 
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Тогда, согласно неравенству треугольника,
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что означает ограниченность последовательности элементов 
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 в конечномерном пространстве 
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. Следовательно, из этой последовательности можно выделить сходящуюся в 
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 подпоследовательность 
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откуда заключаем, что предельный элемент 
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является наилучшим приближением для 
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Эта теорема гарантирует только существование элемента наилучшего приближения в линейном нормированном пространстве и ничего не говорит о единственности. Рассмотрим специальный случай.

Определение 2. Пространство называется строго нормированным, если равенство 
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справедливо тогда и только тогда, когда 
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В таких пространствах справедлива теорема единственности.

Теорема 2. В строго нормированном пространстве  элемент наилучшего приближения существует и  единственен.
Доказательство. Пусть 
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Следовательно,
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Отсюда, в силу строгой нормированности, получаем, что 
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Итак, при весьма общих предположениях элемент наилучшего приближения существует и единствен. В зависимости от выбора нормированного пространства 
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 и его подпространства 
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 можно получить ту пли иную конкретную задачу о наилучшем приближении. 

Наилучшие равномерные приближения полиномами

Пусть 
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. Элемент наилучшего приближения (наилучшего равномерного приближения) согласно Теореме 1 всегда существует. Однако Теорема 2 – теорема единственности, не применима, т.к. пространство 
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 не является строго нормированным, поскольку имеется следующий контрпример: 
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В то же время известна теорема Хаара (приводим без доказательства).

Теорема 3. (Хаара) Для того, чтобы для каждой 
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 существовал единственный обобщенный многочлен наилучшего равномерного приближения необходимо и достаточно, чтобы функции 
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Возьмем в качестве 
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 и из теоремы Хаара вытекает
Следствие. Алгебраический полином наилучшего равномерного приближения непрерывной функции существует и единственен.

Обозначим через 
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 погрешность наилучшего равномерного приближения функции 
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   Приведем также без доказательства классическую теорему Вейерштрасса.
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Приближения в евклидовых пространствах
Важным примером нормированных пространств являются евклидовы пространства. В этих пространствах кроме нормы вводится также операция скалярного произведения, согласованная с нормой. 

Напомним, что скалярным произведением на вещественном линейном пространстве 
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 называется такая функция, заданная на парах элементов из 
[image: image97.wmf]F

 и обозначаемая далее через 
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, которая удовлетворяет трем аксиомам: 
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В силу аксиомы 2), переставляя аргументы, получим 
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 Из этого же свойства и свойства 1) следует, что  
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 есть нулевой элемент пространства
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[image: image107.emf]
Из определения (2.8) и последнего тождества следует, что первые две аксиомы нормы выполнены. Остается проверить неравенство треугольника.

Теорема 3. Пусть справедливо (2.8). Тогда для любых 
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(4)   Пространство F, наделенное нормой (2.8), является строго нормированным
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        Докажем (2). Если 
[image: image117.wmf]fg

a

=

 для некоторого 
[image: image118.wmf]0

a

>

, то 


[image: image119.wmf]2

(,)||||||||||||||||||||.

fggggfg

aa

===


Обратно, пусть 
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     Докажем (3). Используем неравенство Коши-Буняковского. Тогда
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       Докажем (4). Если 
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обязано выполняться равенство 
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Следствие. Наилучшее приближение в евклидовом пространстве существует и единственно.

Пример 4.  Пространство 
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 является евклидовым. Скалярное произведение в нем определяется формулой (проверьте аксиомы)
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Норма 
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 в этом пространстве, очевидно, порождается скалярным произведением формулой (2.8).

� В этом случае оценка � EMBED Equation.DSMT4  ��� означает, что равномерно по � EMBED Equation.DSMT4  ��� справедливо неравенство � EMBED Equation.DSMT4  ���, т.е. � EMBED Equation.DSMT4  ��� приближает � EMBED Equation.DSMT4  ��� с точностью � EMBED Equation.DSMT4  ��� в каждой точке � EMBED Equation.DSMT4  ��� 


� То есть функций вида � EMBED Equation.DSMT4  ���
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