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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìàòåðèàë î çàìå÷àòåëüíûõ

íåðàâåíñòâàõ ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäàíèé åäèíîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî ýêçàìåíà è çàäà÷ ïîâûøåííîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè.
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ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ρ(z, ∂Ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω ,

ρ(Ω) � ðàäèóñ ìàêñèìàëüíîãî âïèñàííîãî â îáëàñòü Ω êðóãà,

A(Ω) � ïëîùàäü îáëàñòè Ω . Ôèçè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

P(Ω) := 2

∫∫
Ω

u(z,Ω) dA (1)
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íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ êðó÷åíèÿ îáëàñòè Ω , ãäå u(z,Ω) � ðå-

øåíèå êðàåâîé çàäà÷è ∆u = −2 â Ω , u = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω .

Â 1951 ã. Ã.Ïîëèà è Ã.Ñåã¼ äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóê-

ëîé îáëàñòè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(Ω) > 1

2
A(Ω)ρ(Ω)2, (2)

ðàâåíñòâî â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà Ω � êðóã.

Â 1962 ã. Å.Ìàêàè áûëî ïîëó÷åíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, à

èìåííî, ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè

P(Ω) <
4

3
A(Ω)ρ(Ω)2, (3)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ 4/3 � íàèëó÷øàÿ èç âîçìîæíûõ.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

I2(Ω) := 2

∫∫
Ω

ρ(z, ∂Ω)2 dA, (4)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ìîìåíòîì èíåðöèè îáëàñòè Ω

îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

I2(Ω) >
1

6
A(Ω)ρ(Ω)2, (5)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ω � îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèê.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

I2(Ω) <
1

3
A(Ω)ρ(Ω)2, (6)

ïðè ýòîì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âûðîæäåííûõ îáëà-

ñòåé.
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Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî â òåîðåìå 2 äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå

äëÿ óçêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè a è b , ãäå b/a →
→ 0 . Íåðàâåíñòâî (5) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Ã.Ïîëèà

è Ã.Ñåã¼, à (6) � àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Å.Ìàêàè.
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