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Çàíÿòèå 58

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì èçó÷àòü ìåòîäû îòûñêàíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñ-
òðåìóìîâ (ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ) ó ôóíêöèè z = f(p) îò n ïåðåìåí-
íûõ: p = (x1, . . . , xn). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f( · ) çàäàíà íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå E ⊆ Rn, îïðåäåëÿÿ îòîáðàæåíèå E −→ R.

Äîãîâîðèìñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ.
Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(p) âî

âíóòðåííåé òî÷êå p0 ∈ E îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p, ïðèíàäëå-
æàùåé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(p0) òî÷êè p0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(p0) ≥ f(p) (äëÿ ìèíèìóìà, ñîîòâåòñòâåííî, f(p0) ≤ f(p)). Åñëè èìååò
ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî óïîòðåáëÿþò òåðìèí ñòðîãèé ýêñòðåìóì.

Òî÷êè p = (x1, . . . , xn) ∈ E, â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f

∂x1
= · · · = ∂f

∂xn
= 0

èëè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â ýòèõ òî÷êàõ íå ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè èëè êðèòè÷åñêèìè.

Êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñ-
òðåìóìà ãëàñèò: Åñëè â òî÷êå p0 èìååòñÿ ýêñòðåìóì, òî ýòî ñòàöèî-
íàðíàÿ òî÷êà.
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà è êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà
ñâÿçàíû ñ ìàòðèöåé âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f, òî÷íåå, ñ
ïîâåäåíèåì âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà f â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.
Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó A(p) = ‖ aij(p) ‖ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

aij(p) =
∂ 2f(p)

∂xi∂xj

è ñîñòàâëÿåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2f(p0) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(p0)d xi d xj,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè p = p0
(â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå).

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f(p0), êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ d x1, . . . , d xn,
1. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0, òî

p0 � òî÷êà ìèíèìóìà,

2. îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0, òî
p0 � òî÷êà ìàêñèìóìà,

3. çíàêîïåðåìåííà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0, òî
p0 � ñåäëîâàÿ òî÷êà,

4. ðàâíà íóëþ, òî, êàê ïðàâèëî,

p0 � òî÷êà íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà.

Òåðìèíû ¾ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà¿ â áîëüøåé ñòå-
ïåíè îòíîñÿòñÿ ê ìàòðèöå A(p0) âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷åì ê êâàäðàòè÷íîé
ôîðìå d2f(p0), è îçíà÷àþò ïðîñòî, ÷òî ýòà ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàò-
ðèöå A(p0), ïðèíèìàåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå èëè ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, áóäó÷è ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ d x1, . . . , d xn. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A (òî åñòü
çíàêà ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñ-
ëè âñå ãëàâíûå ìèíîðû A ïîëîæèòåëüíû, è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà,
åñëè a11 < 0, à çíà÷åíèÿ ïîñëåäóþùèõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ çíàêî÷åðåäóþòñÿ
(ãëàâíûé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëîæèòåëåí, òðåòüåãî � îòðèöàòå-
ëåí, è ò.ä.)

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïðèíèìà-
åò ñëåäóþùèé âèä. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: p = (x, y),

A(p) =
∂ 2f(p)

∂ x 2
, B(p) =

∂ 2f(p)

∂x∂y
, C(p) =

∂ 2f(p)

∂ y 2
, D(p) = AC −B2.
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Ðèñ. 1: Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Â òî÷êå p = p0 ôóíêöèÿ f(p) èìååò

ìèíèìóì, åñëè D(p0) > 0 è A(p0) > 0 (èëè C(p0) > 0);
ìàêñèìóì, åñëè D(p0) > 0 è A(p0) < 0 (èëè C(p0) < 0);
ýêñòðåìóì îòñóòñòâóåò, åñëè D(p0) < 0.

Åñëè D(p0) < 0, òî òî÷êà p0 ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñåäëîâîé, åñëè æå
D(p0) = 0, òî â òî÷êå p0, êàê ïðàâèëî, íåñòðîãèé ýêñòðåìóì (�êîðûòî�
èëè �òàç�). Áîëåå òî÷íûå çàêëþ÷åíèÿ î òèïå òî÷åê, â êîòîðûõ D(p0) < 0,
èëè D(p0) = 0, ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èññëåäóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó èëè õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êè.

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à ïî òåìå � Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ�
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ñêà-
æåì, äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y), (x, y) ∈ E. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå òî÷êè
ýêñòðåìóìà ýòîé ôóíêöèè, îïðåäåëèòü èõ òèï (ìàêñèìóì, ìèíèìóì, ñåäëî,
�êîðûòî�, �òàç�) è, ïî âîçìîæíîñòè, âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ
òî÷êàõ.

Ðåøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê: íàõîäÿòñÿ ïåð-
âûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f è ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x è y ñèñòåìà óðàâ-
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íåíèé
∂f(x, y)

∂x
= 0,

∂f(x, y)

∂y
= 0,

à òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè p = (x, y), ãäå ýòè ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâó-
þò. Äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì òî÷åê p1, . . . , pm âû÷èñëÿ-
þòñÿ A(pk), B(pk), C(pk), D(pk), k = 1, . . . ,m, è ïî çíàêó îïðåäåëèòåëÿ
D ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè â êàæäîé òî÷êè ýêñ-
òðåìóìà äëÿ ôóíêöèè f. Â ñëó÷àå, êîãäà D = 0 èëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q(pk) = a11(pk)dx
2 + 2a12(pk)dx dy + a22(pk)dy

2,

êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ d x è d y, ïðèíèìàåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè pk çíà-
÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ïðîâîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî îïðå-
äåëåíèþ òèïà äàííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

Èòàê, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

D > 0, A > 0 − ìèíèìóì;

D > 0, A < 0 − ìàêñèìóì;

D ≤ 0 − ýêñòðåìóìà íåò, íî ìîæåò áûòü ñåäëî;

D = 0 − êàê ïðàâèëî, íåñòðîãèé ýêñòðåìóì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà ðåøåíèå òàêîãî ðîäà çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = x3 + y3 − xy

è îïðåäåëèòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé ïëîñêîñòè R2. Âûïèñû-
âàåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

∂z

∂x
= 3x2 + y = 0 =

∂z

∂y
= 3y2 − x = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì y = 3x2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò y âî âòîðîå óðàâ-
íåíèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 27x4− x = 0, êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ x = 0 è
x = 1/3. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿ y = 0 è y = 1/3. Òàêèì îáðàçîì, èìååò äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:
p1 = (0, 0) è p2 = (1/3, 1/3).
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Íàõîäèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà:

A(p) =
∂ 2z

∂ x 2
= 6x, B(p) =

∂ 2z

∂x∂y
= − 1, C(p) =

∂ 2z

∂ y 2
= 6y,

D(p) = AC −B2 = 36xy − 1.

Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè â òî÷êå p1 = (0, 0).
Èìååì: A(p1) = 0, B(p1) = −1, C(p1) = 0, îòêóäà D(p1) = − 1 (< 0!).

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå p1 = (0, 0)ó ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà.
×òîáû âûÿñíèòü òèï ýòîé òî÷êè, èññëåäóåì çíàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

â îêðåñòíîñòè p1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q(p1) = A(p1)dx
2 + 2C(p1)dx dy +B(p1)dy

2 = − 2dx dy

çíàêîïåðåìåííà � îíà îòðèöàòåëüíà, êîãäà dx è dy èìåþò îäèíàêîâûå çíà-
êè, è ïîëîæèòåëüíà � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà p1 = (0, 0)
ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé, è â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òî÷êå p2 = (1/3, 1/3).
Çäåñü A(p1) = 2, B(p1) = −1, C(p1) = 2, îòêóäà D(p1) = 3 (> 0).

Òàê êàê A(p1) = 2 > 0, òî p2 = (1/3, 1/3) � òî÷êà ìèíèìóìà, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ ðàâíà 1/9.

Îòâåò: òî÷êà p1 = (0, 0) ñåäëîâàÿ; â òî÷êå p2 = (1/3, 1/3) ôóíêöèÿ
èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Ðàññìîòðèì åùå äâà òðèâèàëüíûõ ïðèìåðà, ãäå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ èç åå âèäà, è ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò ïðåäñòàâëåííàÿ
âûøå ìåòîäèêà ïî âûÿâëåíèþ ýòèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = 1−
√
x2 + y2 (1)

è îïðåäåëèòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r =
√
x2 + y2

ëþáîé òî÷êè (x, y) íà ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0), òàê ÷òî óðàâ-
íåíèå (1) â ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè èìååò âèä z = 1 − r, r ≥ 0. Ôóíêöèÿ
ìîíîòîííî è íåîãðàíè÷åííî óáûâàåò ñ ðîñòîì r, èìåÿ ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ïðè r = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà p0 = (0, 0) åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè (1) è â ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
z(p0) = 1.
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Ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò ìåòîä îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ:

∂z

∂x
= − x√

x2 + y2
∂z

∂y
= − y√

x2 + y2
.

Â ëþáîé òî÷êå (x, y) ∈ R2, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò (x, y) = (0, 0), ýòè
ïðîèçâîäíûå îòëè÷íû îò íóëÿ, à â íà÷àëå êîîðäèíàò íå ñóùåñòâóþò, èáî
ó íèõ íå ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë ïðè (x, y) → (0, 0). Äåéñòâèòåëüíî,
ïîâòîðíûå ïðåäåëû

lim
x→0

lim
y→0

x√
x2 + y2

= 1, lim
y→0

lim
x→0

x√
x2 + y2

= 0

íå ñîâïàäàþò, òàê ÷òî ôóíêöèÿ (1) â òî÷êå p0 = (0, 0) íå äèôôåðåíöè-
ðóåìà è ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Åñòåñòâåííî, ïðîâåðèòü, ÷òî
p0 = (0, 0) åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, èáî äàæå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàì
íå ñóùåñòâóåò. Ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè (1) â îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè, ÷òî ìû, ñîáñòâåííî, è äåëàëè â ïåðâîì àáçàöå ïðè ðåøå-
íèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ýòî òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, è ïîýòîìó äëÿ òàêîãî ðîäà òî÷êàõ ìîæíî ãîâîðèòü
òîëüêî î, òàê íàçûâàåìûõ, îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = (x− y + 1)2 (2)

è îïðåäåëèòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Ýòî ôóíêöèÿ, ïî ñóùåñòâó, îäíîé ïåðåìåííîé u = x− y + 1.
Ìèíèìóì ôóíêöèè z = u2 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå u = 0, è ýòî åäèíñòâåííûé
ýêñòðåìóì ôóíêöèè (2). Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè (x, y) óðàâíåíèÿ x−y+
1 = 0 ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè,� íàëèöî ñëó÷àé íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà
(ìèíèìóìà) òèïà �êîðûòà�.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìåòîäó îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ àíàëèçà
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè (1).

Ýòî âñþäó äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ; óðàâíåíèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷åê èìåþò âèä

∂z

∂x
= 2(x− y + 1) = 0,

∂z

∂y
= − , 2(x− y + 1) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè p = (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ x− y +
1 = 0 ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

Òèï ýòèx òî÷åê îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîä-
íûõ:

A(p) =
∂ 2z(p)

∂ x 2
= 2, B(p) =

∂ 2z(p)

∂x∂y
= − 2, C(p) =

∂ 2z(p)

∂ y 2
= 2,

îòêóäà D(p) = 0, òàê ÷òî äëÿ âûÿñíåíèÿ òèïà òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé
x− y + 1 = 0, ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê çíàêó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q(p) = A(p)dx2 + 2C(p)dx dy +B(p)dy2 = 2(dx+ dy)2 > 0.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó âñå òî÷êè p ÿâëÿþòñÿ òî÷-
êàìè ìèíèìóìà, íî íå ñòðîãîãî.

Èòàê, ôóíêöèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ �êîðûòîì� ñ äíîì íà ïðÿìîé x− y+1 = 0.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå îáðàòèòå îñîáîå âíèìàíèå íà ìåòîäè÷åñêèå óêà-
çàíèÿ, ïîçâîëÿþùåå èçáåãàòü èçëèøíåé �ðàáîòû ðóêàìè�.

Ïðèìåð 4. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = xy
√

1− x2 − y2 (3)

è îïðåäåëèòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà äâå îñî-
áåííîñòè ôóíêöèè (3): îíà îïðåäåëåíà òîëüêî âíóòðè êîëüöà x2 + y2 = 1
è èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ x è y. Ïîñëåäíåå
îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî x, èáî ïðîèç-
âîäíûå ïî ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé y âìåñòî x. Ñëåäóåò òàêæå
ââåñòè îáîçíà÷åíèå äëÿ êîðíÿ

√
1− x2 − y2, ïîñêîëüêó îí âõîäèò â âè-

äå îòäåëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ â ôóíêöèè (3), è ïîýòîìó áóäåò ìíîãîêðàòíî
ïîâòîðÿòñÿ â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëîæèì

V =
√

1− x2 − y2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê âû÷èñëèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè (3):

∂z

∂x
= yV +

x2y

V
=
yV 2 − x2y

V
=

y

V
(1− 2x2 − y2), ∂z

∂y
=

x

V
(1− 2y2 − x2).
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Ïðèðàâíèâàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå íóëþ, íàõîäèì ïåðâóþ ñòàöèîíàðíóþ
òî÷êó p0 = (0, 0). Çàìå÷àåì,÷òî ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò (îáðàùàþòñÿ
â áåñêîíå÷íîñòü) íà òî÷êàõ îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, íî ýòî ãðàíè÷íûå
òî÷êè ôóíêöèè, â êîòîðûõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Îñòàëüíûå ñòàöèî-
íàðíûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ èõ ñèñòåìû óðàâíåíèé

2x2 + y2 = 1, 2y2 + x2 = 1.

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèÿì x2 = 1/3, y2 = 1/3, êîòîðûå äî-
ñòàâëÿþò åùå 4 ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè.

Èòàê, èìååò 5 ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

p0 = (0, 0),

p1 = (1/3, 1/3), p2 = (−1/3,−1/3), p3 = (1/3,−1/3), p4 = (−1/3, 1/3).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ïîëó÷åííûõ òî÷åê âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ â ýòèõ òî÷êàõ; íà÷íåì ñ òî÷êè p0 = (0, 0).
Àíàëèçèðóÿ âèä ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ

∂z

∂x
= yV +

x2y

V
,

∂z

∂y
= xV +

y2x

V
,

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A(p0) = z′′xx(0, 0) = 0, ïîñêîëüêó ó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
yV ïðîèçâîäíàÿ ïî x îò êîðíÿ V, ðàâíàÿ x/V, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = 0.
Âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò âèä äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ñîäåðæèò ìíîæè-
òåëü x2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ïî x îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî áóäåò
ñîäåðæàòü x êàê îáùèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé �îáíóëèò� ýòî ñëàãàåìîå.

Àíàëîãè÷íî, ïî ïðèíöèïó ñèììåòðè÷íîé çàïèñè ôóíêöèè è åå ïðîèç-
âîäíûõ, ïîëó÷àåì, ÷òî C(p0) = z′′yy(0, 0) = 0.

Äàëåå, ïðè âû÷èñëåíèè B(p0) = z′′xy(0, 0) çàìå÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî
y îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó: (yV )′ = V + yV ′. Âòîðîå
ñëàãàåìîå èìååò îáùèé ìíîæèòåëü x2, îò êîòîðîãî ïðîèçâîäíàÿ íå áåðåòñÿ,
òàê ÷òî ó ýòîãî ñëàãàåìîãî çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (0, 0) ðàâíà íóëþ.

Èòàê, A = C = 0, B = 1; D = −1. Ïîñêîëüêó A = 0, òî ýêñòðåìóìà íåò,
è âèä çíàêîïåðåìåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2z(p0) = 2dxdy ãîâîðèò, ÷òî
ýòî ñåäëîâàÿ òî÷êà.

×òîáû îïðåäåëèòü òèï îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ òî÷åê p1, . . . , p4 (âû÷èñëèòü
âòîðûå ïðîèçâîäíûå), îáðàòèì âíèìàíèå íà çàïèñü ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
â òîé ôîðìå, êîòîðàÿ îïðåäåëèëà óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ òî÷åê:

∂z

∂x
=

y

V
(1− 2x2 − y2), ∂z

∂y
=

x

V
(1− 2y2 − x2).
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèè 1− 2x2 − y2 è 1− 2y2 − x2 â ýòèõ òî÷êàõ îáðàùàþòñÿ
â íîëü, òî íå ñòîèò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå îò îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé
y/V è x/V, è ïîýòîìó

A(pi) = z′′xx(pi) = −
4xy

V

∣∣∣∣
(x,y)=pi

, C(pi) = z′′yy(pi) = −
4xy

V

∣∣∣∣
(x,y)=pi

,

B(pi) = z′′xy(pi) = −
2y2

V

∣∣∣∣
(x,y)=pi

, i = 1, 2, 3, 4,

îòêóäà

D(pi) =
16x2y2 − 4y2

1− x2 − y2

∣∣∣∣
(x,y)=pi

= 5 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âî âñåõ òî÷êàõ pi, i = 1, 2, 3, 4, èìååòñÿ ýêñòðåìóì.
Èññëåäóåì A, çíàê êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðîèçâåäåíèÿ xy.

Ñëåäîâàòåëüíî, A > 0 â òî÷êàõ p1 = (1/3, 1/3), p2 = (−1/3,−1/3) (ìèíè-
ìóì), è A < 0 â òî÷êàõ p3 = (1/3,−1/3), p4 = (−1/3, 1/3) (ìàêñèìóì).

Îòâåò:

òî÷êà p0 = (0, 0) ñåäëîâàÿ;
â òî÷êàõ p1 = (1/3, 1/3), p2 = (−1/3,−1/3) ëîêàëüíûé ìèíèìóì,
â òî÷êàõ p3 = (1/3,−1/3), p4 = (−1/3, 1/3) ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Çàäàíèå 58

Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà è îïðåäåëèòü èõ òèï

ó ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

3627. z = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

3628. z = xy + 50
x + 20

y , (x > 0, y > 0).
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3635. z = x2+xy+y2−4 lnx−10 ln y, (x > 0, y > 0).

3637. z = sinx sin y sin(x + y),

0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π.

3638. z = x− 2y + ln
√
x2 + y2 + 3 arctg x

y

3641. z = (x2 + y2) e−(x
2+y2).

3651∗. x2 + y2 + z2 − 2x + 2y − 4z − 10 = 0,

z = z(x, y) çàäàíà íåÿâíî.
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