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Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè â çàäàííîé îáëàñòè

Ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ (ìàêñèìó-
ìîâ è ìèíèìóìîâ), à òàêæå supremum è in�mum ó ôóíêöèè z = f(p) îò
n ïåðåìåííûõ: p = (x1, . . . , xn). Áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ
íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ýêñòðå-
ìóìû ìîãóò íàõîäèòñÿ êàê âíóòðè îáëàñòè Ω, òàê è íà åå ãðàíèöå. Òàêèì
îáðàçîì, íàì ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû âûÿâëåíèÿ êàê óñëîâíûõ,
òàê è áåçóñëîâíûõ ýêñòðåìóìîâ, à òàêæå âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â
¾óãëîâûõ¿ òî÷êàõ ãðàíèöû Ω, åñëè ýòà îáëàñòü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ãëàäêîé
çàìêíóòîé ïðÿìîé.

Â îáùåì, íè÷åãî íîâîãî çäåñü íåò, è ëó÷øå îáðàòèòüñÿ ê ÷àñòíûì ïðè-
ìåðàì äëÿ ðàçúÿñíåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ îïðåäå-
ëåíèÿ íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè â çàìêíóòîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 1. Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = x2 + y2 − xy

â îáëàñòè

|x|+ |y| ≤ 1.
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Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íà÷èíàåì ñ îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñ-
òðåìóìîâ ôóíêöèè z = x2 +y2−xy, ïîñëå ÷åãî îòáèðàåì òîëüêî òå ýêñòðå-
ìàëüíûå òî÷êè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |x|+ |y| ≤ 1, òî åñòü
ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Ω = {(x, y) : |x|+ |y| ≤ 1}.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

z′x = 2x− y = 0, z′y = 2y − x = 0.

Åäèíñòâåííûì ðåøåíèå ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
p0 = (0, 0), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Ω.

×òîáû îïðåäåëèòü òèï ýòîé òî÷êè, âû÷èñëÿåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

z′′xx = 2, z′′yy = 2, z′′xy = −1.

Èìååì: A = C = 2, B = −1, D = AC−B2 = 3. Ïîñêîëüêó D > 0 è A > 0,
òî p0 = (0, 0) � òî÷êà ìèíèìóìà, â êîòîðîé z = 0.

Ýòî àáñîëþòíûé (ãëîáàëüíûé) ìèíèìóìó ôóíêöèè íà âñåé ïëîñêî-
ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà Ω ìîæåò íàõîäèòñÿ
òîëüêî íà ÷åòûðåõ ïðÿìûõ±x+±y = 1 èëè â ÷åòûðåõ óãëàõ (1, 0), (0, 1), (−1, 0)
è (0,−1).

Ïîèñê ýêñòðåìóìà íà ïðÿìûõ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ìåòîäîâ
¾óñëîâíîãî ýêñòðåìóì.¿ Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî-
äîì èñêëþ÷åíèÿ:

x+y = 1, y = 1−x; z = x2 + (1−x)2−x(1−x) = 3x2−3x+ 1, z′ = 6x−3,

x− y = 1, y = x− 1; z = x2 + (x− 1)2− x(x− 1) = x2− x+ 1, z′ = 2x− 1,

−x+ y = 1, y = 1 +x; z = x2 + (1 +x)2−x(1 +x) = x2 +x+ 1, z′ = 2x+ 1,

−x−y = 1, y = −1−x; z = x2+(1+x)2+x(1+x) = 3x2+3x+1, z′ = 6x+3

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå íóëþ è ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ýêñòðåìóìà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ:

x+ y = 1 : z′ = 6x− 3 = 0 =⇒ p =

(
1

2
,

1

2

)
,

x− y = 1 : z′ = 2x− 1 = 0 =⇒ p =

(
1

2
, −1

2

)
,

−x+ y = 1 : z′ = 2x+ 1 = 0 =⇒ p =

(
−1

2
,

1

2

)
,
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−x− y = 1 : z′ = 6x+ 3 = 0 =⇒ p =

(
−1

2
, −1

2

)
.

Äëÿ âñåõ ïðÿìûõ z′′(p) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, òàê ÷òî ýòî òî÷êè ìèíèìó-
ìà, ðàñïîëîæåííûå â ñåðåäèíå îòðåçêîâ. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ
ðàâíû 1/4 â ïåðâîé è òðåòüåé ÷åòâåðòè è 3/4 � âî âòîðîé è ÷åòâåðòîé.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óãëîâûõ òî÷êàõ:

z(1, 0) = z(0, 1) = z(−1, 0) = z(0,−1) = 1.

Ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Îòâåò: íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ðàâíîå 0, äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
p0 = (0, 0), íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðåì óãëîâûì
òî÷êàì Ω.

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

u = x+ y + z

â îáëàñòè

x2 + y2 ≤ z ≤ 1.

Ðåøåíèå Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ó ôóíêöèè u = x+ y + z
ìîãóò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ z ≤
1}, èáî u ýòî ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ íå îáëàäàåò ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè.
Îáëàñòü Ω îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè: Ω1 = {(x, y) : z = x2+y2, z ≤
1} � óñå÷åííûé íà âûñîòå z = 1 ïàðàáîëîèä è Ω2 = {(x, y) : z = 1, x2 +
y2 ≤ 1} � ÷àñòü ïëîñêîñòè z = 1, âûðåçàííîé öèëèíäðîì x2 + y2 = 1.
Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u áóäåì èñêàòü âûÿâëÿÿ åå
ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè íà êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ïî îòäåëüíîñòè.

Ω1 : Íàõîäèì òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u = x + y + z ïðè óñëîâèè,
÷òî z = x2 + y2, ïðè÷åì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî òî÷êè ñ z ≤ 1.
Ñîñòàâëÿåì ôóêöèþ Ëàãðàíæà

L = x+ y + z + λ(x2 + y2 − z),

âû÷èñëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíèâàåì èõ íóëþ, ÷òîáû óñòàíî-
âèòü ¾ïðîèçâîëüíûå¿ (çàâèñÿùèå îò λ) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

L′
x = 1 + 2λx = 0, L′

y = 1 + 2λy = 0, L′
z = 1− λ = 0.
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Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ äîñòàâëÿþò ñðàçó èñêîìûå ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè, èáî òðåòüå óðàâíåíèå äàåò λ = 1, à ïåðâîå è âòîðîå äàþò x = y =
−1/2. Ðàñïîëàãàÿ óñëîâèåì ñâÿçè z = x2 + y2, íàõîäèì z = 1/2.

Èòàê, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà äëÿ îáëàñòè Ω1 åñòü

p1 =

(
−1

2
, −1

2
,

1

2

)
.

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà òî÷êà ýêñòðåìàëüíîé è, êîëü ýòî
òàê, âû÷èñëèòü çíà÷åíèå u(p1).

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

L′′
xx = 2λ = 2, L′′

yy = 2λ = 2, L′′
zz = 0, L′′

xy = L′′
xz = L′′

yz = 0.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2L = 2(dx2 + dy2) âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó,
áåç ó÷åòà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà îò óñëîâèÿ, äåëàåì âûâîä, ÷òî â òî÷êå
p1 ìèíèìóì. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

u

(
−1

2
, −1

2
,

1

2

)
= −1

2
.

Ω2 : Óðàâíåíèå ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè z = 1, x2+y2 = 1. Òàê êàê z = 1,
òî èùåì ýêcòðåìóìû ôóíêöèè u = x+ y + 1 îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L = x+ y + λ(x2 + y2), åå ïðîèçâîäíûå

L′
x = 1 + 2λx, L′

y = 1 + 2λy.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå íóëþ, íàõîäèì ïðîèçâîëüíûå ñòàöèîíàð-
íûå òî÷êè

x = y = − 1

2λ
. (1)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå x2 + y2 = 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ λ :
2 = 4λ2, êîðíè êîòîðîãî λ = ±1/

√
2. Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ ýòè λ â (1),

óñòàíàâëèâàåì äâå èñêîìûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè x = y =
∓1/
√

2.
Îïðåäåëèì òèï ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

L′′
xx = L′′

yy = 2λ = ±
√

2, L′′
xy = 0.

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì òî÷êàì. èìåþò âèä

d2L = ±
√

2(dx2 + dy2),
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è èõ çíàê íå òðåáóåò êîððåêòèðîâêè ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà îò óñëî-
âèÿ.

Èòàê, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè äëÿ Ω2 ñóòü

p2 =

(
1

2
,

1

2
, 1

)
− ìàêñèìóì, p3 =

(
−1

2
, −1

2
, 1

)
− ìèíèìóì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â ýòèõ òî÷êàõ:

u(p2) = 1 +
√

2, u(p3) = 1−
√

2.

Òàê êàê u(p1) = −1/2 < 1 −
√

2, òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå p1.

Îòâåò: íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ðàâíîå -1/2, äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
êå

p1 =

(
−1

2
, −1

2
,

1

2

)
,

à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1 +
√

2, � â òî÷êå

p2 =

(
1

2
,

1

2
, 1

)
.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêîâ Âèíîãðàäîâà è Äå-
ìèäîâè÷à, âûñûëàþòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â
âèäå ôîòîãðàôèé ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ
çàäà÷ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà
çâåçäî÷êîé, íî, çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

395(Â). Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè

f = xy − x2y − xy2

2
â îáëàñòè

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2.
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299(Â). Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè

f = x6 + y6 − 3x2 + 6xy − 3y2

â îáëàñòè

0 ≤ y ≤ x ≤ 2.

300(Â). Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè

f = cosx cos y cos(x+ y)

â îáëàñòè

0 ≤ x, y ≤ π.

3678∗(). Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè

u = x2 + 2y2 + 3z2

â îáëàñòè

x2 + y2 + z2 ≤ 100.

3676(Ä). Íàéòè íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè

z = x2 + y2 − 12x+ 16y

â îáëàñòè

x2 + y2 ≤ 25.
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