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Ââåäåíèå â òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ. Äîëãîâ Ä.À., ÊÑÀÈÒ, ÈÂÌèÈÒ ÊÔÓ

1. Ââåäåíèå

Êîäû ïîÿâèëèñü â ãëóáîêîé äðåâíîñòè ôàêòè÷åñêè ñ ïîÿâëåíèåì ñè-
ñòåìû çíàêîâ äëÿ çàïèñè ñëîâ, çâóêîâ, èíôîðìàöèè, êîòîðûå ïîçäíåå
ðàçâèëèñü â ðàçëè÷íûå ÿçûêè. Êàæäûé ÿçûê ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ ñè-
ñòåìó êîäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñâîþ êîíñòðóêöèþ àëôàâèò, ñëî-
âà, è, êîíå÷íî, ãðàììàòèêó. ßçûê ïîçâîëÿåò â îêðóæàþùåì øóìå ïåðå-
äàâàòü èíôîðìàöèþ ïî âîçìîæíîñòè áûñòðî, íàäåæíî, ñ áîëüøîé äîëåé
èçáûòî÷íîñòè.

Ïîÿâëåíèå â 1948 è 1949 ãã. êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Øåííîíà âûçâàëî
áîëüøîé ïîòîê èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíûõ
ñõåì êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè äëÿ ïåðåäà÷è ïî ðåàëüíûì êàíàëàì ñ øó-
ìàìè. Îñíîâíûå óñèëèÿ íàïðàâëÿëèñü íà ïîñòðîåíèå ëåãêî ðåàëèçóåìûõ
ñõåì êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ. Íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðî-
áëåìû áûë íàéäåí â âàæíûõ ðàáîòàõ Õîêâèíãåìà [1959], Áîóçà è ×îóä-
õóðè [1960], Ðèäà è Ñîëîìîíà [1960] è äðóãèõ àâòîðîâ. Îíè âûáðàëè â
êà÷åñòâå àëôàâèòà êîäà ïîëå Ãàëóà. Ýòè ðàáîòû ïîñëóæèëè îñíîâîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå äàåò îñíîâû àëãåáðû, íåîáõîäèìîé äëÿ
ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, èõ ñâîéñòâà è èñïîëüçóåìûå îïåðàöèè, â ÷àñò-
íîñòè äàåòñÿ ââåäåíèå â ïîëÿ Ãàëóà. Ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîäåðæèò
áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêîå ìàòåðèàëà, ïðèìåðîâ è çàäà÷ äëÿ ñà-
ìîïðîâåðêè.
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2. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè â [6, 7].
Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ èçó÷àåò ìîäåëè õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è ¾äèñêðåò-

íîé¿ èíôîðìàöèè è ïðåäëàãàåò ñïîñîáû îïòèìàëüíîãî å¼ êîäèðîâàíèÿ.
Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåäúÿâëÿþòñÿ ê ñïîñîáàì êîäèðîâàíèÿ:

• Îäíîçíà÷íîñòü. Ïî çàêîäèðîâàííîìó ñîîáùåíèþ íóæíî óìåòü îä-
íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàòü èñõîäíîå. Ýòî òðåáîâàíèå îáÿçàòåëüíî.

• Ìèíèìàëüíàÿ èçáûòî÷íîñòü. Çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå äîëæíî
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èìåòü êàê ìîæíî ìåíüøèé îáú¼ì äëÿ
ñêîðåéøåé ïåðåäà÷è ïî êàíàëàì ñâÿçè.

• Óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì. Âîçìîæíîñòü ðàñøèôðîâàòü çàêîäèðî-
âàííîå ñîîáùåíèå äàæå ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáîê ïðè åãî ïåðåäà-
÷å.

Â êóðñå ¾Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè¿ óïîð äåëàåòñÿ íà êîäû,
èñïðàâëÿþùèå îøèáêè. Ââåäåì ìîäåëü êàíàëà ñ îøèáêàìè:

Ïóñòü íà âõîä êîäåðó ïðèõîäèò ñîîáùåíèå m = (m0,m1, · · · ,mk). Ðà-
äè íàäåæíîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, âìåñòî k ñèìâîëîâ èñõîäíîãî ñîîá-
ùåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïåðåäàâàòü n > k ñèìâîëîâ, ò.å ââîäèòñÿ èçáûòî÷-
íîñòü. Ñîïîñòàâëåíèå íåêîòîðûì ñïîñîáîì n ñèìâîëîâ çàäàííûì k ñèì-
âîëàì âåêòîðà íàçûâàþò êîäèðîâàíèåì. Îòíîøåíèå k/n íàçûâàåòñÿ ñêî-
ðîñòüþ ïåðåäà÷è. Âîññòàíîâëåíèå çàêîäèðîâàííûõ k ñèìâîëîâ ïî n ïå-
ðåäàííûì ñèìâîëàì, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîã ïîäâåðãíóòüñÿ èñêàæåíèþ
ñ âåðîÿòíîñòüþ, íàçûâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèåì. Ïðè ýòîì äåêîäèðîâàíèå
ìîæåò áûòü îøèáî÷íûì.

Òåîðåìà 1 (Øåííîí). Ñóùåñòâóåò êîäèðîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå äîáèòü-
ñÿ ñêîëü óãîäíî äîñòîâåðíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ, ëèøü áû ñêîðîñòü ïå-
ðåäà÷è íå ïðåâîñõîäèëà íåêîòîðîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà.
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×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùèå òèïû îøèáîê:

1) Îøèáêè çàìåùåíèÿ: òîðò → ïîðò

• Ñèììåòðè÷íûå (åñëè ñèìâîë x ìîæåò çàìåíèòüñÿ íà y, è îá-
ðàòíî)

• Íåñèììåòðè÷íûå

2) Îøèáêè ñòèðàíèÿ: òîðò → òî?ò

3) Îøèáêè âûïàäåíèÿ: òîðò → òîð

4) Îøèáêè âñòàâêè: òîðò → òîðòû

5) Êîìáèíàöèè ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ

Ïóñòü Aq � êîäîâûé àëôàâèò, àëôàâèò êàíàëà, è ïóñòü |Aq| = q.
Áóäåì íàçûâàòü q-è÷íûì êîäîì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Aq

n, ãäå n �
äëèíà êîäà (äëèíà êîäîâûõ ñëîâ), |C| � ìîùíîñòü êîäà (÷èñëî êîäîâûõ
ñëîâ). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâîè÷íûå êîäû, ò.å. êîãäà q = 2 è Aq =
{0, 1}. Òîãäà, ëþáîé êîä C ∈ A2

n. Òàêèì æå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà Aq ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà a
áóäåì ÷åðåç ||a|| îáîçíà÷àòü âåñ ýòîãî ñëîâà, òî åñòü âåëè÷èíó #{i : ai 6=
0}.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áëîêîâûé êîä- êîä, â êîòîðîì âñå ñëîâà èìåþò îäè-
íàêîâóþ äëèíó.

Ïóñòü a è b � ñëîâà â àëôàâèòå êàíàëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d̃(a, b) ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîê, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ a ìîæåò ïåðåéòè â b.
Ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü k îøèáîê, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ñîîáùåíèé a′ è a′′ ïðè ïåðåäà÷å â êàíàë a′ íà
âûõîäå èç êàíàëà íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ a′′ (åñëè â êàíàëå ïðîèçîøëî íå

áîëåå k îøèáîê). Èíà÷å ãîâîðÿ, d̃(a′, a′′) > k.
Ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü k îøèáîê, åñëè ïðè ïåðå-

äà÷å â êàíàë ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ñîîáùåíèé a′ è a′′ íà âûõîäå èç êàíàëà
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå ñîîáùåíèÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñ êàæäûì îò-
äåëüíûì ñîîáùåíèåì â êàíàëå ïðîèñõîäèò íå áîëåå k îøèáîê).

Îïðåäåëåíèå 2.2. d̃ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè:

• ∀a, b d̃(a, b) = d̃(b, a) (ñèììåòðè÷íîñòü)

• ∀a 6= b d̃(a, b) > 0
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• ∀a d̃(a, a) = 0

• ∀a, b, c d̃(a, b) 6 d̃(a, c) + d̃(c, b) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

Òàê áûâàåò íå âñåãäà. Íàïðèìåð, åñëè â êàíàëå ìîãóò ïðîèñõîäèòü
ëèøü îøèáêè âñòàâêè, òî ïðè a 6= b d̃(a, b), d̃(b, a) âîâñå íå îïðåäåëåíà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü d̃(· · · , · · · ) � ìåòðèêà è C � êîä. Âåëè÷èíà

d̃(C) íàçûâàåòñÿ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì êîäà C, åñëè

d̃(C) = min
a6=b

a,b∈C

d̃(a, b)

Õåììèíãîâî ðàññòîÿíèå d(a, b) îïðåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî êîîðäèíàò, â êî-
òîðûõ îòëè÷àþòñÿ n-ìåðíûå âåêòîðà, ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Çäåñü è äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòðèêó Õåììèíãà. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ìè-
íèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ Õåììèíãà ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè ñëîâà-
ìè. Î ñâÿçè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ñ óñòîé÷èâîñòüþ ê îøèáêàì ðàññêàæåò
ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Êîä C

1) èñïðàâëÿåò âñå íåçàâèñèìûå îøèáêè êðàòíîñòè t è ìåíåå, èëè îá-
íàðóæèâàåò âñå íåçàâèñèìûå îøèáêè êðàòíîñòè 2t è ìåíåå ïðè
d > 2t+ 1;

2) èñïðàâëÿåò âñå íåçàâèñèìûå îøèáêè êðàòíîñòè t è ìåíåå, è îäíî-
âðåìåííî îáíàðóæèâàåò âñå íåçàâèñèìûå îøèáêè êðàòíîñòè t +
1 ïðè d > 2t+ 2.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè: ñòðîèòü êîäû,
äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ êàê ìîæíî áîëüøå, êîäîâîå ðàññòîÿíèå
êàê ìîæíî áîëüøå, à äëèíà êîäîâûõ ñëîâ êàê ìîæíî ìåíüøå.

Åñëè C � q-è÷íûé êîä ñ äëèíîé ñëîâ n, ÷èñëîì ñëîâ M è êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d, òî ïèøóò: ¾C ÿâëÿåòñÿ (n,M, d) q-êîäîì¿. Åñëè êîä äâî-
è÷íûé, òî ñèìâîë q íå óêàçûâàþò.
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè êîäèðîâà-

íèÿ

3.1. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè â [1, 2, 3, 4].

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîé (àë-
ãåáðàè÷åñêîé) îïåðàöèåé íà S íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå (íî ôèêñèðîâàí-
íîå) îòîáðàæåíèå τ : S × S → S äåêàðòîâà êâàäðàòà S2 = S × S â
S.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (a, b) ýëåìåíòîâ a, b ∈ S
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûé ýëåìåíò τ(a, b) òîãî æå
ìíîæåñòâà S. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ n-àðíûå îïåðàöèè. Èíîãäà âìå-
ñòî τ(a, b) ïèøóò aτb, a åù¼ ÷àùå áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà S îáîçíà÷àþò
êàêèì-íèáóäü ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì: ∗,×, ◦, • èëè +. Áóäåì îáîçíà÷àòü
ab ïðîèçâåäåíèåì, à a+ b � ñóììîé ýëåìåíòîâ a, b ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëü-
íî áèíàðíîé îïåðàöèè ◦, åñëè a ◦ b ∈ S ∀a, b ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì R íà ìíîæåñòâå S íàçû-
âàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ò.å R ⊂ S × S.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìîé) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà AS = (S,Ω,Ω0). ãäå S � íåïó-
ñòîå ìíîæåñòâî, Ω � ìíîæåñòâî îïåðàöèé íà S è Ω0 � ìíîæåñòâî
îòíîøåíèé íà S.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà A = (S,Ω),
ãäå S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Ω � ìíîæåñòâî îïåðàöèé íà S.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî àëãåáðà � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ Ω0 = ∅.
Çäåñü è äàëåå ïðè îáîçíà÷åíèè àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ñëó÷àå Ω0 =
∅ áóäåì óêàçûâàòü òîëüêî ìíîæåñòâî S è çàäàííûå îïåðàöèè Ω.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ãðóïïîé (G, ◦) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îïåðà-
öèåé ◦, îáëàäàþùåé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c ∀a, b, c ∈ G (àññîöèàòèâíîñòü);

2) ∃e ∈ G (åäèíèöà), ÷òî a ◦ e = e ◦ a = a ∀a ∈ G.
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3) ∀a ∈ G ∃a−1 ∈ G (îáðàòíûé ýëåìåíò), ÷òî a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e.

Äëÿ êðàòêîñòè ãðóïïó áóäåì îáîçíà÷àòü G. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáå-
ëåâîé èëè êîììóòàòèâíîé, åñëè a ◦ b = b ◦ a ∀a, b ∈ G. Åñëè çàäàíà
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ·, òî ãðóïïó íàçûâàþò ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ èëè
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé, ïèøóò a · b èëè ab. Åñëè çàäàíà îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ +, òî ãðóïïó íàçûâàþò ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ èëè àääèòèâíîé
ãðóïïîé. Ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íîé, è áåñêîíå÷íîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîðÿäêîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ
÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïû åå ïîðÿäîê òàêæå ñ÷èòàþò
áåñêîíå÷íûì. Ïðèìåð àëãåáðû � ãðóïïà.

Ïðèìåðû.

1) ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Z, Q, R îáðàçóþò àáåëåâû ãðóïïû ïî ñëîæå-
íèþ.

2) ({0},+) � îäíîýëåìåíòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

3) (N,+) íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òàê êàê â íåì íåò íåéòðàëüíîãî ýëå-
ìåíòà: 6 ∃e: a+ e = a ∀a ∈ N.

4) Q\{0}, R\{0}, C\{0} îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå ãðóïïû ïî óìíîæå-
íèþ. ÌíîæåñòâàQ>0 è R>0 òàêæå îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå ãðóïïû
ïî óìíîæåíèþ.

5) ({1}, ·), ({1,−1}, ·) îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå ãðóïïû ïî óìíîæåíèþ
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî.

6) Ìíîæåñòâî Z ïî óìíîæåíèþ íå ãðóïïà, òàê êàê õîòÿ îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà è èìååòñÿ íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ
ýëåìåíò 1, íî îáðàòèìû ëèøü 1 è -1.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G = (G, ◦) èìååì:

1) Â G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ åäèíèöà.

2) ∀a ∈ G ∃a−1 ∈ G.

3) Â G îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû óðàâíåíèÿ ax = b, xa = b ∀a, b ∈ G, à
èìåííî x = a−1b, x = ba−1.

4) (a−1)−1 = a ∀a ∈ G.
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Êàê ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (G, ◦) ãðóï-
ïîé? Íóæíî ïðîâåðèòü íàëè÷èå áèíàðíîé îïåðàöèè, äåéñòâóþùåé äëÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G, ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü G, à òàêæå ïðîâå-
ðèòü âûïîëíèìîñòü òðåõ îñíîâíûõ îïåðàöèé è ïðè íåîáõîìîñòè óñëîâèå
êîììóòàòèâíîñòè. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü è ê äðóãèì
àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì ñ ó÷åòîì óñëîâèé è ââåäåííûõ áèíàðíûõ
îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Êîëüöîì 〈R,+, ·〉 íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî
R ñ çàäàííûìè íà íåì äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, íàçûâàåìûìè ñëî-
æåíèåì + è óìíîæåíèåì · è óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà;
á) a(bc) = (ab)c ∀a, b, c ∈ R (àññîöèàòèâíîñòü ïî óìíîæåíèþ).
â) a(b+ c) = ab+ ac ∀a, b, c ∈ R (ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü).
ã) (a+ b)c = ac+ bc ∀a, b, c ∈ R (ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü).

Äëÿ êðàòêîñòè êîëüöî áóäåì îáîçíà÷àòü R. (R,+) íàçûâàåòñÿ àääè-
òèâíîé ãðóïïîé êîëüöà. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè êîëåö ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ. Ïðè
ýòîì â ñèòóàöèè, êîãäà îíà îòñóòñòâóåò, òàêèå ñòðóêòóðû íàçûâàþò íåàñ-
ñîöèàòèâíûìè êîëüöàìè, à ïðè åå íàëè÷èè � àññîöèàòèâíûìè. Ó íàñ ïî
óìîë÷àíèþ áóäóò òîëüêî àññîöèàòèâíûå êîëüöà. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíûì, åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, ò. å. ab = ba ∀a, b ∈ R. Â
îòëè÷èå îò ãðóïï, êîììóòàòèâíîå êîëüöî íå ïðèíÿòî íàçûâàòü àáåëåâûì.
Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé, åñëè ∃e ∈ R ∀a ∈ R ae = ea = a.
Åäèíè÷íûé ýëåìåíò êîëüöà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü îáû÷íîé åäèíèöåé 1.

Ïðèìåðû.

1) Íóëåâîå êîëüöî. Ïóñòü R = {0}, 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0. Òîãäà 〈R,+, ·〉
� êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ íóëåì.
Òàêîå êîëüöî íàçûâàþò íóëåâûì êîëüöîì.

2) Êîëüöî ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì. Ïóñòü G = (G,+) � àáåëåâà ãðóïïà
ïî ñëîæåíèþ, ñîäåðæàùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà. Îïðåäå-
ëèì â G óìíîæåíèå, ïîëîæèâ ab = 0 ∀a, b ∈ G. Òîãäà 〈G,+, ·〉 áóäåò
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì áåç 1, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ íó-
ëåâûì óìíîæåíèåì.

3) 〈Z,+, ·〉, 〈Q,+, ·〉, 〈R,+, ·〉 � êîììóòàòèâíûå êîëüöà ñ åäèíèöåé.

4) 〈Zp,+, ·〉 � êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Ýòî êîììóòàòèâ-
íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
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5) 〈2Zp,+, ·〉 � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç åäèíèöû.

6) Êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë. 〈Z[i],+, ·〉, ãäå Z[i] = a + bi : a, b ∈
Z ⊂ C. Ýòî êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 = 1 + 0i.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü 〈R,+, ·〉 � êîëüöî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Çíà÷åíèå êîíå÷íîé ñóììû ýëåìåíòîâ êîëüöà íå çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà âûïîëíåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ (îáîáùåííàÿ àññîöèàòèâíîñòü)
è ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ (îáîáùåííàÿ êîììóòàòèâíîñòü).

2) Íóëü â êîëüöå åäèíñòâåííûé.

3) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà êîëüöà ïðîòèâîïîëîæíûé ê íåìó � åäèí-
ñòâåííûé.

4) −(−a) = a ∀a ∈ R.

5) Åñëè â êîëüöå èìååòñÿ åäèíèöà, òî îíà åäèíñòâåííà.

6) Åñëè â êîëüöå ñ åäèíèöåé ýëåìåíò îáðàòèì, òî îáðàòíûé äëÿ íåãî
åäèíñòâåíåí.

7) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé è a1, ..., an � åãî îáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû, òî ýëåìåíò a1a2 · · · an òàêæå îáðàòèì, ïðè ýòîì (a1 ·
a2 · · · an)−1 = a1

−1a2
−1 · · · an−1.

8) a · 0 = 0 · a = 0 ∀a ∈ R.

9) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 è 0 = 1, òî R � íóëåâîå êîëüöî.

10) Â êîëüöå âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà çíàêîâ: (−a)b = −ab, a(−b) = −ab,
(−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Zp � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ñîñòîÿùåå èç
íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ îñòàòêîâ äåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
íà p, ò.å. Zp = {0, 1, 2, · · · , p− 1}.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ìíîæåñòâî Zp âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà
Z îáðàçóåò êîììóòàòèâíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ
â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ a−1 ∈ Zp, ÷òî a è p âçàèìíî ïðîñòû, è
ïîýòîìó |Zp

∗| = φ(p), ãäå φ(p) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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Â êîëüöå Zp êëàññîâ âû÷åòîâ ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ íîâûì ÿâëåíèåì, íå
âñòðå÷àâøèìñÿ ðàíåå. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî â êîëüöå
R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 + 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé êîëüöà R è îáîçíà÷àåòñÿ char R. Åñëè
òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî íóëåâîé (èëè áåñêî-
íå÷íîé) õàðàêòåðèñòèêè. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà ñ åäè-
íèöåé � ýòî ïîðÿäîê åäèíèöû â àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà. Íåíóëåâîé
ýëåìåíò a êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå
b òàêîå, ÷òî ba = 0 è ab = 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà R ñ åäèíèöåé áåç äåëèòå-
ëåé íóëÿ, åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà 〈R,+, ·〉 íàçûâàåòñÿ ïîä-
êîëüöîì ýòîãî êîëüöà, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé +, ·
è îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïîäìíîæåñòâî J êîëüöà R íàçûâàåòñÿ (äâóñòî-
ðîííèì) èäåàëîì ýòîãî êîëüöà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà R
è äëÿ âñåõ a ∈ J , r ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ar ∈ J , ra ∈ J .

a, b ∈ R ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
J . Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà R ïî ìîäóëþ èäåàëà J îáðàçóåò
êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé +, ·, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

(a+ J) + (b+ J) = (a+ b) + J (1)

(a+ J)(b+ J) = ab+ J (2)

Îïðåäåëåíèå 3.11. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà R ïî ìîäóëþ èäå-
àëà J îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (1) è (2) íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êîëüöîì
êîëüöà R ïî èäåàëó J è îáîçíà÷àåòñÿ R/J .

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ïîëå (R,+, ·) � ýòî êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäè-
íèöåé 1 6= 0, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Ãðóïïà
R∗ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ïîëÿ.

Òåîðåìà 2. Zp áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëåì òîëüêî â ñëó÷àå ïðîñòîãî p.
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Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè êàê
F . Ïîëå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãèáðèä äâóõ àáåëåâûõ ãðóïï - àääèòèâ-
íîé (R,+) è ìóëüòèïëèêàòèâíîé (R \ {0}, ·), ñâÿçàííûõ îäíèì çàêîíîì
äèñòðèáóòèâíîñòè ââèäó êîììóòàòèâíîñòè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû.
Ïîëå, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîå (êîíå÷íîå) ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íûì (êîíå÷íûì). Êîíå÷íîå ïîëå Zp áóäåì äàëüøå îáîçíà÷àòü
êàê Fp èëè GF (p) è íàçûâàòü ïîëåì Ãàëóà. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîëå GF (pn) ñ pn ýëåìåíòàìè, ãäå � ïðîñòîå, a n
� ëþáîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ê ýòîìó èíòåðåñíîìó âîïðîñó ìû
âåðí¼ìñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Ïðèìåðû.

1) Q, R, C � ïîëÿ.

2) Z íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ò.ê. â í¼ì îáðàòèìû òîëüêî 2 ýëåìåíòà −1, 1.

3) Z5 = 0, 1, 2, 3, 4 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ò.ê. êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò
îáðàòèì. Îïåðàöèè â Z5 ìîæíî çàäàòü òàáëèöàìè:

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

× 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

4) Z4 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ò.ê. åñòü äåëèòåëè íóëÿ 2×2 = 4 = 0 mod 4.

5) char Zn = n, char Z = char Q = char R = 0.

Çàäà÷è.

1) Âûÿñíèòå, îáðàçóåò ëè ãðóïïó

1. (Z, ◦), ãäå a ◦ b = a+ b−m ïðè ôèêñèðîâàííîì m ∈ Z.
2. (N, ◦), ãäå a ◦ b = (a, b), ÍÎÄ � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

÷èñåë a è b.

3. (N, ◦), ãäå a ◦ b = (a, b), ÍÎÊ � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
÷èñåë a è b.

4. (2Z,+).
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5. (2Z, ·).
6. (Q, ◦), ãäå a ◦ b = 2ab.

7. (R, ◦) ãäå a ◦ b = 3
√
a3 + b3.

2) Ìíîæåñòâî âñåõ n×n ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è
îòëè÷íûì îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåì íàçîâåì GL(R)n. Äîêàçàòü, ÷òî
(GL(Rn), ·) � ãðóïïà.

3) Âûÿñíèòå, îáðàçóåò ëè êîëüöî

1. ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x+ y
√

2 x, y ∈ Q.
2. 〈R,+, ◦ 〉, åñëè 〈R,+, ·〉 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è a◦b = ba ∀a, b ∈ R.

4) Ïóñòü 〈R,+, ·〉 � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 è R∗ � ìíîæåñòâî âñåõ îáðà-
òèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà. Äîêàçàòü, ÷òî (R∗, ·) � ãðóïïà.

5) Ïóñòü R � êîëüöî. Ñïðàâåäëèâ ëè äëÿ R áèíîì Íüþòîíà? Äà, íåò,
ïî÷åìó?

6) Â êîëüöå Z6 ðåøèòå óðàâíåíèÿ

1. 4x = 5

2. 5x = 1

3. 4x = 1

7) Êàêèå ñâîéñòâà êîëüöà âûïîëíÿþòñÿ, à êàêèå íåò äëÿ

1. 〈Z,+, ◦〉, ãäå a ◦ b = b, ∀a, b ∈ Z.
2. 〈Z× Z,+, ◦〉, ãäå (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) =

(ac, b+ d).

8) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ F [x] íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
F íå áóäåò ïîëåì.

9) Ïóñòü F � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî char F [x]= char F.

10) Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîì ïîëå èç ðàâåíñòâà ax = ay íå ñëåäóåò
ðàâåíñòâà x = y.

11) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 èç ðàâåíñòâà ap = ap

ñëåäóåò a = b.
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3.2. Ìíîãî÷ëåíû è êîíå÷íûå ïîëÿ

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè â [5, 6].

Îïðåäåëåíèå 3.13. Ìíîãî÷ëåíîì f íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ âûðà-
æåíèå âèäà

f(x) =
n∑

i=0

aix
i = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n,

ãäå ai � ýëåìåíòû êîëüöà R, x � íåêîòîðûé ñèìâîë, íå ïðèíàäëå-
æàùèé êîëüöó R.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ìíîãî-
÷ëåíû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, à òàêæå ñðàâíèâàòü äðóã ñ äðó-
ãîì. Ïóñòü åñòü 2 ìíîãî÷ëåíà íàä êîëüöîì R f(x), g(x). Ñëîæåíèå: f(x)+
g(x) =

∑n
i=0(ai+bi)x

i. Óìíîæåíèå: f(x)g(x) =
∑n+m

k=0 ckx
k, ci =

∑n+m
i+j=k aibj,

åñëè f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑m
j=0 bjx

j. Ìíîãî÷ëåíû ñ òàêèìè îïåðàöè-
ÿìè îáðàçóþò êîëüöî. Åñëè êîëüöî R èìååò 1 è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí 1, òî ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì.

Îïðåäåëåíèå 3.14. Êîëüöî, îáðàçîâàííîå ìíîãî÷ëåíàìè íàä êîëüöîì
R, íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ è îáîçíà÷àåòñÿ R[x].

Íóëåâîé ìíîãî÷ëåí � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàâíûìè íóëþ.
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f � ñòåïåíü ïðè x ñòàðøåãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ êî-
ýôôèöèåíòà, îáîçíà÷àåòñÿ deg(f).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f, g ∈ R[x], òîãäà

deg(f + g) 6 max(deg(f), deg(g)),

deg(fg) 6 deg(f) + deg(g)

Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 áåç äåëèòåëåé íóëÿ (öåëîñòíîå
êîëüöî èëè îáëàñòü öåëîñòíîñòè), òî

deg(fg) = deg(f) + deg(g)

Êàê è â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë, â ìíîãî÷ëåíàõ íàä ïîëåì ñóùåñòâóåò
äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì îáîçíà÷èì F [x], ìíîãî÷ëåíû
íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fp îáîçíà÷èì Fp[x]. F [x], Fp[x] � êîëüöà ìíîãî÷ëå-
íîâ.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü g 6= 0 � ìíîãî÷ëåí èç F [x], F � ïîëå. Òîãäà, ∀f(x) ∈
F [x] ∃g(x), r(x) ∈ F [x]: f = gq + r,

Ïðèìåð.
f(x) = 2x5 + x4 + 3, g(x) = 3x2 + 1, f, g ∈ F5[x]. Íàéäåì q, r ∈ F5[x],

èñïîëüçóÿ îáû÷íîå äåëåíèå.

q(x) = 4x3 + 2x3 + 2x+ 1, r(x) = 2x+ 2, deg(r) < deg(g).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f1, · · · , fn � ìíîãî÷ëåíû èç F [x], íå ðàâíûå 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí d ∈
F [x], îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) d äåëèò êàæäûé ìíîãî÷ëåí fi, 1 6 i 6 n;

2) ëþáîé ìíîãî÷ëåí g ∈ F [x], êîòîðûé äåëèò êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ
fi, 1 6 i 6 n, äåëèò è ìíîãî÷ëåí d.

Ïóñòü d1, · · · , bn ∈ F [x], ìíîãî÷ëåí d ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

d = b1f1 + · · ·+ bnfn

Íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí d íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
ìíîãî÷ëåíîâ f1, · · · , fn è îáîçíà÷àåòñÿ ÍÎÄ(f1, · · · , fn). Åñëè ÍÎÄ(f1, · · · , fn)=1,
òî ìíîãî÷ëåíû f1, · · · , fn íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

ÍÎÄ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f , g ∈ F [x] ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà. Ïóñòü g îòëè÷åí îò íóëÿ è íå äåëèò ìíîãî÷ëåí f . Òîãäà,
ïðèìåíÿÿ ìíîãîðàòíî àëãîðèòì äåëåíèÿ, ïîëó÷èì

f = q1g + r1, 0 6 deg(r1) < deg(g),

g = q2r1 + r2, 0 6 deg(r2) < deg(r1),

r1 = q3r2 + r3, 0 6 deg(r3) < deg(r2),
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· · · · · · · · ·
rs−2 = qsrs−1 + rs, 0 6 deg(rs) < deg(rs−1),

rs−1 = qs+1rs

Çäåñü q1, · · · , qs+1 è r1, · · · , rs � ìíîãî÷ëåíû èç F [x]. Òàê êàê deg(g)
êîíå÷íà, òî ïðîöåäóðà äîëæíà çàêîí÷èòüñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øà-
ãîâ. Åñëè ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîñëåäíåãî íåíóëåâîãî îñòàòêà rs ðàâåí
b, òî ÍÎÄ(f ,g)=b−1rs.

Ïðèìåð.
f(x) = 2x6 + x3 + x2 + 2, g(x) = x4 + x2 + 2x èç F3[x]. Ïðèìåíèì

àëãîðèòì Åâêëèäà:
2x6 + x3 + x2 + 2 = (2x2 + 1)(x4 + x2 + 2x) + x + 2, x4 + x2 + 2x =

(x3 + x2 + 2x + 1)(x + 2) + 1, x + 2 = (x + 2) · 1. Çíà÷èò, ÍÎÄ(f ,g)=1, à
çíà÷èò ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû.

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ìíîãî÷ëåí f ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì
(íàä ïîëåì F èëè â êîëüöå F [x]), åñëè f èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñòå-
ïåíü è ðàâåíñòâî f = gh, g, h ∈ F [x], ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ëèáî g, ëèáî h ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ìíîãî÷ëåíîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íåïðèâîäèì íàä
F , åñëè îí äîïóñêàåò ëèøü òðèâèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Åñëè
ìíîãî÷ëåí äîïóñêàåò íåòðèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, òî îí íàçûâàåòñÿ ïðèâî-
äèìûì. Íåïðèâîäèìîñòü è ïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà çàâèñèò îò òîãî, â
êàêîì êîëüöå (èëè íàä êàêèì ïîëåì) ìû åãî ðàññìàòðèâàåì.

Òåîðåìà 6. Äëÿ íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x] ñòåïåíè 2
èëè 3 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí íå èìåë êîðíåé â ïîëå F .

Ïðèìåðû.

1) Ìíîãî÷ëåí x2− 2 ∈ Q[x] íåïðèâîäèì íàä Q[x], íî ïðèâîäèì íàä R,

x2 − 2 = (x−
√

2)(x+
√

2)

2) x2 + 1 íåïðèâîäèì â Z[x], è ïðèâîäèì â F2[x], ò.ê.

x2 + 1 = (x+ 1)(x+ 1), deg(x+ 1) = 1,

íî â êîëüöå F3[x] îí ñíîâà íåïðèâîäèì, ò.ê. åãî ðàçëîæåíèå ñ íåîïðå-
äåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b ∈ F3[x]
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x2 + 1 = (x+ a)(x+ b)

ïðèâîäèò ê íåñîâìåñòíîé â ïîëå F3 ñèñòåìå óðàâíåíèé:{
a+ b = 0

a · b = 1

3) Íàä ïîëåì F2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè äâà: x2 + x+ 1.

4) Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 3 íàä ïîëåì F2: x
3 + x + 1,

x3 + x+ 1.

Òåîðåìà 7. Êàæäûé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè f ∈ F [x] (F
� ïîëå) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

f = af1
e1f2

e2 · · · fkek ,

ãäå a ∈ F , f1, · · · , fk ∈ F [x] � íîðìèðîâàííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî-
÷ëåíû, e1, · · · , ek ∈ N.

Òåîðåìà 8. Ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F2 äå-
ëèò ìíîãî÷ëåí xn + 1, ãäå n = 2m − 1 è m åñòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.

Îñíîâíûì âîïðîñîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç F [x] ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïðè-
âîäèìîñòè è íåïðèâîäèìîñòè. Äëÿ ïðèëîæåíèé ïîëåçíû ìíîãî÷ëåíû íàä
êîíå÷íûì ïîëåì Fp. Ñóùåñòâóåò p

n ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä Fp.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü Fp[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Fp, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî, è ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ Fp[x]. Ôàêòîð-êîëüöî Fp[x]/(g) êîëü-
öà Fp[x] ïî ìîäóëþ ãëàâíîãî èäåàëà (g) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà g(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí â êîëüöå Fp[x].

Ïóñòü g(x) � íåïðèâîäèìûé â êîëüöå Fp[x] ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ïî òåî-
ðåìå ôàêòîð-êîëüöî Fp[x]/(g) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ �
êëàññû âû÷åòîâ [f ](g), f(x) ∈ Fp[x], ïî ìîäóëþ èäåàëà (g), ò.å.

[f ](g) = {f(x) + g(x) · h(x)|h(x) ∈ Fp[x]}

Â êàêîì ñëó÷àå äâà ìíîãî÷ëåíà f1(x), f2(x) ∈ Fp[x] ïðèíàäëåæàò îä-
íîìó êëàññó âû÷åòîâ [f ](g)? Â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó íèõ
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îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà ìíîãî÷ëåí g(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ýëå-
ìåíòîâ â ïîëå Fp[x]/(g) ñòîëüêî, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè äåëå-
íèè íà ìíîãî÷ëåí g(x). Åñëè deg(g) = n, òî âîçìîæíûõ îñòàòêîâ áóäåò
pn. À çíà÷èò, pn ýëåìåíòîâ â ïîëå Fp[x]/(g). Êîíå÷íûå ïîëÿ ìîùíîñòè pn

îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç GF (pn) è íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè Ãàëóà â ÷åñòü îòêðûâ-
øåãî è îïèñàâøåãî èõ ìàòåìàòèêà Ýâàðèñòà Ãàëóà.

Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå pn ýëåìåíòîâ.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå Fp[x]/(g):

[r1] + [r2] = [r1 + r2]

[r1] · [r2] = [r1 · r2]

ñ âîçìîæíûì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà g(x).

Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ôàêòîð-êîëüöî F2[x]/(x2+x+1) ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì. Ýëå-

ìåíòàìè ýòîãî ïîëÿ ñëóæàò âñåâîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà x2 +
x+ 1:

F4 = GF (22) = {0, 1, x, x+ 1}
Â ïîëå F4 ÷åòûðå ýëåìåíòà-ìíîãî÷ëåíà; àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä

íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 +x+1, ïðè
ýòîì îïåðàöèè íàä êîýôôèöèåíòàìè âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî
÷èñëà 2. [0] = 0 � íóëåâîé è [1] = 1 � åäèíè÷íûé ýëåìåíòû. Ñëåäóþùèå
òàáëèöû ïîêàçûâàþò ïðèìåðû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ.

+ 0 1 x x+1
0 0 1 x x+1
1 1 0 x+1 x
x x x+1 0 1

x+1 x+1 x 1 0

× 0 1 x x+1
0 0 0 0 0
1 0 1 x x+1
x 0 x x+1 1

x+1 0 x+1 1 x

Äàäèì äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîëÿ Ãàëóà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α òîò
êëàññ âû÷åòîâ â êîëüöå Fp[x]/(g), êîòîðûé ñîäåðæèò x. Òîãäà, òàê êàê
g(x) � ýòî ìíîãî÷ëåí, ïî ìîäóëþ êîòîðîãî ïîñòðîåíî ïîëå GF (pn), òî
g(α) = 0. Òàêèì îáðàçîì, α îêàçûâàåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ g(x) = 0 â
ïîëå GF (pn). Áëàãîäàðÿ ýòîìó GF (pn) ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ îò α ñòå-
ïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n íàä GF (p). Ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïîëå GF (pn) îáðà-
çîâàíî èç ïîëÿ GF (p) ïðèñîåäèíåíèåì ê íåìó êîðíÿ α ìíîãî÷ëåíà g(x).
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Â íàøåì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí g(x) íåïðèâîäèì, à çíà÷èò, íå èìååò êîðíåé â
ïîëå GF (p). "Íàçíà÷èâ" åãî êîðíåì ýëåìåíò α, ìû ïîëó÷èëè ðàñøèðåíèå
èñõîäíîãî ïîëÿ GF (p). Ìíîãî÷ëåíû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå âåêòîðà
êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí x4 + x + 1 ýòî (1, 1, 0, 0, 1), ò.ê. â
íà÷àëå èäåò êîýôôèöèåíò ïðè x0, ïîòîì êîýôôèöèåíò ïðè x1, ïîòîì êî-
ýôôèöèåíò ïðè x2 è ò.ä.

Ïðèìåð.
Ïóñòü p = 2, n = 4. Ïîñòðîèì GF ∗(24) ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà g(x) =

x4 + x + 1, ïðè óñëîâèè g(α) = 0, èëè, ÷òî òî æå α4 = α + 1.

α0 = 1
α1 = α
α2 = α2

α3 = α3

α4 = α + 1
α5 = α + α2

α6 = α2 + α3

α7 = 1 + α + α3

=(1,0,0,0)
=(0,1,0,0)
=(0,0,1,0)
=(0,0,0,1)
=(1,1,0,0)
=(0,1,1,0)
=(0,0,1,1)
=(1,1,0,1)

α8 = 1 + α2

α9 = α + α3

α10 = 1 + α + α2

α11 = α + α2 + α3

α12 = 1 + α + α2 + α3

α13 = 1 + α2 + α3

α14 = 1 + α3

α15 = 1

=(1,0,1,0)
=(0,1,0,1)
=(1,1,1,0)
=(0,1,1,1)
=(1,1,1,1)
=(1,0,1,1)
=(1,0,0,1)
=(1,0,0,0)

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëå GF (24) îñòàëîñü òîëüêî äîáàâèòü âåêòîð (0, 0, 0, 0).

Çàäà÷è.

1) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(xn−1,xm−1)=xd-1, d =ÍÎÄ(n,m) â êîëüöå ìíî-
ãî÷ëåíîâ F [x] íàä íåêîòîðûì ïîëåì F .

2) Íàéòè ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x)

1. f(x) = x5 + 2x3 + 2x+ 1, g(x) = x3 + 4x2 + 3, f(x), g(x) ∈ Z[x].

2. f(x) = x5 + 2x3 + 2x+ 1, g(x) = x3 + 4x2 + 3, f(x), g(x) ∈ F7[x].

3) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìíîãî÷åíîâ f1, · · · , fn ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
ÍÎÄ(f1, · · · , fn)=ÍÎÄ(ÍÎÄ(f1, · · · , fn−1), fn).

4) Ïðîâåðèòü íà íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåí

1. x3 + x2 + x+ 1 íàä F2.

2. 2x3 + 2x+ 1 íàä F3.

5) Ïîñòðîèòü òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ôàêòîð êîëüöà
F2[x]/(x3 + x2 + x). Áóäåò ëè ýòî êîëüöî ïîëåì?

6) Ïîñòðîèòü ïîëåGF (23) äâóìÿ ñïîñîáàìè, íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
g(x) = x3 + x+ 1.
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3.3. Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëå-

íîâ

Ìû åùå íå ðàññìîòðåëè êàê èñêàòü îáðàòíûå ýëåìåíòû. Ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. u(x)f(x) +
v(x)g(x) = d(x), ãäå u(x), v(x) � âñïîìîãàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû, d(x) �
ÍÎÄ(f(x),g(x)). Òàêæå êàê è äëÿ ÷èñåë âíà÷àëå èäåò ïðÿìîé õîä, à ïî-
òîì îáðàòíûé õîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ u(x),
v(x). Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: ui(x) = 0, vi(x) = 1. Îáùèå ôîðìóëû âû÷èñ-
ëåíèÿ u(x), v(x):

ui(x) = vi+1(x), vi(x) = ui+1(x)− vi+1(x)bfi(x)/(gi(x))c

Ïðèìåð.
Íàéòè îáðàòíûé ýëåìåíò ê x2 íàä F2, åñëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

íàä F2 ðàâåí x
3 + x+ 1.

fi(x) gi(x) bfi(x)
gi(x)
c fi(x) mod gi(x) ui(x) vi(x)

x3 + x+ 1 x2 x x+ 1 x+ 1 x2 + x+ 1
x2 x+ 1 x x 1 x+ 1

x+ 1 x 1 1 1 1
x 1 x 0 0 1

Çàäà÷è.

1) Ðåøèòü ñðàâíåíèå

1. (x2 + 1)f(x) = 1 mod (x3 + 1) â F3[x].

2. (x+ 2)f(x) = 1 mod (x3 + 1) â F3[x].

2) Íàéòè îáðàòíûé ìíîãî÷ëåí ê x+ 1 â GF (8), íåïðèâîäèìûé ìíîãî-
÷ëåí íàä F2 x

3 + x+ 1.
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4. Ëèíåéíûå êîäû

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè â [6, 7, 8].
Ïóñòü p � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà è ñèìâîëû êîäîâûõ ñëîâ � ýëå-

ìåíòû êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp. (n,M, d)p -êîä C íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè
îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Fp

n, òî åñòü ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîäîâûõ ñëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì. Åñëè
dimC = k, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí ëèíåéíûé [n, k, d]p-êîä. Òàêèì îáðàçîì,
ëèíåéíûé êîä � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n íàä
Fp, íàçûâàåìûõ êîäîâûìè ñëîâàìè, òàêîå, ÷òî ñóììà äâóõ êîäîâûõ ñëîâ
ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì, ïðîèçâåäåíèå êîäîâîãî ñëîâà íà ýëåìåíò ïîëÿ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà C èìååì

d(C) = min
a∈C
a6=0

||a||

Ïðèìåð ëèíåéíîãî äâîè÷íîãî êîäà � êîä ñ ïðîâåðêîé ÷¼òíîñòè:

C = {(a1, · · · , an) ∈ F2
n :

∑
ai = 0}

Îäèí èç áàçèñîâ ýòîãî êîäà:

(1, 0, 0, · · · , 0, 1)

(0, 1, 0, · · · , 0, 1)

(0, 0, 1, · · · , 0, 1)

· · ·
(0, 0, 0, . . . , 1, 1)

Åñëè âûïèñàòü áàçèñ ëèíåéíîãî [n, k, d]p-êîäà ïîñòðî÷íî â âèäå ìàò-
ðèöû ðàçìåðà k × n, ïîëó÷èì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà. Èòàê, äëÿ
çàäàíèÿ [n, k, d]p-êîäà äîñòàòî÷íî óêàçàòü åãî ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó
G ∈ Fp

k×n. ×èñëî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé k áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç Fp ðàâíî pk, ïîýòîìó êàæäûé [n, k, d]p-êîä ÿâëÿåòñÿ
[n, pk, d]p-êîäîì.

Ïóñòü ïîðÿäîê êîäà C áóäåò pk. Òîãäà áàçèñ êîäà êàê ïîäïðîñòðàíñòâà
ñîäåðæèò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü v1 = (a11, · · · , a1n),
v2 = (a21, · · · , a2n), · · · , vk = (ak1, · · · , akn) ñóòü k âûáðàííûõ âåêòîðîâ
áàçèñà. Ðàñïîëîæèì èõ â âèäå ñòðîê ìàòðèöû:
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G =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
ak1 ak2 · · · akn

 (3)

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà C. Åñëè áû
ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñâÿçè íå áûëî îïàñíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ îøè-
áîê, òî êàæäîå èç pk ñîîáùåíèé ìîæíî áûëî áû ïåðåäàâàòü ïîñðåäñòâîì
âåêòîðà u = (u1, u2, · · · , uk) äëèíû k. Îäíàêî ðàäè ñîçäàíèÿ íóæíîãî
íàì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîäîâûìè âåêòîðàìè âåêòîð u äîëæåí áûòü ïîä-
âåðãíóò íåêîòîðîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîð u
çàäà¼ò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê ìàòðèöû G. Èìåííî, âåêòîð v ∈ C,
ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó u, êîòîðûé â îòñóòñòâèå ïîìåõ äîëæåí áûë áû
ïåðåäàâàòüñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì, v ∈ Fp

n:

v = uG

Åñëè çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå a ∈ Fp
n áûëî ïðèíÿòî áåç îøèáîê,

äåêîäèðóåì åãî, ðåøàÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó uG = a.
Ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G ∈ Fq

k×n ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è
ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó,
G̃ ∈ Fp

k×(n−k):

G̃ =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî èñõîäíûå k ñèìâîëîâ îñòàíóòñÿ íåèç-
ìåííûìè, à â êîíåö äîáàâÿòñÿ n − k ïðîâåðî÷íûõ. Òàêîé êîä áóäåò íà-
çûâàòüñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì.

Ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó áóäåì èçîáðàæàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =


h11 h12 · · · h1n
h21 h22 · · · h2n
...

...
. . .

...
h(n−k)1 h(n−k)2 · · · h(n−k)n

 (5)

Ñîîòíîøåíèå vHT = 0 ïðîâåðÿåò ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà v ê êîäó C,
è ïîòîìó ìàòðèöó H íàçûâàþò ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C. Ìàòðèöû
G, H ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì GHT = [0], ãäå [0] íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
k × (n− k).
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Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ õîðîøèõ êîäîâ ïðèíàäëåæàò êëàññó ëèíåé-
íûõ êîäîâ. Ñòðóêòóðà ëèíåéíûõ êîäîâ îáëåã÷àåò ïîèñê õîðîøèõ êîäîâ,
ïîìîãàåò ñîçäàâàòü õîðîøèå êîäåðû è äåêîäåðû.

Çàäà÷è.

1) Ïóñòü u = 011, G =

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

. Çàêîäèðîâàòü u.

2) Çíàÿ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G èç çàäàíèÿ �1 íàéòè ïðîâåðî÷íóþ
ìàòðèöó H. ßâëÿåòñÿ ëè 10110 êîäîì?

4.1. Êîäû Õýììèíãà

Êîäû Õåììèíãà - îäíè èç ñàìûõ ïðîñòûõ íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíûõ
êîäîâ. Ðàññìîòðåííûé ðàíåå ïðîñòåéøèé äâîè÷íûé êîä ñ ïðîâåðêîé ÷¼ò-
íîñòè {(a1, · · · , an) ∈ F2

n :
∑
ai = 0} ìîæåò îáíàðóæèâàòü îäíó îøèáêó,

ò.ê. ïðè çàìåíå ðàçðÿäà ai íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ñîîòíîøåíèå
∑
ai = 0

íàðóøèòñÿ. Íî èñïðàâèòü îøèáêó íå óäàñòñÿ. Õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü äâîè÷-
íûé êîä, èñïðàâëÿþùèé õîòÿ áû îäíó îøèáêó. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ¾ãëî-
áàëüíîãî¿ êîíòðîëÿ ÷¼òíîñòè ïðèìåíèì íåñêîëüêî ¾äèõîòîìè÷åñêèõ¿
ïðîâåðîê íà ÷¼òíîñòü.

Êîä, êîäîâîå ðàññòîÿíèå d êîòîðîãî > 3 â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2.3 èç
[8] èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âñå ñòîëáöû íåíóëåâûå è ðàç-
ëè÷íûå. Äâîè÷íûé êîä Õåììèíãà óäîáíåå âñåãî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H. Åñëè H èìååò m ñòðîê, òî êàæäûé ñòîëáåö
îêàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì ÷èñëîì äëèíû m, ñóùåñòâóåò 2m−1 òàêèõ ñòîëá-
öîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå H m ñòðîê è 2m − 1 ñòîëáöîâ, êîäîâîå
ðàññòîÿíèå d > 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (2m − 1, 2m −m− 1) êîä, íàçû-
âàåìûé êîäîì Õåììèíãà. Ïðè m = 3 ìàòðèöû G, H â ñèñòåìàòè÷åñêîì
âèäå ðàâíû:

G =


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

 H =

 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1


Ïðèìåð. u = 1011, uG = 1011010. Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëà 1
îøèáêà, ïðèøëî ñîîáùåíèå v = 1010010. Òîãäà, vHT = 111, ñòîëáåö ðàâ-
íûé 111 íàõîäèòñÿ íà 4 ïîçèöèè â ìàòðèöå H. Çíà÷èò, íóæíî èçìåíèòü
4 ðàçðÿä ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ v.
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Äàâàéòå èçìåíèì ìàòðèöó H, ðàñïîëîæèâ åå ñòîëáöû â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

H =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


Ïðèìå÷àòåëüíîé ÷åðòîé òàêîãî íîâîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëáöîâ ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ïðè ëþáîé îäèíî÷íîé îøèáêå â ïðèíÿòîì âåêòîðå v ðåçóëü-
òàòîì óìíîæåíèÿ vHT áóäåò â òî÷íîñòè äâîè÷íûé íîìåð èñêàæåííîãî
ðàçðÿäà êîäîâîãî âåêòîðà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäëîæåííûé âûøå àëãîðèòì ôèêñèðîâàë íàëè÷èå
äâîéíûõ îøèáîê, íóæíî ê ïîëó÷åííîìó êîäó äîáàâèòü îäèí äîïîëíè-
òåëüíûé ðàçðÿä â êîíöå, êîòîðûé áóäåò îòâå÷àòü çà ÷åòíîñòü. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìàòè÷åñêèé (8,4) êîä Õýììèíãà, ïîçâîëÿþùèé èñïðàâëÿòü 1
îøèáêó è íàõîäèòü 2 îøèáêè. Ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ áåç ïðèâÿçêè ê
êîíêðåòíûì n, k åùå íàçûâàþò ðàñøèðåííûì êîäîì Õåììèíãà.

G =


1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0

 H =


0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1


Â ñëó÷àå îäíîé îøèáêè èçìåíèòñÿ ÷åòíîñòü ñîîáùåíèÿ. Ïðè âîçíèê-

íîâåíèè äâîéíîé îøèáêè ÷åòíîñòü íå íàðóøèòñÿ, íî vHT 6= 0.

Ïðèìåð. u = 1001, uG = 10011001. Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëà 1
èëè 2 îøèáêè è ïðèøëî ñîîáùåíèå v = 10010001. Ñîîáùåíèå v èìååò
íå÷åòíîå ÷èñëî "1" , ïîýòîìó ïðîèçîøëà 1 îøèáêà. vHT = 1000, äàííûé
âåêòîð ðàâåí 5 ñòîëáöó ñëåâà, çíà÷èò, ïîìåíÿåì 5 ðàçðÿä â v. Èñïðàâ-
ëåííîå ñîîáùåíèå: 10011001.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçîøëî 2 îøèáêè è ïðèøëî ñîîáùåíèå
v = 10001000. Ñîîáùåíèå èìååò ÷åòíîå ÷èñëî "1", íî vHT 6= 0, ÷òî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëî 2 îøèáêè, íî èñïðàâèòü èõ ìû íå ìîæåì.

Çàäà÷è.

1) Äàí (7,4) êîä Õåììèíãà. Ïðèøëî ñîîáùåíèå 1001100. Åñòü ëè îøèá-
êà? Åñëè åñòü, òî èñïðàâèòü.

2) Äàí (8,4) êîä Õåììèíãà. Ïðèøëè ñîîáùåíèÿ v1 = 10000111, v2 =
11001000, v3 = 11011101. Ïðîèçîøëè ëè îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å? Åñëè
äà, òî ñêîëüêî? Ìîæíî ëè èõ èñïðàâèòü?
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