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Теорема 4.4. Пусть последовательность
{
un
}+∞
n=1

ограничена:

∥un∥ ≤ c, ∀n = 1, 2, . . .

Тогда она обладает слабо сходящейся подпоследовательностью.

Доказательство. Числовая последовательность { (u1, un) }+∞
n=1 ог-

раничена, поскольку

| (u1, un) | ≤ ∥u1∥ ∥un∥ ≤ c ∥u1∥.

Поэтому из {un}+∞
n=1 можно так выбрать подпоследовательность

u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . ,

чтобы числовая последовательность(
u1, u

(1)
1

)
,
(
u1, u

(1)
2

)
, . . . ,

(
u1, u

(1)
n

)
, . . .

сходилась.
Аналогично, из

{
u(1)n

}+∞
n=1

можно так выбрать подпоследовательность

u
(2)
1 , u

(2)
2 , . . . , u(2)n , . . . ,

чтобы сходилась числовая последовательность(
u2, u

(2)
1

)
,
(
u2, u

(2)
2

)
, . . . ,

(
u2, u

(2)
n

)
, . . .

При этом последовательность(
u1, u

(2)
1

)
,
(
u1, u

(2)
2

)
, . . . ,

(
u1, u

(2)
n

)
, . . .

также сходится.
Продолжая указанный процесс, получим такую систему последова-

тельностей:
u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . ,

u
(2)
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. . . . . . . . .

(каждая из которых содержится в предыдущей), что последовательность{ (
um, u

(k)
n

)}+∞
n=1

сходится для m = 1, 2, . . . , k. Тогда, взяв "диагональ"

u
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1 , u

(2)
2 , . . . , u

(k)
k , . . . ,
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мы получим такую последовательность элементов из V , что(
un, u

(1)
1

)
,
(
un, u

(2)
2

)
, . . .

сходится для всех n, ибо
{
u
(k)
k

}+∞

k=n+1
– подпоследовательность последова-

тельности
{
u
(n+1)
j

}+∞

j=1
.

Обозначим vk = u
(k)
k . Рассмотрим линейное многообразие M , порож-

денное элементами {un}+∞
n=1 (т.е. M – это множество всевозможных ли-

нейных комбинаций указанных элементов). Поскольку числовая последо-
вательность

{
(un, vk)

}+∞
k=1

сходится при любом n, то последовательность{
(w, vk )

}+∞
k=1

сходится для любого w ∈M . Обозначим

F (w) = lim
k→+∞

(w, vk) ∀w ∈M.

При этом, если
w =

m∑
j=1

α j u j,

то
F (w) = lim

k→+∞

 m∑
j=1

α j u j, vk

 =

=
m∑
j=1

[
α j lim

k→+∞
(u j, vk )

]
=

m∑
j=1

[α j F (u j) ] . (4.4)

Проверим, что F – линейный непрерывный на M функционал. Дей-
ствительно, пусть w1, w2 – произвольные элементы из M , т.е.

w1 =
m∑
j=1

α j u j, w2 =
l∑

i=1

β i u i.

Тогда для любых γ1, γ2 ∈ R1 имеем:

γ1w1 + γ2w2 =
m∑
j=1

γ1 α j u j +
l∑

i=1

γ2 β i u i

и с учетом (4.4) получаем

F (γ1w1 + γ2w2) =
m∑
j=1

[γ1 α j F (u j) ] +
l∑

i=1

[γ2 β i F (u i) ] =

= γ1 F (w1) + γ2 F (w2),
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т.е. F – линейный на M функционал.
Далее, по условию настоящей теоремы ∥un∥ ≤ c, n = 1, 2, . . ., следова-

тельно (с учетом того, что {vk}+∞
k=1 – это подпоследовательность последо-

вательности {un}+∞
n=1 ),

| (w, vk) | ≤ ∥w∥ ∥vk ∥ ≤ c ∥w∥, k = 1, 2, . . . ∀w ∈M.

Поэтому
|F (w) | = lim

k→+∞
| (w, vk) | ≤ c ∥w∥ ∀w ∈M, (4.5)

т.е. F – непрерывный на M функционал.
Замыкая множество M (т.е. присоединяя к нему пределы всех сходя-

щихся последовательностей из M), получим подпространство L. Пусть
w – предел некоторой последовательности {wm}+∞

m=1 элементов из M .

Докажем, что числовая последовательность
{
F (wm)

}+∞
m=1

является
фундаментальной. Действительно, учитывая ограниченность последова-
тельности

{
vk
}+∞
k=1

, имеем
∣∣∣∣F (wm)− F (wn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ lim
k→+∞

(wm, vk)− lim
k→+∞

(wn, vk)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ lim
k→+∞

(wm − wn, vk)

∣∣∣∣∣ ≤ c ∥wm − wn∥.

Из полученного неравенства и следует фундаментальность числовой
последовательности

{
F (wm)

}+∞
m=1

, ибо фундаментальной в силу своей

сходимости является последовательность {wm}+∞
m=1.

Итак, последовательность
{
F (wm)

}+∞
m=1

имеет предел. Обозначим его
снова через F (w). Проверим, что распространеный на L указанным вы-
ше способом функционал F по-прежнему является линейным и непре-
рывным. Достаточно проверить это для множества пределов всех сходя-
щихся последовательностей из M . Пусть wn → w, ηn → η при n → +∞.
Поскольку при этом для любых чисел α, β

lim
n→+∞

[αwn + β ηn] = αw + β η,

то
F (αw + β η) = lim

n→+∞
F (αwn + β ηn) =

= α lim
n→+∞

F (wn) + lim
n→+∞

β F (ηn) = αF (w) + β F (η).
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Далее, в силу (4.5)

|F (w) | = lim
n→+∞

|F (wn) | ≤ lim
n→+∞

c ∥wn∥ = c ∥w∥,

что и требовалось доказать.
Пусть G – линейный непрерывный функционал, построенный согласно

теореме Хана-Банаха 2.3, т.е. G(η) = F (PL(η)), η ∈ V . В соответствии с
теоремой Рисса-Фишера 2.2 существует такой элемент v ∈ V , что

G(η) = (v, η) ∀ η ∈ V.

Тогда с учетом того, что последовательность
{
vk
}+∞
k=1

принадлежит L, и,
следовательно,

(η, vk) = (PL(η), vk) + (η⊥ , vk) = (PL(η), vk) ∀ η ∈ V,

имеем, что

lim
k→+∞

(η, vk) = lim
k→+∞

(PL(η), vk) = F (PL(η)) = G(η) = (η, v) v ∈ V,

что и означает слабую сходимость последовательности
{
vk
}+∞
k=1

к v при
k → +∞.

Следствие 4.2. Если все слабо сходящиеся подпоследовательности
ограниченной последовательности {un}+∞

n=1 имеют один и тот же пре-
дел u∗, то и вся последовательность слабо сходится к u∗.

Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть существуют
w ∈ V , ε > 0 и подпоследовательность {unk

}+∞
k=1, такие, что

| (w, unk
)− (w, u∗) | > ε, k = 1, 2, . . . (4.6)

В силу теоремы 4.4 последовательность {unk
}+∞
k=1 обладает слабо сходя-

щейся подпоследовательностью, пределом которой по предположению яв-
ляется элемент u∗, что противоречит неравенству (4.6).

Определение 4.2. Множество M называется слабо замкнутым,
если предел любой слабо сходящейся последовательности элементов из
M принадлежит этому множеству. ♢

Теорема 4.5. Пусть M – выпуклое множество. Тогда необходи-
мым и достаточным условием сильной замкнутости множества M

является его слабая замкнутость.
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Доказательство. Предположим сначала, что множество M является
слабо замкнутым, и пусть

{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un → u0 при n → +∞. Тогда
un ⇀ u0 при n→ +∞, следовательно, u0 ∈M .

Наоборот, пусть M сильно замкнуто,
{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un ⇀ u0 при
n→ +∞. Поскольку M – выпуклое замкнутое множество, то определена
проекция u ∈M элемента u0 на множествоM , причем в силу теоремы 1.2
проекция u является решением вариационного неравенства

(u− u0, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M,

откуда при η = un, имеем, что (u− u0, un − u) ≥ 0. Переходя в этом
неравенстве к пределу при n→ +∞, получим, что

0 ≥ (u0 − u, u0 − u) = ∥u0 − u∥2 ,

т.е. u0 = u ∈M .

5 Различные виды непрерывности
и монотонности.

В данном разделе содержатся некоторые определения, часто исполь-
зуемые в дальнейшем.

Определение 5.1. Оператор A : V → V называется:
– радиально непрерывным в точке u, если для любого η ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), η) = (Au, η) ;

– хеминепрерывным в точке u, если для любых η, v ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), v) = (Au, v) ;

– деминепрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится слабо к Au при n→ +∞;

– непрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится сильно к Au при n→ +∞ 15);

15) Определение непрерывного оператора дано было нами ранее, в п. 2. Здесь мы напоминаем
его с целью сравнения с другими видами непрерывности.


