
4.7 Решение внутренней и внешней задач Дирихле для
круга методом Фурье.

Мы будем рассматривать следующие задачи.
I. Внутрення задача Дирихле. Найти функцию u, гармоническую в кру-

ге x2 + y2 < a2, непрерывную на замкнутом множестве x2 + y2 ≤ a2 и при-
нимающую на окружности Γa = {(x, y) : x2 + y2 = a2}: заданные значения:

u
∣∣∣
Γa

= f(P ). (4.41)

II. Внешняя задача Дирихле. Найти функцию u, гармоническую в об-
ласти x2 + y2 > a2 (внешность круга), непрерывную и ограниченную на за-
мкнутом множестве x2 + y2 ≥ a2, удовлетворяющую граничному условию
(4.41).

Обе задачи будем решать одновременно. Введем полярные координаты

x = r cosφ, x = r sinφ. (4.42)

В этих координатах искомая функция u = u(r, φ), очевидно, должна быть
периодической с периодом 2π:

u(r, φ) = u(r, φ+ 2π). (4.43)

Производя замену переменных (4.42) в уравнении Лапласа △u = uxx +
uyy = 0 (проведите ее самостоятельно)), получаем уравнение

urr +
1

r
urr +

1

r2
uφφ = 0. (4.44)

Граничное условие (4.41) запишется в виде

u(a, φ) = f(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π, (4.45)

причем f(φ) = f(φ+ 2π).
Ищем решение уравнения (4.44) при условии (4.45) в виде

u(r, φ) = R(r) Φ(φ)). (4.46)

Подставляя (4.46) в (4.43), (4.44), получаем (проведите выкладки самосто-
ятельно по аналогии с гиперболическим случаем)

r2R ′′ + r R ′ − λR = 0, (4.47)
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Φ ′′ + λΦ = 0, (4.48)

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π). (4.49)

Решим сначала задачу Штурма-Лиувилля (4.48), (4.49). Общее решение
уравнения (4.48) есть

Φ(φ) = A cos(
√
λφ) +B sin(

√
λφ). (4.50)

Это решение будет удовлетворять условию периодичности (4.49) лишь при
λ = k2, k = 0, 1, 2, . . . Таким образом, решение задачи (4.48), (4.49) есть

Φk(φ) = Ak cos(
√
λk φ) +Bk sin(

√
λk φ), λk = k2, k = 0, 1, 2, . . . (4.51)

(отрицательные значения k не дают новых решений).
Найдем теперь решения уравнения (4.47) при λ = k2, т.е. уравнения Эй-

лера
r2Rk

′′ + r Rk
′ − k2Rk = 0. (4.52)

Его решения будем искать в виде

Rk(r) = rm. (4.53)

Подставляя (4.53) в (4.52) и сокращая на rm, найдемm2 = k2, а значит,m =
±k, k > 0. Отсюда для каждого k > 0 получаем два линейно-независимых
решения

Rk(r) = rk и Rk(r) = r−k. (4.54)

При k = 0 линейно-независимыми решениями будут

R0(r) = 1 и R0(r) = ln r. (4.55)

Поскольку искомое решение (4.46) должно быть ограниченным при r ≤ a
для внутренней задачи и при r ≥ a для внешней задачи, то в качестве R(r) в
(4.46) мы должны взять, соответственно, функции

R0(r) ≡ 1, Rk(r) = rk, k = 1, 2, . . . ,

R0(r) ≡ 1, Rk(r) = r−k, k = 1, 2, . . .
(4.56)

Итак, частными решениями уравнения (4.44) при условии (4.43) являют-
ся функции

uk(r, φ) = rk(Ak cos(k φ) +Bk sin(k φ)), k = 1, 2, . . . , r < a,

uk(r, φ) = r−k(Ak cos(k φ) +Bk sin(k φ)), k = 1, 2, . . . , r > a.
(4.57)
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Суммы этих решений

u(r, φ) =
∞∑
k=0

uk(r, φ) =
∞∑
k=0

rk(Ak cos(k φ) +Bk sin(k φ)), (4.58)

u(r, φ) =
∞∑
k=0

uk(r, φ) =
∞∑
k=0

r−k(Ak cos(k φ) +Bk sin(k φ)) (4.59)

также будут гармоническими функциями, соответственно, при r < a и r > a.
При нахождении коэффициентов A0, Ak, Bk используется

Лемма 4.7.1 Система функций
{
Ψk

}∞

k=0
, гдеΨ0(φ) = X0 ≡ 1,Ψ2k−1 =

Xk(φ) = cos(k φ), Ψ2k = Yk(φ) = sin(k φ), k = 1, 2, . . . , является ортого-
нальной в L2(0, 2π), т.е. при k,m = 0, 1, 2, . . . справедливы равенства

(Ψk,Ψm) =

2π∫
0

Ψk(φ)Ψm(φ)dφ = 0, k ̸= m, (4.60)

при этом

∥X0∥2=
2π∫
0

dφ = 2π, ∥Xk∥2=
2π∫
0

cos2 φdφ = ∥Yk∥2=
2π∫
0

sin2 φdφ = π. (4.61)

Доказательство. Непосредственной проверкой устанавливается спра-
ведливость равенств

2π∫
0

cos(kφ) dφ = 0,

2π∫
0

sin(kφ) dφ = 0,

2π∫
0

cos(kφ) cos(mφ) dφ = 0, k ̸= m,

2π∫
0

sin(kφ) sin(mφ) dφ = 0, k ̸= m,

2π∫
0

cos(kφ) sin(mφ) dφ = 0,

с учетом которых доказываются соотношения (4.60).
Из леммы 4.7.1 вытекает, что для произвольную непрерывную на [0, 2π]

функцию f можно разложить в ряд Фурье по системе
{
Ψk

}∞

k=0
:

f(φ) = α0 +
∞∑
k=0

[
αkXk(φ) + βk Yk(φ)

]
, (4.62)
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где

α0 =
1

2π

2π∫
0

f(ψ)dψ, αk =
1

2π

2π∫
0

f(ψ) cos(kψ)dψ, βk =
1

2π

2π∫
0

f(ψ) sin(kψ)dψ.

Подставляя (4.58) в граничное условие (4.41), получим

u(a, φ) =
∞∑
k=0

[
akAk cos(k φ) + akBk sin(k φ)

]
= f(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π, (4.63)

откуда с учетом (4.62) имеем

A0 = α0, a
k Ak = αk, a

kBk = βk.

Таким образом, получаем решение внутренней задачи Дирихле в виде

u(r, φ) =
∞∑
k=0

( r
a

)k [
αk cos(k φ) + βk sin(k φ)

]
. (4.64)

Совершенно аналогично убеждаемся в том, что решение внешней задачи
Дирихле имеет вид

u(r, φ) =
∞∑
k=0

( a
r

)k [
αk cos(k φ) + βk sin(k φ)

]
. (4.65)

4.8 Обоснование решений внутренней и внешней задач
Дирихле для круга.

Проведем обоснование полученных решений внутренней и внешней за-
дач Дирихле для круга, причем рассмотрим подробно ряд (4.65)
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