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Теория вычислимости на дискретных структу-
рах является прочным фундаментом прикладных 
работ в дискретной математике и информатике. 
С этим контрастирует положение в бурно разви-
вающейся теории вычислимости на непрерывных 
структурах (см., например, [1–4]), которая до сих 
пор слабо связана с численным анализом. В дан-
ной работе установим связь между конструктивны-
ми числовыми полями (см., например, [5, 6]) и по-
лем � c вычислимых действительных чисел, кото-
рую используем для доказательства вычислимости 
(в  строгом смысле вычислимого анализа [1, 2])  
решений важной системы дифференциальных 
уравнений, причём с использованием алгоритма, 
используемого в численном анализе. Эта связь вы-
ражается следующим утверждением.

Т е о р е м а  1. Для любого конечного �⊆F c  най-
дётся сильно конструктивное вещественно замкну-
тое подполе B, β( )  упорядоченного поля � c  такое, 
что B⊆F .

Полезность этого результата проиллюстри-
руем на примере симметрических гиперболиче-
ских систем, введённых в  [7] и  широко приме- 
нимых в математической физике (см., например, 
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[7–11]). Задача Коши для этой системы формули-
руется так:
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Здесь = >∗A A 0  и = ∗B Bi i  – постоянные вы- 
числимые ×n n( )-матрицы, ≥t 0 , = , , ∈ = ,x x … x Q( ) [0 1] ,m

m
1  

= , , ∈ = ,x x … x Q( ) [0 1] ,m
m

1  Q ,n�: →ϕ  ⇀ �: × ,f Q T[0 ] n  для  
некоторого >T 0 , ⇀ �: × ,Q Tu [0 ] n  – частичная 
функция, действующая на области H  существова-
ния и единственности решения задачи (1).

Т е о р е м а   2. Пусть >M 0 , ≥p 2  – целые числа. 
Оператор �, ,ϕ f T u( )  решения задачи Коши (1), со-
поставляющий начальным данным �∈ ,+ϕ C Q( )p n1 ,  
правой части �∈ × , ,f C Q T( [0 ] )p n  и времени >T 0  
единственное решение �∈ ∩ × , ,C H Q Tu ( [0 ] )p n , 
является вычислимой частичной функцией из  
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 – пространства непре-
рывно дифференцируемых функций ( +C p 1  или C p  на 
соответствующих множествах) таких, что все их 
первые и вторые производные равномерно ограничены 
константой M , с  sup-нормой xsup ( )s

x Q
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�× ,C Q T( [0 ], )n , и  sL2-нормой u u x t dxsup ( )sL
t Q

2
2 ∫|| || = || , || 

u u x t dxsup ( )sL
t Q

2
2 ∫|| || = || , ||  на H  соответственно.

Перечисленные пространства являются вычис-
лимыми метрическими пространствами (ВМП) 
в  следующем смысле [1, 2]. Последовательность 

x{ }n  в  метрическом пространстве ,M d( )  назы-
вается быстрой последовательностью Коши, если 
, < −d x x( ) 2i n

n  для всех n  и  >i n. ВМП называет-
ся тройка , , µM d( ), где ,M d( )  – МП, а  N: →µ M 
таково, что µrng( )  – (счётное) всюду плотное под-
множество в  M  и  ,µ µd{ ( )}m n  – вычислимая двой-
ная последовательность вещественных чисел. Ну-
мерация µ  индуцирует частичную сюръекцию 
N ⇀:∗µ M  из бэровского пространства N  всех 

последовательностей натуральных чисел на M :  
=∗µ p x( )  в  точности тогда, когда µ{ }p n( )  – бы-

страя последовательность Коши, сходящаяся к  x.  
Частичная функция f  между ВМП , , µM d( )  и 
, , µM d( )1 1 1  вычислима, если существует вычис-

лимая частичная функция �f  на N  такая, что 
� =∗ ∗µ µf p f p( ( )) ( ( ))1  для каждого ∈ ∗µp dom( )  (т. е.  

если µ p n{ ( ( ))}  – быстрая последовательность 
Коши, сходящаяся к  ∈x M , то �µ f p n{ ( ( )( ))}1  – 
быстрая последовательность Коши, сходящаяся к 

∈f x M( ) 1).
Счётными всюду плотными подмножествами 

в изучаемых пространствах являются множества 
полилинейных интерполяций рационально-знач-
ных сеточных функций [9] на равномерных сет-
ках GN  (на кубе Q ) шага =h

1

2N  с дискретными 

аналогами выше приведённых функциональных 
норм. Вычислимая нумерация поля Q  индуци-
рует нумерации этих плотных множеств. Поли-
линейные интерполяции сеточных функций f h( )  
обозначаем �f h( ) . Для установления вычислимо-
сти оператора решения (1) достаточно указать 
алгоритм, который по рациональным сеточным 
функциям Q: →ϕ GN

n , Q: →τf GN
n  и  рацио-

нальному числу T , вычисляет сеточную функцию 
Qv: →τGN

n  со следующим свойством: если �ϕ{ }k  
(соответственно �f{ }

k
, T{ }k ) – быстрые последова-

тельности Коши, сходящиеся к точным значениям 
начальной функции ϕ  (соответственно, к правой 
части f , данному T ), то �v{ }k  – быстрая последо-
вательность Коши, сходящаяся к решению u  си-
стемы (1). В алгоритме используем схему Годунова 
[8] для системы (1). Для случая =m 2  разностный 

оператор � { }{ }− , −
− , −u ui j

i j
1/2 1/2

1/2 1/2 , переводя-

щий сеточную функцию с некоторого временного 
уровня = τt l  на следующий уровень = + τt l( 1)    

l uпри 0, ,i j i j1/2 1/2 1/2 1/2( )= ={ } { }− , − − , −ϕ  опреде-
ляется системой
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Известно [9], что H  – пересечение полупро-
странств ≥ , − ≥ , − − ≤ , = , ,λ λt x t x t i … m0 0 1 0 ( 1 2, )i

i
i

i
max
( )

min
( )  

≥ , − ≥ , − − ≤ , = , ,λ λt x t x t i … m0 0 1 0 ( 1 2, )i
i

i
i

max
( )

min
( ) в  � +m 1 , где λ i

max
( ) , λ i

min
( )  – макси-

мальные (соответственно минимальные) соб-
ственные значения матричных пучков −λA Bi . 
При < <λ λ0i i

min
( )

max
( )  для всех = , ,i … m1 2, , H  – 

компакт; случай неограниченного H  рассматри-
вается аналогично. В  [13] доказано, что вектор 

, , , , ,λ λ λ λ… …( )m m
max
(1)

max
( )

min
(1)

min
( )  и шаг по времени τ ,  

обеспечивающий устойчивость схемы (2) [8], вы-
числимы по , , ,A B … Bm1 .

Схема (2) аппроксимирует систему (1) с пер-
вым порядком точности [8]. Алгоритм содержит 
вычисление собственных значений и собствен-
ных векторов матриц, а  также сравнение соб-
ственных значений с нулём (для вычисления U )  
и  решение линейных систем алгебраических 
уравнений. Это приводит к известным вычисли-
тельным трудностям, поскольку сравнение с ну-
лём и вычисление собственных векторов разрыв-
ны [14]. Эти трудности можно обойти с помощью 
следующего приёма. По теореме 1 найдётся кон-
структивное вещественно замкнутое числовое 
поле B, содержащее все коэффициенты матриц 
,A Bi . В  этом поле все упомянутые вычисления 

можно сделать с абсолютной точностью, получив 
аппроксимирующую функцию vk  со значениями 
в  B . Числа из B  оказываются равномерно вы-
числимыми, что позволяет вернуться к  рацио-
нальным сеточным приближениям (в численном 
анализе, наоборот, приближения делаются внача-
ле, что приводит к необходимости дополнитель-
ной оценки погрешности).

Поле � c вещественно замкнуто, но не кон-
структивизируемо [1, 2]. Пусть κ  – конструк-
тивизация Q  и  ϕ{ }n  – стандартная вычислимая 
нумерация всех вычислимых частичных функций  
на N . Определим частичную функцию ρ  из N  
на :c�  =ρ n x( )  в точности тогда, когда ϕn  всю-
ду определена и  κϕ i{ ( )}n i  – быстрая последова-
тельность Коши, сходящаяся к  x. Напомним, что 
нумерация µ  сводится к  (частичной) нумера- 
ции ν  ( ≤µ ν ), если �=µ ν f  для некоторой вы- 
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числимой функции f  на N. Следующее утверж-
дение, из которого несложно вывести теоре- 
му 1, доказывается с  использованием свойств 
конструктивных упорядоченных полей (см., на-
пример, [5, теорема 2.3.6]).

П р е д л о ж е н и е  1. 1) Пусть B  – упорядочен-
ное подполе упорядоченного поля � , и  β  – конструк-
тивизация B . Тогда ≤β ρ , в частности B �⊆ c.

2) Пусть B  – подполе поля �; +, ⋅, ,( 0 1)  и  β  –  
такая конструктивизация B, что ≤β ρ . Тогда  
β  – конструктивизация упорядоченного поля B; <( ) .

3) Пусть B  – вещественно замкнутое подполе 
поля �; +, ⋅, ,( 0 1)  и  β  – конструктивизация B . 
Тогда β  – сильная конструктивизация упорядочен-
ного поля B; <( ) .

Пусть B, β( ) – сильно конструктивное вещест- 
венно замкнутое упорядоченное подполе � c. Тогда 
по данному многочлену p x a a x a x( ) k

k
0 1

1
�= + + +  

с  коэфициентами в  B  можно вычислить строку 
�< <r rm1 , ≥m 0, всех различных корней мно-

гочлена p x( ), а также кратность любого корня rj .  
Это замечание вместе с алгоритмами линейной ал-
гебры и  предложением 1 приводят к  следующим 
следствиям.

С л е д с т в и е  1. Пусть B, β( )  – сильно конструк-
тивное вещественно замкнутое упорядоченное подпо-
ле упорядоченного поля � c. По данной симметричной 
( ×n n )-матрице M  с коэффициентами в  B  мож-
но вычислить (относительно нумерации β ) некото-
рый ортонормированный базис B, , ∈…v v( )n

n
1  соб-

ственных векторов матрицы M.
С л е д с т в и е 2. Пусть B, β( )  – сильно кон-

структивное вещественно замкнутое упорядоченное 
подполе упорядоченного поля � c. По данным симме-
тричным ( ×n n )-матрицам , , ,A B … Bm1  с коэффи-
циентами в  B, по данным сеточным функциям ϕ h( )  
на Gk , f h( )  на τGk  со значениями в B  и по числам T ,  
B∈τ  можно вычислить (относительно нумерации β) 

сеточную функцию v h( )  на τGk  (со значениями в  B), 
описанную в схеме Годунова.

Кратко поясним, как отсюда выводится теоре- 
ма 2. По теореме 1, существует сильно кон-
структивное упорядоченное вещественное 
поле B, β( ), которое содержит все коэффици-
енты матриц , , ,A B … Bm1 . Вычислим последо- 
вательность v{ }k  сеточных функций Bv : →τGk i

n
k

 
из ϕk , fk , Tk  и  A , , ,B … Bm1 , при помощи ал-
горитма разностной схемы (2). Согласно след-
ствию 2, оператор ( � v, ,ϕ f T )k k k k  вычислим  
(относительно β ). Достаточно доказать, что  
для некоторой константы c  (зависящей толь- 

ко от , , ,A B B... m1 , p  и  M ) выполнена оцен-

ка �v|| − || ≤ ⋅cu
1

2
k sL k2

, для всех k , т. е. �v{ }k   

быстро сходится в  �,C H( )sL
n

2
 к  u. Заметим, что 

� � � � � �
v v|| − || ≤ || − || + || − | || + || | − || ,τ τu u u uu uk sL k k sL k G sL G sL

k
k

k
k2 2 2 2

 
� � � � � �
v v|| − || ≤ || − || + || − | || + || | − || ,τ τu u u uu uk sL k k sL k G sL G sL

k
k

k
k2 2 2 2

 где �uk  – интерполяция сеточ- 
ной функции, вычисленной по алгоритму (2) из 
точных значений ,Gk

|ϕ  f ;Gk
| τ  u

Gk
k

�| τ  – интерполя- 
ция Gk -дискретизации точного решения u  диф-
ференциальной задачи (1). Слагаемые в  правой 
части последнего неравенства оцениваются соот-
ветственно с учётом устойчивости разностной схе-
мы (2); по теореме о сходимости разностной схемы 
в сеточных нормах [8, 10]; с помощью свойств ин-
терполяций [12] и оценок, аналогичных используе-
мым в схеме доказательства теоремы единственно-
сти для (1) в [8, c. 194].

Наш метод позволяет доказать различные ва-
рианты и  обобщения теоремы 2. В  отличие от 
немногих имеющихся в  области вычислимости 
дифференциальных уравнений с частными про-
изводными результатов, наш подход не требует 
существования явных формул решения и,  сле-
довательно, применим к более широкому классу 
задач. Анализ сложности вычислений в числовых 
полях может привести к нетривиальным оценкам 
сложности вычисления решений дифференци-
альных уравнений.
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