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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В ТЕОРИИ СВЕРХКРИТИЧЕСКОЙ
ФЛЮИДНОЙ ЭКСТРАКЦИИ МАСЛА ИЗ ПОЛИДИСПЕРСНОГО
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В статье обсуждается асимптотическое представление основной характеристики
процесса сверхкритической флюидной экстракции – кривой выхода масла (КВМ). Кри-
вая показываетдинамику накопления целевых извлекаемых компонент (масла) ктеку-
щему моменту времени процесса и является, фактически, единственной измеряемой
характеристикой. На основе КВМпроводится адаптация моделей к конкретному виду
сырья и условиям экстракции. С точки зрения решения обратных задач, важно уметь
вычислять кривую выхода масла быстро на основе простых аналитических формул.
Для решения этого вопроса предложено асимптотическое разложение КВМ по малому
параметру – безразмерной удельной поверхности частиц молотого сырья.

Ключевые слова: сверхкритическая флюидная экстракция, кривая выхода масла,
растительное сырье, асимптотическое разложение.

Процесс сверхкритической флюидной экстракции (СФЭ) важен для фармацев-
тической, пищевой, химической и других отраслей мировой промышленности [1].
Применение процесса для извлечения ценных фракций масла, триглицеридов, из
высокомасличного растительного сырья такого, как семена рапса, подсолнечника,
тыквыидругих, позволяет существенноповысить качество конечногопродукта, его
доступность. При реализации процесса измельченное сырье фиксируется в цилин-
дрической колонке аппарата, и через образовавшийся пористый зернистый слой
фильтруется растворитель с заданным расходом. Это приводит к растворению мас-
ла в экстрагенте с последующим выносом его к выходному сечению колонки. С це-
лью идентификации оптимальных условий производства проводятся лаборатор-
ные эксперименты, в результате которых измеряется так называемая кривая вы-
хода масла (КВМ). Она показывает количество масла, извлеченного из аппарата к
текущему моменту времени [3].

Характерно, что для многих видов высокомасличных растительных клеточных
структур наблюдается резкая смена режима экстракции. На первом этапе линейно-
го роста из аппарата выходит насыщенный раствор, с постоянной, максимальной,
массовой концентрацией растворенных веществ. На втором, завершающем, этапе
экстракции, экстрагент характеризуется предельно низким содержанием масла у
выходного сечения аппарата. Переход между этапами происходит резко, в течение
небольшого интервала времени.

Наблюдаемую динамику процесса принято интерпретировать в рамках подхо-
да взаимопроникающих и взаимодействующих континуумов [2]. При этом филь-
трацию раствора через пористый слой описывают в рамках квазистационарного
конвективного переноса без учета конвективной диффузии (дисперсии) [4]. Соот-
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ветствующее уравнение в безразмерном виде принимает следующий вид

∂c

∂ζ
=

∫ +∞

0
q f (ξ)dξ, c|ζ=0 = 0. (1)

Массовый поток q с единицы поверхности сферической частицы безразмерного ра-
диуса ξ получается в рамках схематизации сужающегося ядра [4, 5] для описания
многофазного процесса диффузии в индивидуальной частице

∂s

∂τ
= q, s|τ=0 = 0, q = 1

ξ2λ(s)(1− c), λ(s) = 0.5(1− s)1/3

1− (1− s)1/3
. (2)

Здесь τ – безразмерное время процесса, ζ – безразмерная координата вдоль оси
аппарата, 0 < s(τ,ζ) < 1 – доля масла, неизвлеченного из частицы, 0 < c(τ,ζ) < 1 –
текущаямассовая концентрациямасла, растворенного в экстрагенте в порах зерни-
стого слоя, f – функция плотности объемного распределения частиц по размерам.
Соответствующие масштабы пространства, времени и размера частиц принимают
следующий вид

ζ∼ H , τ∼ θ0

θ∗
H(1−m)

v
, ξ2 ∼ 6De f f

H(1−m)

v
,

где H – высота экстракционной колонны, θ0 – плотность текущих запасов масла в
сырье, θ∗ – концентрация насыщения масла в растворителе, m – пористость слоя,
v – скорость фильтрации растворителя.

Для задачи (1)–(2) полученорешение в квадратурах относительноКВМдляпро-
извольной плотности распределения f . Для этого разделим уравнение (2) на λ(s) и
проинтегрируемповремени, учитываяначальное условие в частице. Тогдаполучим
алгебраическое уравнение, задающее функцию s = s((τ− y)/ξ2) неявным образом

ϕ(s) ≡ 3(1− (1− s)2/3)−2s = min

{
1,
τ− y

ξ2

}
, y(τ,ζ) =

∫ τ

0
c(ω,ζ)dω, (3)

где функция 0 < y < ζ имеет смысл долимасла, извлеченного из части аппарата [0;ζ]
к текущему моменту времени τ. Уравнение (3) явным образом учитывает тот факт,
что s не может превышать единицы – условие ее полного истощения.

Аналогичным образом, интегрируя уравнение (1) по времени и по простран-
ству, придем с учетом определения

k(ω) =
∫ +∞

0
s

(
ω

ξ2

)
f (ξ)dξ (4)

к следующим соотношениям∫ τ−

0

dω

k(ω)
= 1, τ> τ− :

∫ τ

τ−Y (τ)

dω

k(ω)
= 1 (5)

относительно искомой функции – кривой выхода масла

y(τ,1) ≡ Y (τ) =
∫ τ

0
c(τ,1)dτ.
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Момент времени τ= τ− отвечает окончанию начального линейного по выходу
масла этапа экстракции, когда Y (τ) = τ в силу выбранной нормировки. На втором
этапе, τ > τ−, КВМ должна определяться из решения интегрального уравнения (5)
либо численным интегрированием задачи (1)–(2).

Уравнениями (5) при известной зависимости (3) для сферических частиц дает-
ся полное решение математической модели процесса СФЭ для произвольной функ-
циираспределениячастицмолотого сырьяпоразмерам.Однакоизвестно, что в экс-
перименте, как правило, реализуется специальный случай распределения частиц,
характеризуемый двумя ярковыраженными модами. То есть в навеске сырья мож-
но выделить две фракции частиц, характерные размеры которых существенно от-
личаются между собой. Математически это выражается следующим образом

f (ξ) =αδ(ξ−ξ1)+ (1−α) f2(ξ), ξ−2
2 =

∫ ∞

0

f2(ξ)

ξ2 dξ,

где α – объемная доля первой, мелкодисперсной фракции размера ξ1. Ее распре-
деление дается функцией Дирака δ(x). Распределение частиц второй фракции по
размерам дается функцией плотности f2 с характерным размером ξ2.

Соответственно уточним выражение (4) для функции k(τ)

k(τ) =αs
( τ
ξ2

1

)
+ (1−α)

∫ +∞

0
s
( τ
ξ2

)
f2(ξ)dξ, (6)

характеризующей степень истощения некоторого сечения зернистого слоя.
В силу выбранной нормировки справедливо ξ2

1 ≪ 1 ≪ ξ2
2. В связи с этим харак-

терные значения аргумента у f1(ξ) много меньше, а у f2(ξ) — много больше едини-
цы. Тогда на втором и на переходном этапах экстракции значения первого члена в
правой части уравнения (6) определяются поведением s(ϕ) при ϕ→∞, а второго —
при ϕ→ 0. Устремляя к нулю размер частиц пылевой фракции ξ2

1 → 0 при сохране-
нии их полной объемной доли α в аппарате, имея в виду

s(ϕ→ 0) =√
3ϕ− 2

3
ϕ+O(ϕ3/2), s(ϕ≥ 1) = 1,

и подставляя ϕ = τ/ξ2, с учетом (6) получим разложение k(τ) для сферических ча-
стиц

k(τ) =α+ (1−α)

p
3τ

ξ2
− 2

3
(1−α)Ω

τ

ξ2
2

+O(τ3/2ξ−3
2 ), Ω=

∫ ∞

0

ξ2
2

ξ2 f2(ξ)dξ, (7)

где Ω – характеризует дисперсию распределения f2.
Аналитическое представление k(τ) в виде ряда (7) по целым степеням τ1/2 поз-

воляет проинтегрировать общее решение (5) и получить неявные алгебраические
соотношения, определяющие КВМ Y (τ) на интервале τ− < τ≪ ξ2

2, и соответствую-
щую продолжительность τ− линейного этапа экстракции. Учитывая, что согласно
формуле (7) они справедливы с точностью O(ξ−3

2 ), в результате получаются явные
соотношения для вычисления τ− и КВМ Y (τ) с той же точностью.

Подстановка (7) в (5), разложение подынтегральной функции k−1(τ) по малому
параметру ξ−1

2 и последующее интегрирование приводят к неявному алгебраиче-
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скому уравнению относительно КВМ Y (τ):

α= Y − 1−α
α

2
p

3

3

(
τ3/2 − (τ−Y )3/2

)
ξ−1

2 +
1−α
α

(Ω
3
+ 3

2

1−α
α

)(
τ2 − (τ−Y )2

)
ξ−2

2 +O(ξ−3
2 ). (8)

Удерживая далее три главных члена разложения кривой выхода масла по степеням
ξ−1

2 , получим

Y (τ) =α+ 2p
3

1−α
αξ2

(
τ3/2 − (τ−α)3/2

)
−

1−α
2α2ξ2

2

(
2α2Ω(2τ−α)+3(1−α)(α2 −2ατ+4τ2)−

12τ3/2(1−α)
p
τ−α

)
+O(ξ−3

2 ), τ> τ−.

(9)

Аналогичные вычисления для времени окончания линейного этапа экстракции да-
ют

τ− =α+ 2p
3

(1−α)α1/2

ξ2
+ 1−α

2ξ2
2

(
1−α− 2

3
Ωα

)
+O(ξ−3

2 ). (10)

Асимптотическиеформулы (9) – (10) определяютполное решение задачи оСФЭ
масла из бимодальной зернистой средына конечных временах для сферических ча-
стиц. Формулы справедливы для имеющих практический интерес интервалов зна-
чений ξ2, а также времен экстракции τ. Аналитическое представление зависимости
позволяет эффективно проводить вычисления с использованием ЭВМ, что способ-
ствует быстрому решению обратных задач и идентификации параметров модели.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19–31–60013).
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ASYMPTOTIC EXPANSIONS IN THE THEORY OF SUPERCRITICAL FLUID EXTRACTION OF OIL
FROM POLYDISPERSE RAWMATERIAL WITH HIGH INITIAL OIL CONTENT

A.A. Salamatin

The paper discusses the asymptotic representation of the main characteristic of the supercritical fluid
extraction process – the overall extraction curve (OEC). The curve shows the dynamics of accumulation
of solute, i.e., the oil, by the current time of the process and is, in fact, the only measurable charac-
teristic. On the basis of the OEC, models are adapted to a specific type of raw material and extraction
conditions. From the point of view of solving the inverse problems, it is important to be able to cal-
culate the OECs quickly based on simple analytical formulae. To solve this problem, we propose an
asymptotic expansion of OEC with respect to a small parameter – the dimensionless specific surface
area of the particles of ground raw material.
Keywords: supercritical fluid extraction,overall extraction curve, vegetable raw material, asymptotic ex-
pansion.

УДК 539.3

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА КОНСТРУКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ МЭМС
И НЭМС ДАТЧИКОВ
О.А. Салтыкова1

1 —; БСГТУ имени Гагарина Ю.А.

Работа посвящена математическому моделированию и исследованию нелинейной ди-
намики контактного взаимодействия балочной структуры, находящейся в поле дей-
ствия белого шума и других динамических нагрузок. При построении математической
модели учтена геометрическая и конструктивная нелинейность балочной структу-
ры, а также влияние моментов высших порядков. В работе исследуется тип хаотиче-
ских колебаний в зависимости от внешних воздействий, геометрических и размерно-
зависимых параметров исследуемой механической структуры.

Ключевые слова: хаос, гипотеза Эйлера-Бернулли, гипотеза Тимошенко, старший
показатель Ляпунова, спектр показателей Ляпунова.

Механическиемикро- и нано-размерные структуры, состоящие из балок и пла-
стин с зазорами между ними являются составными элементами современных мик-
ро и нано электромеханических датчиков, применяемых в самых различных обла-
стях [1]. Такие датчики во время эксплуатации подвержены различным внешним
воздействиям, что влияет на точность и надежность работы всего устройства. За-
зор, имеющийся между элементами, зачастую приводит всю конструкцию в состо-
яние колебаний хаотического характера даже при наличии незначительного проги-
ба. По классификации П.А.Лукаша [2] контактное взаимодействие приводит к кон-
структивной нелинейности. В связи с этим актуальным является построение мате-
матических моделей контактного взаимодействия балочных структур, описывае-
мых различными кинематическими гипотезами с учетом нескольких типов внеш-
них воздействий. Объектом исследования является балочная структура, состоящая
из двух нанобалок с зазором между ними. Балки описываются кинематическими
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