
�4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ëåêöèÿ 6

Â ïðèìåíåíèÿõ ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èññëåäîâàòåëü ÷àùå âñåãî
èìååò äåëî ñ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàáëþäàåìîãî îáúåêòà, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ � ñîñòîÿíèé îáúåêòà. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî âñå îíè îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå Ω, è åñëè
ìû ïðèñòóïàåì ê ïîñòðîåíèþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, íà îñíîâàíèè êîòî-
ðîé áóäåò ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé õàðàêòåðèñòèêè ξ = ξ(ω),
òî ìû äîëæíû ïîíèìàòü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàíî èñõîäíûì
ðàñïðåäåëåíèåì P íà σ-àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ Ω. Íàïîìíèì, ÷òî òàêîãî
ðîäà ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè âûâîäå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî è áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Èòàê, ìû ïðèñòóïàåì ê òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèé ξ = ξ(ω) íà
ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ôèêñèðóÿ íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî (Ω,A, P ). Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè ξ ñëóæèò ýâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî R, è ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ. Ïîñêîëüêó íàñ, â îñíîâíîì, áóäóò èíòåðåñîâàòü âåðîÿòíî-
ñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé ξ â èíòåðâàëû, òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü áóëåâó
σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ R, ïîðîæäåííóþ âñåâîçìîæíûìè èíòåðâàëàìè íà
ïðÿìîé R. Êàê íàì èçâåñòíî èç îáùåãî êóðñà àíàëèçà, òàêàÿ σ-àëãåáðà B,
ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ñ÷åòíîãî ÷èñëà èí-
òåðâàëîâ, íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì ïîëåì, è äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü îòêðûòûå èíòåðâàëû âèäà (−∞, x).

Ââåäåì èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (R,B) çíà÷åíèé ξ è ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèé, ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûé ìåòîä �íàâåäåíèÿ� ðàñïðåäåëåíèÿ P ξ íà
B ïîñðåäñòâîì âåðîÿòíîñòè P íà A. Êàæäîìó áîðåëåâñêîìó ìíîæåñòâó
B ∈ B ñîïîñòàâèì åãî ïðîîáðàç ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ⊂ Ω. Åñëè
ξ−1(B) ∈ A, òî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ
ξ â B êàê P ξ(B) = P (ξ−1(B)). Ôóíêöèè, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì
ξ−1(B) ∈ A ïðè ëþáîì B ∈ B, íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè, è â äàëüíåé-
øåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêèå õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäàåìîãî
îáúåêòà. Ìû ïîäîøëè ê îñíîâíîìó ïîíÿòèþ òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé íà ïîä-
ìíîæåñòâàõ R.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ = ξ(ω) íàçûâàåòñÿ èçìå-
ðèìîå îòîáðàæåíèå èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà ( Ω, A ) íà áîðåëåâñêóþ

1



ïðÿìóþ (R,B), ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé íà σ-àëãåáðå B èíäóöèðóåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì P íà σ-àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ìû ìîã-
ëè áû íå îáðàùàòüñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êàê èçìåðèìîé
ôóíêöèè, à ïðîñòî ñêàçàòü, ÷òî ñåé÷àñ ìû çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ åñòü
÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû îïèñàòü êëàññ âîçìîæíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èíîãäà ïðîñòî íåîáõîäèìî
çíàòü ïðè÷èíó èçìåí÷èâîñòè ñîñòîÿíèé îáúåêòà (èëè èíñòðóìåíòà èññëåäî-
âàíèÿ), êîòîðàÿ îáóñëàâëèâàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèÿõ
ξ.

Áîðåëåâñêîå ïîëå B, íà êîòîðîì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàñïðåäåëåíèå ξ,
ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûì îáúåêòîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðîåíèé åãî ýëå-
ìåíòîâ, ïîýòîìó çàäàíèå ôóíêöèè P (B), B ∈ B ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-
íî íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé. Îäíàêî ìû çíàåì, ÷òî B ïîðîæäàåòñÿ èíòåð-
âàëàìè âèäà (−∞, x) (ñîáûòèÿìè ξ < x), è ýòî óêàçûâàåò ïðîñòîé ïóòü ê
çàäàíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×òî åñëè íà÷àòü ñ çàäàíèÿ
âåðîÿòíîñòè òîëüêî íà ñîáûòèÿõ, ïîðîæäàþùèõ B, òî åñòü ñ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè F (x) = P (ξ < x), x ∈ R, ïîòîì ðàñïðîñòðàíèòü åå àääèòèâíûì
îáðàçîì íà áóëåâó àëãåáðó êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé âñåâîçìîæíûõ èíòåðâà-
ëîâ íà R, ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ
íà áóëåâîé àëãåáðå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî ìîíî-
òîííî óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáûòèé (ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ),
è, íàêîíåö, çàêîí÷èòü ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòè íà B ññûëêîé íà òåîðåìó îá
åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ áóëåâîé àëãåáðû îáúåäèíåíèé
èíòåðâàëîâ íà ïîðîæäåííóþ ýòîé àëãåáðîé σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ïîäìíî-
æåñòâ R.

Ìû ïðèñòóïàåì ê ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîãðàììû è ââåäåì ñíà÷àëà

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ F (x) = P (ξ < x), îïðåäåëåííàÿ íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ.

Ïðèì å ð 4.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò ñ íåíóëåâîé âå-
ðîÿòíîñòüþ âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: x = −1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 è x = +1 ñ òîé
æå âåðîÿòíîñòüþ 1/2 (èãðà â îðëÿíêó ñî ñòàâêîé 1 ðóáëü). Òîãäà ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò ñëåäóþùèé âèä.
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x < −1 ìíîæåñòâî (−∞, x) íå ñîäåðæèò
çíà÷åíèé ξ, êîòîðûå îíà ìîãëà áû ïðèíÿòü ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ,
òàê ÷òî F (x) = P (ξ < x) = 0. Äàëåå, F (−1) = P (ξ < −1) = 0, íî
åñëè −1 < x 6 +1, òî F (x) = P (ξ = −1) = 1/2. Â îáëàñòè x > +1
ñîäåðæàòñÿ âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, êîòîðûå îíà ïðèíèìàåò ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, ïîýòîìó F (x) = 1 ïðè x > +1.

Èññëåäóåì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè F.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ F (x), x ∈ R îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè.

(F1) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

(F2) F (x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ x ∈ R.

(F3) Ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà: lim
x→a−

F (x) = F (a).

(F4) Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â èíòåð-
âàëû íà R âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

P{ξ ∈ [ a, b)} = F (b)− F (a), P{ξ ∈ [ a, b ]} = F (b+)− F (a),

P{ξ ∈ (a, b ]} = F (b+)− F (a+), P{ξ ∈ (a, b)} = F (b)− F (a+).

(F5) Ôóíêöèÿ F (x) èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñêà÷êîâ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (F1). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé

{An = (−∞, xn), n > 1}.
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Åñëè xn ↘ −∞ ïðè n→∞, òî, î÷åâèäíî, An ↓ ∅, è, àíàëîãè÷íî,

An ↑ R(= Ω),

åñëè xn ↗ +∞. Òàê êàê

F (xn) = P (ξ < xn) = P (An),

òî ñâîéñòâà (F1) âûòåêàþò èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè (P3).

(F2). Åñëè x1 6 x2, òî F (x1) 6 F (x2), òàê êàê

A1 = (−∞, x1) ⊂ A2 = (−∞, x2)

è, â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè âåðîÿòíîñòè (ñì. (3) â ïðåäëîæåíèè 2.2),

F (x1) = P (A1) 6 P (A2) = F (x2).

(F3). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ↑ x ïðè n → ∞, òàê ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé

An = (−∞, xn) ↑ A = (−∞, x).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (P3) íåïðåðûâíîñòè P, ïîëó÷àåì

F (xn) = P (An)→ P (A) = F (x),

÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ñëåâà ôóíêöèè F (x).

(F4). Åñëè A ⊂ B, òî P (B \ A) = P (B) − P (A) (ñì. (3) â ïðåäëî-
æåíèè 2.2). Èç ýòîãî ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîé-
ñòâà íåïðåðûâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî, íàïðèìåð, çàìêíóòûé èíòåðâàë [ a, b ] =
(−∞, b ] \ (−∞, a), è ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî (−∞, a) ⊂ (−∞, b ], òî

P{ξ ∈ [ a, b ]} = P{ξ ∈ (−∞, b ]} − P{ξ ∈ (−∞, a)} =

P (ξ 6 b)− P (ξ < a) = F (b+)− F (a).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè çàïèñü F (b+) äëÿ âûðàæåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ {ξ 6 b}. Äåëî â òîì, ÷òî P (ξ < b) = F (b), è åñëè â
òî÷êå b ôóíêöèÿ F (x) èìååò ñêà÷îê, òî åãî âåëè÷èíà ðàâíà F (b+)−F (b).

(F5). Â ýòîì ïóíêòå ïðåäëîæåíèÿ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñå ñêà÷êè (òî÷-
êè ðàçðûâà) ôóíêöèè F (x) ìîæíî çàíóìåðîâàòü. Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {An, n > 1}, ãäå An
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åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè F (x) ñ âåëè÷èíîé ñêà÷êà, íå ìåíü-
øåé 1/n. Ïîñêîëüêó 0 6 F (x) 6 1, òî ìíîæåñòâî An êîíå÷íî è ñîäåðæèò
íå áîëåå ÷åì n òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàíóìåðîâàòü âñå ñêà÷êè
ôóíêöèè F (x) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ âåëè÷èíû, îñóùåñòâëÿÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíóþ íóìåðàöèþ òî÷åê ìíîæåñòâà A1, ïîòîì A2 è òàê äàëåå, âîçìîæíî,
äî áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ÷èñëî ñêà÷êîâ F (x) íå êîíå÷íî. Ïðè òàêîì ñïîñî-
áå íóìåðàöèè ëþáîìó, ñêîëü óãîäíî ìàëîìó ïî âåëè÷èíå ñêà÷êó ôóíêöèè
F (x) ðàíî èëè ïîçäíî áóäåò ïðèñâîåí íîìåð.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì è
äîñòàòî÷íî ïðîñòûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîïàäà-
íèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàëû íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.
Îäíàêî, åñëè ìû îïðåäåëèì òîëüêî âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòîâ áîðåëåâñêîãî
ïîëÿ B, èìåþùèõ âèä èíòåðâàëîâ, òî ñìîæåì ëè íà îñíîâàíèè èõ âû÷èñ-
ëÿòü âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñîáûòèé èç B? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x), x ∈ R, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

(F1) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1;

(F2) F (x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ x ∈ R;

(F3) F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà: lim
x→ a−

F (x) = F (a).

Òîãäà íà áîðåëåâñêîé ïðÿìîé (R, B) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿò-

íîñòü P, äëÿ êîòîðîé P{(−∞, x)} = F (x) äëÿ âñåõ x ∈ R.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ìíîæåñòâ P ′

íà ñåìåéñòâå C îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ âèäà C = Cx = (−∞, x) ïîñðåäñòâîì
ðàâåíñòâà P ′(Cx) = F (x), ïðè÷åì â ñèëó ñâîéñòâà (F1),

P ′(Ω) = P ′(R) = 1.

Ðàñïðîñòðàíèì ýòó ôóíêöèþ ìíîæåñòâ íà áóëåâó àëãåáðó A = A(C), ïî-
ðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì C. Ýëåìåíòû A áóëåâîé àëãåáðû A î÷åâèäíî èìåþò
âèä

A =
∑k

1
[ ai, bi),

è ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü (ñì. (F4) â ïðåäëîæåíèè 4.1)

P ′(A) =
∑k

1
[F (bi)− F (ai) ] .
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Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ P ′(A) íà áóëåâîé àëãåáðå A îáëàäàåò òà-
êèìè ñâîéñòâàìè âåðîÿòíîñòè, êàê íîðìèðóåìîñòü (P 1) è êîíå÷íàÿ àääè-
òèâíîñòü (P 2). Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî P ′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì σ-àääèòèâíî-
ñòè P (2 ′), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ïðîñòûì ñëåäñòâèåì îáùåé òåî-
ðåìû î ïðîäîëæåíèè ìåðû íà ïîðîæäåííóþ áóëåâîé àëãåáðîé σ-àëãåáðó,
èáî, êàê èçâåñòíî, áîðåëåâñêîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ àëãåáðîé A (áîëåå òîãî, �
ñåìåéñòâîì C).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ

An =

kn∑

i=1

[ ani; bni), n = 1, 2, . . . ,

äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî A =
∑∞

1
An ïðèíàäëåæèò àëãåáðå A. Ïî îïðåäåëå-

íèþ àëãåáðû A ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ, íå èìåþùèõ òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ:

A =
∑m

1
[ cj; dj). Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè èíòåðâàëîâ âíóò-

ðè îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ An, ìîæíî äîáèòüñÿ äëÿ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ
[ cj; dj) ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

[ cj; dj) =
∑∞

1
[ ajk; bjk), j = 1, . . . ,m.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ c < d

F (d)− F (c) =
∞∑

j=1

[F (bj)− F (aj) ], (1)

åñëè èíòåðâàë

[ c; d) =
∑∞

1
[ aj; bj).

Î÷åâèäíî,

F (d)− F (c) >
∑n

1
[F (bj)− F (aj) ],

èáî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà ∑n

1
[ aj; bj)

äî èíòåðâàëà [ c, d) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóîòêðûòûõ èíòåðâàëîâ. Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè,
ïîëó÷àåì

F (d)− F (c) >
∑∞

1
[F (bj)− F (aj) ].
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî −∞ < c < d < ∞. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå
ε > 0. Èñõîäíûé èíòåðâàë [ c; d) ñóçèì äî çàìêíóòîãî èíòåðâàëà [ c; d ′ ]
òàê, ÷òîáû d ′ < d è F (d ′) > F (d) − ε. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèè F. Àíàëîãè÷íî, êàæäûé èç èíòåðâàëîâ
[ an; bn) ðàñøèðèì äî îòêðûòîãî èíòåðâàëà (a′n; bn) òàê, ÷òîáû a′n < an è

F (a′n) > F (an)− ε/2n.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîêðûòèå

[ c; d ′ ] ⊂
∞⋃

n=1

(a′n; bn)

îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâîì îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ.
Â ñèëó èçâåñòíîé ëåììû Ãåéíå-Áîðåëÿ íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå

[ c; d ′ ] ⊂
N⋃

i=1

(a′ni; bni),

â êîòîðîì a′n1 < c, bnN > d ′ è bni−1
> a′ni äëÿ âñåõ i = 2, . . . , N. Òî÷êè

bn1, . . . , bnN−1
îáðàçóþò ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [ a′n1, bnN ), êîòîðûé ñîäåðæèò

èíòåðâàë [ c, d ′), è ïîýòîìó

F (d ′)− F (c) 6 F (bnN )− F (a′n1) = F (bn1)− F (a′n1)+

N∑

i=2

[F (bni)− F (bni−1
) ] 6

N∑

i=1

[F (bni)− F (a′ni) ] 6
∞∑

n=1

[F (bn)− F (a′n) ].

Èç ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëîâ ñëåäóåò, ÷òî

F (d)− F (c) 6 F (d ′)− F (c) + ε

è
F (bn)− F (a′n) 6 F (bn)− F (an) + ε/2n,

îòêóäà

F (d)− F (c) 6
∞∑

n=1

[F (bn)− F (an)] + 2ε. (2)

7



Óñòðåìëÿÿ ε → 0, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (1)
äëÿ êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ âèäà [ c; ∞) äîñòàòî÷íî, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñâîéñòâàìè ôóíêöèè F , ðàññìîòðåòü êîíå÷íûé èíòåðâàë [ c; d), óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ 1 − F (d) 6 ε. Îòêðûòîå ïîêðûòèå èñõîäíîãî èíòåðâàëà
[ c; ∞) èíäóöèðóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòêðûòîå ïîêðûòèå èíòåðâàëà
[ c; d ), ê êîòîðîìó ïðèìåíèìû âñå ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå
ê íåðàâåíñòâó (2). Î÷åâèäíî, ðàçíîñòü 1−F (c) íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè
(2) ñ çàìåíîé 2 ε íà 3 ε, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Т е м а VI.
Случайные величины.

Распределения случайных величин

[1, стр. 41-48; 2, стр. 166-168, стр. 186-190]

Пусть (Ω,F,P) – вероятностное пространство.

vvvvvvvvvvvvvvvvvСлучайной величиной (коротко с.в.) называется любая измеримая функция
ξ : Ω → R1, то есть функция, для которой события

{ ξ < x } = {ω : ξ(ω) < x } ∈ F , −
измеримы относительно σ -алгебры F при всех вещественных x.

Z 1 Строго говоря, необходимо уметь вычислять вероятности для всех борелевских
множеств B ∈ B(R1). Достаточность данного определения вытекает из того,
что борелевская σ-алгебра порождается всеми интервалами вида (−∞; x) (см.
задачу 55, стр. 23).

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvФункцией распределения (коротко ф.р.) с.в. ξ называется функция

F (x) = Fξ(x) := P {ξ < x} , x ∈R1.

Тот факт, что ф.р. с.в. ξ равна F (x), записывается как ξ v F (x).

1. Докажите справедливость следующих свойств для ф.р. F (x) :

F1 ) F (x) не убывает;
F2 ) lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1;

F3 ) F (x) всюду непрерывна слева.

Z 2 Иногда ф.р. определяют как F (x) = P {ξ 6 x} . Принципиальных различий
здесь нет, однако надо помнить, что в этом случае справедливо свойство

F3′) F (x) всюду непрерывна справа.



118 Т е м а VI. Распределения случайных величин

∗ ∗ ∗
Теорема.

Любая вещественная функция F (x), удовлетворяющая условиям
F1, F2, F3 (или F3′ ), является ф.р. некоторой с.в.

∗ ∗ ∗

2. Воспользовавшись свойствами вероятностной меры (непрерывность и ад-
дитивность), докажите, что вероятности попадания с.в. ξ в различного
вида промежутки можно вычислять через её ф.р. F (x) :

i) P {a 6 ξ < b} = F (b)− F (a);

ii) P {a 6 ξ 6 b} = F (b+ 0)− F (a);

iii) P {a < ξ < b} = F (b)− F (a+ 0);

iv) P {a < ξ 6 b} = F (b+ 0)− F (a+ 0);

v) P {ξ > a} = 1− F (a);

vi) P {ξ = b} = F (b+ 0)− F (b);

• P {ξ = b} = 0 ⇔ ф.р. F непрерывна в точке x = b.

3.> Докажите, что число точек разрыва ф.р. не более чем счетно.

С.в. ξ имеет vvvvvvvvvvvvдискретный тип распределения, если найдется такое конеч-

ное или счетное множество X =
〈
xk
〉N
k=1

, N 6 ∞, что

pk := P {ξ = xk} > 0 и
∑N

1 pk = 1. (∗)
Множество X называется vvvvvvvносителем с.в. или множеством её значений.

Z 3 Ф.р. F (x) дискретной с.в. имеет ступенчатый вид (см. ниже пример 2). В си-
лу утверждения задачи 2vi) высота ступеньки F (x) в точке xk как раз равна
вероятности pk попадания в эту точку.
Иногда с.в. дискретного типа определяют как с.в., функция распределения ко-
торой имеет ступенчатый вид.

Дискретную с.в. с конечным и не очень большим числом N точек носи-
теля можно задать посредством таблицы вероятностей

X x1 · · · xN

P p1 · · · pN
.

При этом необходимо следить за выполнением свойств (∗).
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Пример 1. Самое популярное дискретное распределение – это классиче-
ское распределение на конечном носителе:

X x1 · · · xN

P 1
N · · · 1

N

.

Пример 2. Таблица вероятностей с.в. ξ задана не полностью:

X 2 −1 0

P 1

4

1

4
C

.

Понятно, что неизвестная константа мо-
жет равняться только C = 1/2 . На рисун-
ке справа приведен график соответствующей
функции распределения. x

F

¾

¾

¾

-1 0 2

1
4

3
4

1

Пример 3. С.в. ξ принимает все натуральные значения с вероятностя-
ми, обратно пропорциональными квадратам этих значений. Во сколько раз
вероятность получения нечетного числа больше вероятности четного числа?

Решение. Носитель распределения X =
〈
1, 2, . . .

〉
, а вероятности

pk = P {ξ = k} =
C

k2 , k = 1, 2, . . . .

Из курса анализа (тема ряды Фурье) известно, что
∞∑

k=1

1

k2
=

π2

6
.

Чтобы соблюсти свойство (∗), необходимо положить константу C = 6/π2 :

pk =
6

(πk)2
.

Поскольку сумма нечетных членов ряда
∞∑

k=1

1

(2k − 1)2
=

π 2

8
,

то вероятность получения нечетного числа равна (6 π2)/(8 π2) = 3/4 , что
втрое больше вероятности для четного числа ( 1/4 = 1− 3/4 ) .
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

19. Выяснить, являются ли функции F (x) функциями распределения. В
случае отрицательного ответа, предложить вариант исправления. По-
строить графики F (x). Определить к какому типу они принадлежат.

i) F (x) =





0, x 6 0,

0.3, x ∈ (0; 1],

0.5, x ∈ (1; 2],

1, x > 2;

F (x) =





0, x 6 0,

sinx, x ∈
(
0;

π
2

]
,

1, x >
π
2
.

ii) F (x) =





0, x 6 0,
x
10
, x ∈ (0; 5],

0.4, x ∈ (5; 6],

1, x > 6;

F (x) =





0.001, x 6 −1,

0.01, x ∈ (−1, 0],

0.1, x ∈ (0, 1],

1, x > 1.

iii) F (x) =





ex

2
, x < 0,

0.8, x ∈ [0; 1),

1, x > 1;

F (x) =





0, x < −1,

0.3, x ∈ [−1; 0],

1, x > 0.

iv) F (x) =





0, x 6 0,

0.5, x ∈ (0; 1),

0.7, x ∈ [1; 2],

1, x > 2;

F (x) =

{
ex, x 6 0,

1, x > 0;

v) F (x) =





0, x 6 −π
2
,

cos x, x ∈
(
−π

2
; 0
]
,

1, x > 0;

F (x) =





0, x 6 0,

0.3, x ∈ (0; 1],

0.2, x ∈ (1; 2],

1, x > 2.

vi) F (x) =





1
1 + x2 , x 6 0,

x2

1 + x2 , x > 0;

F (x) =

{
0, x 6 0,

1− e−x, x > 0.


