
Глава 4

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ.

К уравнениям эллиптического тира приводит изучение стационарных (ус-
тановившихся), т.е. не меняющихся во времени процессов различной фи-
зической природы. Мы рассмотрим простейшее уравнение эллиптического
типа – уравнение Пуассона, которое, соответственно, в случае двух и трех
ролсьопнственных переменных имеет вид

△u ≡ uxx + uyy = f(x, y), △u ≡ uxx + uyy + uzz = f(x, y, z).

Однородное уравнение Пуассона

△u = 0

называется уравнением Лапласа, а оператор △ – оператором Лапласа.

Определение 4.0.1 Функция u, имеющая непрерывные частные про-
изводные до второго порядка включительно в некоторой области Ω
(т.е. u ∈ C2(Ω)) и удовлетворяющая уравнению Лапласа в этой об-
ласти, называется гармоноческой в Ω.

4.1 Формула Грина.

Пусть Ω – ограниченная область в Rn (n = 2, 3) с границей Γ, которая
состоит из конечного числа гладких кривых. Пусть u, η – функции, непре-
рывные вместе со своими первыми производными в Ω

∪
Γ = Ω, и имеющих

непрерывные вторые производные в (т.е. u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω)). В случае двух
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переменных (n = 2) имеем

η△u− u△η = ηuxx + ηuyy − uηxx − uηyy = ηuxx + ηxux + ηuyy + ηyuy−

−uηxx − ηxuxηyy − ηyuy = [ηux − uηx]x + [ηuy − uηy]y.

Проинтегрируем это тождество по области Ω и применим к интегралу в пра-
вой части формулу Гаусса-Остроградского∫

Ω

[Px +Qy]dΩ =

∫
Γ

[P cos(n̂, x) +Q cos(n̂, y)]dΓ,

где n – единичная внешняя нормаль к Γ, (n̂, x) и (n̂, y) – углы между n и
осями абсцисс Ox и ординат Oy. В результате получим∫
Ω

[η△u− u△η]dΩ =

∫
Γ

[(ηux − uηx) cos(n̂, x) + (ηuy − uηy) cos(n̂, y)]dΓ =

=

∫
Γ

[η(ux cos(n̂, x) + uy cos(n̂, y))]− u(ηx) cos(n̂, x) + ηy) cos(n̂, y)]dΓ,

т.е. ∫
Ω

[
η△u− u△η

]
dΩ =

∫
Γ

[
η
∂u

∂n
− u

∂η

∂n

]
dΓ, (4.1)

где
∂u

∂n
= ux cos(n̂, x) + uy cos(n̂, y). (4.2)

Формула (4.1) называется формулой Грина, функция ∂u/∂n, определяемая
формулой (4.2), называется производной функции u по направлению внеш-
ней нормали n, или нормальной производной функции u. Очевидно, ∂u/∂n
– проекция градиента ∇u = (ux, uy) на направление внешней нормали n,
т.к. n = (n1, n2), n1 = cos(n̂, x) , n2) cos(n̂, y).

Все вышеизложенное без труда распространяется и на трехмерный слу-
чай, причем формула (4.1) выглядит точно так же, а в правой части формулы
(4.2) добавляется слагаемое uz cos(n̂, z).

4.2 Фундаментальное решение уравнения Лапласа.

Рассмотрим сначала двухмерный случай.
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Пусть M(x, y), M0(x0, y0) – соответственно, переменная и фиксирован-
ная точки плоскости, r = rMM0

=
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 – расстояние

между ними. Найдем решение уравнения Лапласа

△u ≡ uxx + uyy = 0 (4.3)

вида u = u(r).
Перейдем в уравнении (4.3) от переменных x, y к переменной r. Имеем

rx = ((x− x0)
2 + (y − y0)

2)−1/2(x− x0) = (x− x0)/r,

rxx = (r − (x− x0)rx)/r
2 = (r − (x− x0)

2/r)/r2 = (r2 − (x− x0)
2)/r3,

аналогично,

ry = (y − y0)/r, ryy = (r2 − (y − y0)
2)/r3.

Отсюда

uxx = urrr
2
x + urrxx = urr(x− x0)

2/r2 + ur(r
2 − (x− x0)

2)/r3,

uyy = urr(y − y0)
2/r2 + ur(r

2 − (y − y0)
2)/r3,

а значит,

△u=urr
(x− x0)

2+ (y− y0)
2

r2
+ ur

2r2− (x− x0)
2− (y− y0)

2

r3
=urr+

1

r
ur =0,

т.е. 0 = r urr + ur = (r ur)r, r ur = c1, u = c1 ln r + c2. Полагая, в частности,
c1 = −1, c2 = 0, получим следующее решение уравнения Лапласа:

q(M,M0) = q(x, y;x0, y0) = ln
1

rMM0

. (4.4)

Функция q является гармоноческой в любой конечной точке M(x, y), от-
личной от точки M0. Эта функция называется фундаментальным решением
уравнения Лапласа.

В случае трех переменных имеем

rx = (x− x0)/r, ry = (y − y0)/r, rz = (z − z0)/r,

rxx = (r2− (x− x0)
2)/r3, ryy = (r2− (y − y0)

2)/r3, rzz = (r2− (z − z0)
2)/r3.

Отсюда
uxx = urr(x− x0)

2/r2 + ur(r
2 − (x− x0)

2)/r3,

uyy = urr(y − y0)
2/r2 + ur(r

2 − (y − y0)
2)/r3,
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uzz = urr(z − z0)
2/r2 + ur(r

2 − (z − z0)
2)/r3,

а значит,

△u = urr
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

r2
+

+ur
3r2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2 − (z − z0)

2

r3
= urr +

2

r
ur = 0,

т.е. 0 = r2 urr + 2rur = (r2 ur)r, r2 ur = c1, u = −c1/r + c2. Полагая, в част-
ности, c1 = −1, c2 = 0, получим следующее решение уравнения Лапласа:

q(M,M0) = q(x, y, z;x0, y0, z0) =
1

rMM0

, (4.5)

где rMM0
=

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

Функция q является гармоноческой в любой конечной точке M(x, y), от-
личной от точки M0. Эта функция называется фундаментальным решением
уравнения Лапласа.

4.3 Интегральные представления функций.

Рассмотрим сначала двухмерный случай. Пусть u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω), M0

– произвольная фиксированная точка области Ω. Вырехжем из области Ω
круг Bε(M0) = {M ∈ R2 : rMM0

< ε} радиуса ε с центром в точке M0 и
обозначим через Ωε оставшуюся часть области Ω: Ωε = Ω \ Bε, а через Γε

– окружность радиуса ε с центром в точке M0 (Γε – граница Bε). Очевидно,
границей Ωε является объединение Γ

∪
Γε.

Запишем формулу Грина (4.1) для области Ωε, взяв в качестве u ука-
занную выше функцию, а в качестве η – фундаментальное решение (4.4):
η = ln

(
1/rMM0

)
; очевидно, что в области Ωε функция η обладает всеми

необходимыми свойствами, причем △
(
ln
(
1/rMM0

))
= 0. Для краткости

будем обозначать rMM0
= r. Имеем

∫
Ωε

ln
1

r
△udΩ =

∫
Γ

[
ln

1

r

∂u

∂n
−u

∂ ln
1

r
∂n

]
dΓ+

∫
Γε

[
ln

1

r

∂u

∂n
−u

∂ ln
1

r
∂n

]
dΓ. (4.6)

Перейдем к пределу при ε → 0 в соотношении (4.6). Слева получим в
пределе интеграл по все области Ω. Первое слагаемое в правой части (4.6)
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от ε не зависит. Покажем, что второе слагаемое в правой части (4.6) стре-
мится к пределу −2πu(M0).

На окружности Γε направление внешней нормали прямо противополож-
но направлению радиуса

−−−→
M0M , а r ≡ ε, поэтому

∂ ln
1

r
∂n

∣∣∣∣∣∣∣
Γε

= −
∂ ln

1

r
∂r

∣∣∣∣∣∣∣
Γε

=
1

r

∣∣∣∣
Γε

=
1

ε
.

Следовательно,

I2 =

∫
Γε

u
∂ ln

1

r
∂n

dΓ =
1

ε

∫
Γε

udΓ.

Применяя к правой части теорему о среднем значении, получим

I2 =
1

ε
2πu(M∗)ε = 2 πu(M∗),

где (M∗) – некоторая точка окружности Γε. Поскольку функция u непре-
рывна в Ω, то u(M∗) → u(M0) при ε→ 0 и, следовательно, I2 → 2 πu(M0).

Производные первого порядка функции u непрерывны и, следовательно,
ограничены на замкнутом множестве Ω

∪
Γ, поэтому существует такая по-

стоянная A ≥ 0, что |∂u/∂x| ≤ A, |∂u/∂y| ≤ A, а значит, |∂u/∂n| ≤ 2A на
Ω
∪

Γ. Но тогда

|I1| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Γε

ln
1

r

∂u

∂n
dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2A ln
1

ε
dΓ = 4πAε ln

1

ε
→ 0 при ε→ 0.

Таким образом, предел второго слагаемого в правой части (4.6) равен
−2 πu(M0), и переходя в (4.6) к пределу при ε→ 0, получим∫

Ω

ln
1

r
△udΩ =

∫
Γ

[
ln

1

r

∂u

∂n
− u

∂ ln
1

r
∂n

]
dΓ− 2 πu(M0),

а значит,

u(M0) =
1

2π

∫
Γ

[
ln

1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂ ln
1

rPM0

∂n

]
dΓ−

− 1

2π

∫
Ω

ln
1

rMM0

△u(M)dΩ,

(4.7)
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где через M обозначена переменная точка области Ω, а через P – перемен-
ная точка контура Γ.

Итак, любая функция u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω) допускает интегральное пред-

ставление (4.7). Если, в частности, функция u является гармонической, то
из (4.7) получим

u(M0) =
1

2π

∫
Γ

[
ln

1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂ ln
1

rPM0

∂n

]
dΓ , (4.8)

т.е. значение гармонической в любой точке ограниченной области Ω выра-
жается через значение этой функции и ее нормальной производной на гра-
нице Γ области.

Аналогично может быть получено интегральное представление в случае
трех переменных. В качестве η нужно выбрать фундаментальное решение
(4.5): η = 1/rMM0

, в качестве Bε – шар радиуса ε с центром в точке M0, и

воспользоваться тем, что в этом случае
∫
Γε

dΓ = 4πε2.

Интегральное представление любой функции u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω) в трех-

мерном случае имеет вид

u(M0) =
1

4π

∫
Γ

[
1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂
1

rPM0

∂n

]
dΓ−

− 1

4π

∫
Ω

1

rMM0

△u(M)dΩ,

(4.9)

а если функция u является гармонической, то имеем

u(M0) =
1

4π

∫
Γ

[
1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂
1

rPM0

∂n

]
dΓ . (4.10)

4.4 Основные свойства гармонических функций.

Справедлива
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