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�1 Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü äàëåå F îçíà÷àåò ÷èñëîâîå ïîëå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èëè C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1.1 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

)
Ìíîæåñòâî X, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçîâåì âåêòîðàìè, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì)

ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F , åñëè â íåì çàäàíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèÿ x+ y âåêòîðîâ x, y ∈ X è
óìíîæåíèÿ λx âåêòîðà x ∈ X íà ÷èñëî λ ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ x+ y = y + x;

• àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (x+ y) + z = x+ (y + z);

• àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ λ(µx) = (λµ)x;

• äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ λ(x+ y) = λx+ λy;

• äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ (λ+ µ)x = λx+ µx;

• ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà 0: x+ 0 = x;

• ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà −x: x+ (−x) = 0;

• óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1: 1x = x.

Ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè àêñèîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîãî x ∈ X åäèíñòâåííîãî îò-
ðèöàòåëüíîãî âåêòîðà −x = (−1)x.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rn, C[0, 1], lp ∀p > 1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ò.å.
ëèíåéíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû; ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

1. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ âåêòîð

λ1x1 + λ2x2 + · · ·λnxn, λi ∈ F. (1)

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λi

îòëè÷åí îò íóëÿ.

2. Âåêòîðû x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ (1), ðàâíàÿ íóëþ, è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè òîëüêî òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ (1) ðàâíà
íóëþ.

3. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáàÿ åå êîíå÷-
íàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîX èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ, à ëþáûå n+ 1 âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

5. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X � áåñêîíå÷íîìåðíîå, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n â íåì ñóùå-
ñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

6. Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàä ïîëåì F èìååò ðàçìåðíîñòü n, òî ëþáàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà èç n åãî âåêòîðîâ (e1, e2, . . . , en) îáðàçóåò áàçèñ X: ëþáîé âåêòîð x ∈ X

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =

n∑
i=1

xiei, xi ∈ F .
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Ïîäïðîñòðàíñòâî è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X0 ⊂ X â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X0 è λ ∈ F ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ x + y ∈ X0, λx ∈ X0. Êàæäîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî X0 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X.

2. Íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X0, ñîäåðæàùåå ñèñòåìó âåêòîðîâ V ⊂ X, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé ýòîé ñèñòåìû è îáîçíà÷àåòñÿ spanV . Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà spanV ñîñòîèò èç âñåõ
âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà X òàêèõ, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

x =

k∑
i=1

λivi, ãäå λi ∈ F è vi ∈ X.

Èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü X1 è X2 � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

1. Îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè f(α + βy) = αf(x) + βf(y) äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X1 è ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ F .

2. Ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì, èëè èçî-
ìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ X1 è X2.

1.2 Àêñèîìû íîðìû

Ïóñòü íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä ÷èñëîâûì ïîëåì F îïðåäåëåíà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ∥x∥, ∀x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X è ÷èñåë λ ∈ F ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
(àêñèîìàì íîðìû):

1. ∥x∥ > 0 è ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò X);

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥;

3. ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ∥.∥ � íîðìèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà X îïðåäåëåíà íîðìà ∥.∥, ìû áóäåì ïèñàòü (X, ∥.∥).

1.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî lim

n→∞
∥xn − x∥ = 0.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå,
÷òî ∥xn∥ 6 R ∀x ∈ X.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé åñëè lim
n,m→∞

∥xn − xm∥ = 0.

Ëåììà 1. (Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, îãðàíè÷åíà è ôóíäàìåíòàëü-
íà.
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2. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäå-
ëó.

3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â X è êàêàÿ-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõî-
äèòñÿ, òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

4. Íîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé: åñëè x = limxn, òî ∥x∥ = lim ∥xn∥.

Â äîïîëíåíèå ê ïåðå÷èñëåííûì óòâåðæäåíèÿì ïðèâåäåì åùå äâà ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâà:

Ëåììà 2.

1. Åñëè xn → x â X è λn → λ â F , òî λnxn → λx;

2. Åñëè xn → x è yn → y â X, òî xn + yn → x+ y.

1.4 Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ è ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

1. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R - ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ íîðìîé ∥x∥ = |x|. Ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò îáû÷íóþ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rm m-ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ñ íîðìîé ∥x∥ =
( m∑
i=1

ξ2i
)1/2

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm)} ê âåêòîðó
x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ðàâíîñèëüíà êîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè:

max
16i6m

|ξni − ξi| → 0 ïðè n → ∞.

3. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé àðãóìåíòà t ñ íîðìîé ∥x∥ =
max
a6t6b

|x(t)|. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn(t)} ê ôóíêöèè x(t) îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íà

[a, b] ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∥xn − x∥ → 0 ⇔ max
t∈[a,b]

|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n → ∞.

4. Ïðîñòðàíñòâî lp, 1 6 p < ∞, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .)

òàêèå, ÷òî

∞∑
i=1

|ξi|p < ∞, îñíàùåííîå íîðìîé

∥x∥ =
( ∞∑
i=1

|ξi|p)1/p, x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .).

5. Ïðîñòðàíñòâî l∞ îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé ∥x∥ = sup
16i<∞

|ξi|

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .). Ñõîäèìîñòü {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm, . . .)} ê x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, . . .)
îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ êîîðäèíàòíóþ ñõîäèìîñòü:

∥xn − x∥ → 0 ⇔ sup
16i<∞

|ξni − ξi| → 0 ïðè n → ∞.
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1.5 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

1. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì a ∈ X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ∥x− a∥ < r}.

2. Òî÷êà x ∈ A ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòûé
øàð B(x, r) ⊂ A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ
A è îáîçíà÷àòñÿ intA.

3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A.

4. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
a ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà A, îòëè÷íóþ îò a:

B(a, r) ∩ (A \ a) ̸= ∅ ∀r > 0.

5. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè

Ëåììà 3. (Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ)

1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòî åãî äîïîëíåíèå X \A.

2. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

3. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çà-
ìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ∈ X áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a ∀n, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

1.6 Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà, èçîìåòðèÿ, ïîïîëíåíèå

1. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâîì Áàíàõà, èëè áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (X1, ∥.∥1) è (X2, ∥.∥2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1), ñîõðàíÿþùèé
íîðìó:

∥f(x)∥2 = ∥x∥1 ∀x ∈ X1.

3. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X0, ∥.∥X0

), åñëè

• ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) � ïîëíîå. ò.å. áàíàõîâî;

• ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå âX ïîäïðîñòðàíñòâî (X̃, ∥.∥X) òàêîå, ÷òî (X0, ∥.∥X0
) è (X̃, ∥.∥X)

èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû.

Ïîïîëíåíèå (X, ∥.∥X) ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìèíèìàëüíûì ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì,
ñîäåðæàùèì (X0, ∥.∥X0

).

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà.
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1.7 Ïðèìåðû cåïàðàáåëüíûõ è ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîïîëíåíèå êîí-
êðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ

1. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñåïàðàáåëüíîå è ïîëíîå.

2. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ñåïàðàáåëüíîå è ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî

P∞ = {p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

k ∀ai ∈ R ∀k}

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âñþäó
ïëîòíî â C[0, 1] ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà: äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x) è ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì p(x) òàêîé, ÷òî max

a6x6b
|u(x)− p(x)| < ε (äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðîâåñòè, íàïðèìåð, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ Ôóðüå).

Â òî æå âðåìÿ, êàæäûé ïîëèíîì p(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ñêîëü óãîäíî
òî÷íî ïðèáëèçèòü ïîëèíîìîì ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

À ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ñ÷åòíî (îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ).

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíà ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà C[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû C[a, b] îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ èç ìàò. àíàëèçà ôàêòîâ
î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîûâòåëüíîñòåé ôóíêöèé.

3. Ïðîñòðàíñòâî l∞ íå ñåïàðàáåëüíîå, íî ïîëíîå.

Äîêàæåì, ÷òî l∞ íå ñåïàðàáåëüíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ⊂ l∞ ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .), ó êîòîðûõ
âñå ÷ëåíû ξk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0, ëèáî 1. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå ñ÷åò-
íî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, òàê ÷òî
ëþáîìó n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn1 , ξ

n
2 , . . . , ξ

n
k , . . .) ∈ A. Ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (1 − ξ11 , 1 − ξ22 , 1 − ξ33 , . . . , 1 − ξnn , . . .) ∈ A. Äîïóñòèì, ÷òî åé ñîîòâåòñòâó-
åò ÷èñëî n. Âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè A ∼ N ýòîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò òàê-
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn1 , ξ

n
2 , . . . , ξ

n
n , . . .), ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξn1 , ξ

n
2 , . . . , ξ

n
n , . . .) è

(1 − ξ11 , 1 − ξ22 , 1 − ξ33 , . . . , 1 − ξnn , . . .) äîëæíû ñîâïàäàòü. Â ÷àñòíîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî ξnn = 1 − ξnn , ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îáîñíîâûâàåò íåñ÷åòíîñòü
ìíîæåñòâà A.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l∞ ñåïàðàáåëüíî, òàê ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå, âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâîM = {x1, x2, . . .}. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñîâîêóïíîñòü øàðîâ {B(xi, 1/3)} ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ xi ∈ M è ðàäèóñà 1/3. Òàê êàê ìíîæåñòâî M ïî îïðåäåëåíèþ âñþäó ïëîòíî, òî ýòè

øàðû ïîêðûâàþò l∞, â ÷àñòíîñòè, A ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, 1/3). Íî ìíîæåñòâî A íå ñ÷åòíî, ïîýòîìó

õîòÿ áû â îäíîì øàðå B(xi0 , 1/3) ñîäåðæàòñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç A, ïóñòü ýòî áóäóò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .) è y = (η1, η2, . . . , ηk, . . .). Ðàññòîÿíèå ìåæäó x è
y íå äîëæíî ïðåâûøàòü äèàìåòðà øàðà B(xi0 , 1/3), ò.å. ∥x − y∥ 6 2/3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y êàê ýëåìåíòîâ A ñëåäóåò ∥x − y∥ = 1. Ïîëó÷åíî
ïðîòèâîðå÷èå.

4. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ íîðìîé ∥r∥ = |r| (íîðìà ïðîñòðàíñòâà R) ÿâëÿåòñÿ íåïîë-
íûì ïðîñòðàíñòâîì.
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5. Ïðîñòðàíñòâî CL[−1, 1] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèé c èíòåãðàëüíîé íîðìîé ∥x∥ =
1∫

0

|x(t)|dt íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ïðèâåäó îäèí ïðèìåð ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ íå èìååò ïðåäåëà â
CL[−1, 1].

Âîçüìåì ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ

u(x) = {0 ïðè − 1 6 x 6 0; 1 ïðè 0 < x 6 1}

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

un(x) = {0 ïðè − 1 6 x 6 0; nx ïðè 0 < x 6 1/n; 1 ïðè 1/n < x 6 1}.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå CL[−1, 1], íî åå ïðåäåë - ðàçðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ, à â CL[−1, 1] ó íåå íåò ïðåäåëà.

6. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî l0p, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ: (ξ1, ξ2, . . . , ξk, 0, . . .), ãäå ξi � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è k
� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì íîðìó lp:

∥x∥ =
( k∑
i=1

|ξi|p
)1/p

Ïðîñòðàíñòâî l0p ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì lp, ïðè÷åì íåïîëíûì. Îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå l0p
÷åðåç X, òîãäà X èçîìåòðè÷íî lp.

7. Ïóñòü X0 � ýòî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ p(t) = a0 + a1t + a2t
2 + . . . ant

n,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1], ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai è ïðî-
èçâîëüíîé ñòåïåíè n. Íîðìó â X0 çàäàäèì ðàâåíñòâîì ∥p∥ = max

06t61
|p(t)|. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íå

ïîëíî. Ïîïîëíåíèåì X0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷íîå C[0, 1].

1.8 Ëèíåàëû, ïîäïðîñòðàíñòâà, àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ

1. Ïîäìíîæåñòâî X0 íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè
ëèíåàëîì), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X0 è ëþáûõ α, β ∈ F ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αx+ βy ∈ X0.

2. Çàìêíóòûé ëèíåàë X0 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì X.

Ïîä÷åðêíåì çäåñü òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé
ëèíåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ÷òî íå òàê äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Ìíîæåñòâî L = x0 +X0 = {x ∈ X : x = x0 + y, y ∈ X0} ñ ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì x0 ∈ X
íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì. ßñíî, ÷òî ïðè x0 = 0 àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåàëîì.

1.9 Ïðèìåðû ëèíåàëîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ

1. Ìíîæåñòâî
P∞ = {p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
k ∀ai ∈ R ∀k}

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ
ëèíåàëîì, íî íå ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà P∞ âñþäó ïëîòíî â C[0, 1]. Òåì ñàìûì, çàìûêàíèå
P̄∞ ñîâïàäàåò ñ C[0, 1] ̸= P∞.

2. Ìíîæåñòâî X0 = {u ∈ C[0, 1] : u(x0) = 0, x0 ∈ [0, 1]} íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé,
ðàâíûõ íóëþ â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî X0 � ëèíåàë â C[0, 1]. Äàëåå, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
un → u ïî íîðìå C[0, 1] (ò.å. ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà [0, 1]) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â òî÷êå x0,
ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x0) = 0. Çíà÷èò,X0 � ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òàê êàê ñîäåðæèò, íàïðèìåð, áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé

x− x0, (x− x0)
2, . . . , (x− x0)

n, . . .

3. Ìíîæåñòâî Pk = {p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + akx

k, ∀ai ∈ R} àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ ñòåïåíè íå âûøå k ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì C[0, 1]
ðàçìåðíîñòè k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Pk � ýòî ëèíåàë ðàçìåðíîñòè k + 1, â êà÷åñòâå åãî áàçèñà ìîæíî
âçÿòü ôóíêöèè 1, x, . . . , xk.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü Pk â C[0, 1]. Ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
ìíîãî÷ëåíó p(x) = a0+a1x+a2x

2+. . .+akx
k âåêòîð èç åãî êîýôôèöèåíòîâ a⃗ = (a0, a1, . . . , ak) ∈

Rk+1. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∥a⃗∥ åâêëèäîâó íîðìó a⃗, äîêàæåì íåðàâåíñòâà

α∥a⃗∥ 6 ∥p∥C[0,1] 6
√
k + 1∥a⃗∥ ∀p ∈ Pk, α > 0. (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîãî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

k∑
i=0

|ai| 6
√
k + 1

( k∑
i=0

|ai|2
)1/2

=

√
k + 1∥a⃗∥. Áóäåì èìåòü:

∥p∥C[0,1] = max
06t61

|a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k| 6
k∑

i=0

|ai| 6
√
k + 1∥a⃗∥.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

f (⃗a) = ∥p∥C[0,1] = max
06t61

|a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k|.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òàê êàê

|f (⃗a)− f (⃗b)| 6 max
06t61

|(a0 − b0) + (a1 − b1)x+ . . .+ (ak − bk)x
k| 6

√
k + 1∥a⃗− b⃗∥.

Ïóñòü S1 = {a⃗ : ∥a⃗∥ = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rk+1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò
ìèíèìóìà íà êîìïàêòå S1:

∃a⃗∗ ∈ S1 : f (⃗a∗) = min
a⃗∈S1

f (⃗a) = α.

Ïîñòîÿííàÿ α ïîëîæèòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî f (⃗a∗) = 0, òî ìíîãî÷ëåí
a∗0 + a∗1x+ . . .+ a∗kx

k = 0 òîæäåñòâåííî íà îòðåçêå [0, 1], ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð
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êîýôôèöèåíòîâ a⃗∗ = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ïðèíàäëåæíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðå S1. Èñïîëüçóÿ
ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè F , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a⃗ ïîëó÷èì:

f (⃗a) = ∥a⃗∥f( a⃗

∥a⃗∥
) > α∥a⃗∥,

ò.å. ëåâîå íåðàâåíñòâî â (2).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn = an0 + an1x + . . . + ankx
k} ∈ Pk ñõîäèòñÿ â C[0, 1] ïðè n → ∞ ê

íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ C[0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî u ∈ Pk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ôóíäàìåíòàëü-
íà â C[0, 1]. Â ñèëó ëåâîãî íåðàâåíñòâà (2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ a⃗n = (an0 , a

n
1 , . . . , a

n
k )

òàêæå ôóíäàìåòàëüíà â Rk+1, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó a⃗ = (a0, a1, . . . , ak). Íî
èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ñõîäèòñÿ â C[0, 1] ê
p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
k.

1.10 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû

Äâå íîðìû ∥.∥1 è ∥.∥2 â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m è M òàêèå, ÷òî

m∥x∥1 6 ∥x∥2 6 M∥x∥1 ∀x ∈ X.

Äàëåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì îáîçíà÷àåì ∥.∥1 ∼ ∥.∥2.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì òðàíçèòèâíî: åñëè ∥.∥1 ∼ ∥.∥2 è ∥.∥2 ∼ ∥.∥3., òî
∥.∥1 ∼ ∥.∥3.

Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì äëÿ àíàëèçà, ïîñêîëüêó ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà (X, ∥.∥1) è (X, ∥.∥2) ñ ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè ∥.∥1 è ∥.∥2 îáëàäàþò îäíèìè è òå-
ìè æå ìåòðè÷åñêèìè è òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) îãðàíè÷åíî (îòêðûòî, çàìêíóòî) â (X, ∥.∥1), òî îíî îãðàíè÷åíî (ñîîòâåòñòâåí-
íî, îòêðûòî èëè çàìêíóòî) è â (X, ∥.∥2); åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â
(X, ∥.∥1), òî îíà òàêæå ñõîäèòñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â (X, ∥.∥2); åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥1) � ïîëíîå,
òî è ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥2) ñ ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé � ïîëíîå.

Òåîðåìà 2. Âñå íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F (F = R èëè F = C) ðàçìåðíîñòè
n ñ áàçèñîì {ei}, i = 1, 2 . . . , n. Îïðåäåëèì íà X íîðìó ∥.∥1. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

β1 =

n∑
i=1

∥ei∥1 > 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ X è ïóñòü x = ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen, ξi ∈ F, �

åãî ðàçëîæåíèå ïî äàííîìó áàçèñó. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) ∈
Fn ïðîñòðàíñòâà Fn ñ íîðìîé ∥ξ∥∞ = max

i
|ξi|. Èç àêñèîìû òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðì ñëåäóåò íåðà-

âåíñòâî

∥x∥1 = ∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥1 6
n∑

i=1

|ξi|1 ∥ei∥1 6 β∥ξ∥∞.

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî âèäà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(ξ) = ∥ξ1e1+
ξ2e2 + . . . ξnen∥1. Îíà íåïðåðûâíà, òàê êàê

|f(ξ)− f(η)| =
∣∣∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥1 − ∥η1e1 + η2e2 + . . . ηnen∥1

∣∣ 6
6 ∥(ξ1 − η1)e1 + (ξ2 − η2)e2 + . . . (ξn − ηn)en∥1 6 β1∥ξ − η∥∞ ∀ξ, η ∈ Fn.
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Ïóñòü S1 = {ξ ∈ Fn : ∥ξ∥∞ = 1} �îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Fn, ò.å. êîìïàêò. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ñì. ñëåäñòâèå ?? ê òåîðåìå ?? â ïàðàãðàôå ??)
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(ξ) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà S1:

∃ ξ0 ∈ S1 : f(ξ0) = min
ξ∈S1

f(ξ) = α1.

×èñëî α1 ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî α1 = f(ξ0) = 0, òî ∥ξ01e1 + ξ02e2 +
. . . ξ0nen∥1 = 0, ïîýòîìó ξ01e1 + ξ02e2 + . . . ξ0nen = 0 äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà ξ0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {ei}, i = 1, 2 . . . , n.

Ïóñòü òåïåðü ξ � ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð è η =

(
ξ1

∥ξ∥∞
,

ξ2
∥ξ∥∞

, . . .
ξn

∥ξ∥∞

)
∈ S1. Òîãäà

∥x∥1 = f(ξ) = ∥ξ∥∞f(η) > α1∥ξ∥∞.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ëþáîé íîðìû ∥.∥1 â ïðîñòðàíñòâå X ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α1∥ξ∥∞ 6 ∥x∥1 6 β1∥ξ∥∞. (3)

Äëÿ ëþáîé äðóãîé íîðìû ∥.∥2 â X ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà:

α2∥ξ∥∞ 6 ∥x∥2 6 β2∥ξ∥∞ (4)

ñ ïîñòîÿííûìè α2 = min
ξ∈S1

∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥2 > 0 è β2 =

n∑
i=1

∥ei∥2 > 0. Èç íåðàâåíñòâ (3) è (4)

ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ∥.∥1 è ∥.∥2:

α2

β1
∥x∥1 6 ∥x∥2 6 β2

α1
∥x∥1 ∀x ∈ X.

Ñëåäñòâèå 1. Êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è {ei}, i =
1, 2 . . . , n, � êàêîé-ëèáî åãî áàçèñ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è ïðîñòðàíñòâîì Fn, à òàêæå íåðàâåíñòâà (3) äëÿ X ∋ x = ξ1e1 + ξ2e2 +
. . . ξnen, ξi ∈ F. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü è ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â X
ðàâíîñèëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèìîñòè è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ èç
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó â Fn. Â ñèëó ïîëíîòû Fn ïðîñòðàíñòâî X òàêæå ïîëíî.

1.11 Ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâîê ïðîñòðàíñòâ

1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 âñå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíû. Ïðèìåðû
íîðì:

åâêëèäîâà íîðìà ∥x∥ =
( n∑
i=1

x2
i

)1/2
, ìàêñèìóì-íîðìà ∥x∥∞ = max

16i6n
|xi|, íîðìà ∥x∥1 =

n∑
i=1

|xi|.

Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè:

max
16i6n

|xi| 6
n∑

i=1

|xi| 6 n max
16i6n

|xi|, max
16i6n

|xi| 6
( n∑
i=1

x2
i

)1/2 6
√
n max

16i6n
|xi|.
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2. Îïðåäåëèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X = {u ∈ C1[0, 1]) : u(0) = 0} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå 0. Îñíàñòèì åãî íîðìîé

∥u∥1 =
( 1∫

0

(u2(x) + u′2(x))dx
)1/2

.

Íàðÿäó ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé

∥u∥2 =
( 1∫

0

u′2(x)dx
)1/2

.

Äîêàæåì, ÷òî ýòè íîðìû ýêâèâàëåíòíû. ßñíî, ÷òî ∥u∥2 6 ∥u∥1, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

Â ñèëó óñëîâèÿ u(0) = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u(x) =

x∫
0

u′(t)dt ∀x ∈ [0, 1].

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,
ïîëó÷èì:

u2(x) =
( x∫

0

u′(t)dt
)2 6 x

1∫
0

u′2(t)dt 6
1∫

0

u′2(t)dt ∀x ∈ [0, 1].

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè äâà ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâà:

( 1∫
0

u2(x)dx
)1/2 6

( 1∫
0

u′2(x)dx
)1/2 ∀u ∈ X. (5)

max
06x61

|u(x)| 6
( 1∫

0

u′2(x)dx
)1/2 ∀u ∈ X. (6)

Èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò ∥u∥1 6
√
2∥u∥2.

1.12 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü ëåììó 1.

2. Äîêàçàòü ëåììó 2.

3. Ïóñòü Cα[a, b], α ∈ (0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà:

Lα(x) ≡ sup
t1,t2∈[a,b]; t1 ̸=t2

|x(t1)− x(t2)|
|t1 − t2|α

< +∞.

Ïðîâåðèòü, ÷òî
∥x∥Cα = max

a6t6b
|x(t)|+ Lα(x)

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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4. Ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíê-
öèé èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íîðìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(a) |x(a)|+ max
a6t6b

|x′(t)|;

(b)

b∫
a

|x(t)| dt+ max
a6t6b

|x′(t)|.

5. Äîêàçàòü ëåììó 3.

6. Êàêèå èç íîðì ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ýêâèâàëåíòíû èñõîäíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà C1[a, b]:
∥x∥ = max

a6t6b
|x(t)|+ max

a6t6b
|x′(t)|?

7. ßâëÿþòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà C[−1, 1] ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

(a) ÷åòíûå ôóíêöèè;

(b) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè;

8. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X0 = {u ∈ C[0, 1] :

1∫
0

u(x)dx = 0} ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì C[0, 1].

9. Äîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé íîðìû

∥x∥C = max
a6t6b

|x(t)| è ∥x∥1 =

b∫
a

|x(t)| dt

íå ýêâèâàëåíòíû.

10. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé ëèíåàë íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì.
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�2 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

2.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðåäãèëüáåðòîâî è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâà

Ïóñòü X - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ∈ X ñî çíà-
÷åíèÿìè â F , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) ëèíåéíîñòü: (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z);

(b) ñèììåòðè÷íîñòü: (x, y) = (y, x);

(c) ïîëîæèòåëüíîñòü: (x, x) > 0, åñëè x ̸= 0

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X è âñåõ α, β ∈ F .

2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëü-
áåðòîâûì (à òàêæå óíèòàðíûì â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå è åâêëèäîâûì â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå).

3. Ïîëíîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ãèëüáåðòà, èëè ãèëüáåðòî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ îò x ∈ X
∥x∥ =

√
(x, x) (1)

îïðåäåëÿåò íîðìó â ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâå àêñèîìû íîðìû ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ:

∥λx∥2 = (λx, λx) = λλ∥x∥2 = |λ|2∥x∥2, ∥x∥ > 0 ïðè x ̸= 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû ïðåæäå äîêàæåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|(x, y)| 6 ∥x∥∥y∥. (2)

Ïðè y = 0 íåðàâåíñòâî (2) î÷åâèäíî, ïîýòîìó ñ÷èòàåì y ̸= 0. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ F èìååì

0 6 (x− λy, x− λy) = (x, x)− λ(x, y)− λ(x, y) + |λ|2(y, y).

Ïîëîæèâ â ýòîì íåðàâåíñòâå λ =
(x, y)

(y, y)
, ïîëó÷èì

(x, x)− (x, y)

(y, y)
(x, y)− (x, y)

(y, y)
(x, y) +

|(x, y)|2

(y, y)2
(y, y) > 0,

ò.å. íåðàâåíñòâî (2):

(x, x)− |(x, y)|2

(y, y)
> 0.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû ∥x∥ =
√
(x, x) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(2):
∥x+ y∥2 = (x, y) + 2Re(x, y) + (y, y) 6 (x, y) + 2∥x∥∥y∥+ (y, y) 6 (∥x∥+ ∥y∥)2.
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Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäãèëüáåðòîâî (ãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî (ñîîòâåòñòâåííî, áàíàõîâà) ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè
íà ýòè ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñëåäó-
þùèõ ïóíêòàõ ìû óäåëèì âíèìàíèå ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì, ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì îðòîãîíàëüíîñòè.

Ëåììà 2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ:
åñëè xn → x, yn → y ïî íîðìå ∥.∥ =

√
(., .), ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî

(xn, yn) → (x, y).

2.2 Èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîòðàíñòâ

Ïðåäãèëüáåðòîâû (ãèëüáåðòîâû) ïðîñòðàíñòâà (H1, (., .)1) è (H2, (., .)2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1), ñîõðàíÿ-
þùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(f(x), f(y))2 = (x, y)1 ∀x, y ∈ H1.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà.

2.3 Êðèòåðèé "ãèëüáåðòîâîñòè"íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íîðìû, îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ðàâåíñòâîì (1) ∥.∥ =

√
(., .), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà):

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
∀x, y ∈ H. (3)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òîãî, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì (1):

Òåîðåìà 2. (ôîí Íåéìàí, Éîðäàí) Åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (H, ∥.∥) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (3), òî H� ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. â íåì ìîæíî ââåñòè
(ïðè÷åì, åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì ∥.∥ =√
(., .).

2.4 Îðòîãîíàëüíîñòü è îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (., .).

1. Âåêòîðû x, y ∈ H îðòîãîíàëüíû, åñëè (x, y) = 0; äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå x⊥y.

2. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó S ⊂ H � ýòî ìíîæåñòâî S⊥ = {x ∈ H : (x, y) = 0 ∀y ∈
S}.

3. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (F = R) îïðåäåëåí óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè
x è y ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

cosα =
(x, y)

∥x∥∥y∥
, α ∈ [0, π].

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ H åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, S⊥ � ëèíåàë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ∈ S⊥, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë
α, β ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) = 0 ∀z ∈ S.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü S⊥. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ S⊥ ñõîäèòñÿ ê x. Òîãäà â ñèëó ëåììû
2

(x, z) = lim
n→∞

(xn, z) = 0 ∀z ∈ S ⇒ x ∈ S⊥.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà)
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ H

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå
x = y + z, y ∈ L, z ∈ L⊥. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ L, òî y = x è z = 0.
Ïóñòü x /∈ L è

d = inf
y∈L

∥x− y∥2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {yn} ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

yn ∈ L, dn = ∥x− yn∥2 → d ïðè n → ∞.

Äëÿ ëþáîãî h ∈ L è ÷èñëà α ýëåìåíò yn + αh ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó L, ïîýòîìó

d 6 ∥x− (yn + αh)∥2 = ∥x− yn∥2 − α(x− yn, h)− α(x− yn, h) + |α|2∥h∥2.

Âûáðàâ α =
(x− yn, h)

∥h∥2
, ïîëó÷èì ∥x− yn∥2 −

|(x− yn, h)|2

∥h∥2
> d, èëè

|(x− yn, h)| 6 ∥h∥
√

dn − d. (5)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

|(yk − yn, h)| 6 |(x− yk, h)|+ |(x− yn, h)| 6
(√

dk − d+
√

dn − d
)
∥h∥ ∀h ∈ L.

Ïóñòü òåïåðü h = yk − yn, òîãäà

∥yk − yn∥ 6
√
dk − d+

√
dn − d → 0 ïðè k, n → ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ∈ L ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîñêîëüêó H � ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à L � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë y ∈ L ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → n∞ â íåðàâåíñòâå (5), ïîëó÷èì (x − y, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ L, ò.å.
âåêòîð z = x− y⊥L.

Èòàê, ðàçëîæåíèå x = y + z ñ y ∈ L è z ∈ L⊥ ïîñòðîåíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî åäèíñòâåííîñòü.
Äîïóñòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî, òàêæå, ðàâåíñòâî x = ỹ+ z̃, ỹ ∈ L, z̃ ∈ L⊥. Òîãäà y− ỹ = z̃− z, ïðè ýòîì
y − ỹ ∈ L, à z̃ − z ∈ L⊥. Ïîýòîìó

∥y − ỹ∥2 = (y − ỹ, z̃ − z) = 0 ⇒ y − ỹ = 0 è z̃ = z.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L � ëèíåàë â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ òîãî, ÷òîáû L áûëî âñþäó
ïëîòíî â H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L⊥ = {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü z � êàêîé-ëèáî âåêòîð èç L⊥. Îí îðòîãîíàëåí L, à çíà÷èò,
è çàìûêàíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà L, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ H â ñèëó ïëîòíîñòè L. Â ÷àñòíîñòè, z⊥z,
ïîýòîìó z = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî L íå âñþäó ïëîòíî â H, ò.å. L ̸= H. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð
x /∈ L è ïî òåîðåìå 3 åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = y + z ãäå y ∈ L è z ∈ (L)⊥ = L⊥. Ïðè ýòîì
z ̸= 0, òàê êàê x /∈ L. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ L⊥ = {0}.
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2.5 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ðÿäû Ôóðüå

1. Ìíîæåñòâî L âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, åñëè
ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà ýòîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû: (x, y) = 0 ∀x ̸= y, x, y ∈ L.

2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà L íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ∥x∥ = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Ëþáóþ êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1 â �1) â H
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îðòîíîðìèðîâàííóþ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà. Íèæå
ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå ñ÷åòíîé ñèñòåìû.

Ëåììà 4. (Îðòîãîíàëèçàöèÿ) Ïóñòü {g1, g2, . . . , gn, . . .} ≡ {gi}∞i=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà â H. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ â H ñèñòåìà {ei}∞i=1, òàêàÿ, ÷òî

en =

n∑
i=1

cnigi, ãäå cnn ̸= 0, äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó {fi}∞i=1 ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

f1 = g1, fn = gn −
n−1∑
i=1

dnifi, n = 2, 3, . . .

Êîýôôèöèåíòû dni âûáåðåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè fn âñåì âåêòîðàì f1, f2, . . . fn−1, ò.å. êàê
ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(fn, fk) = (gn, fk)− dnk∥fk∥2 = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé fk åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ g1, g2, . . . , gk, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïðè gk
ðàâåí 1, ïîýòîìó fk ̸= 0 è äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

dnk =
(fn, fk)

∥fk∥2
, k = 1, 2, . . . , n.

Äàëåå ïîëîæèì en =
fn
∥fn∥

äëÿ âñåõ n è ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {ei}∞i=1. Êàê è fn,

êàæäûé âåêòîð en ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé g1, g2, . . . , gn, ïîýòîìó èìååò âèä (6).

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè êàæäîì n òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Cn êîýôôèöèåíòîâ cni â ðàâåíñòâå (6) �
òðåóãîëüíàÿ ñ íåíóëåâîé äèàãîíàëüþ, ïîýòîìó èìååò îáðàòíóþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò gn èñõîäíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû {gi}∞i=1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
{e1, e2, . . . , en}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñèñòåì âåêòîðîâ {gi}∞i=1 è {ei}∞i=1 ñîâïà-
äàþò.

Êîýôôèöèåíòû è ðÿä Ôóðüå

ÏóñòüH � (áåñêîíå÷íîìåðíîå) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
â H.

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H ÷èñëà xk = (x, ek) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå
{ei}∞i=1.

2. Ðÿä

∞∑
k=1

xkek íàçûâàþòñÿ ðÿäîì Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå {ei}∞i=1.

Òåîðåìà 4. (Ñóììà ðÿäà Ôóðüå)
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1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

2. Åñëè S =

∞∑
k=1

xkek � ñóììà ðÿäà Ôóðüå äëÿ âåêòîðà x, òî ðàçíîñòü x− S îðòîãîíàëüíà âñåì

âåêòîðàì ñèñòåìû {ei}∞i=1:
(x− S, ei) = 0 ∀i = 1, 2, . . . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Sn =

n∑
k=1

xkek �÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå è yn = x − Sn. Ïîñêîëüêó

âåêòîðû ei îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, òî

(yn, ei) = (x, ei)−
n∑

k=1

xk(ek, ei) = 0 ∀i = 1, 2, . . . n ⇒ (yn, Sn) = 0, (8)

∥Sn∥2 =

n∑
k,i=1

xkxi(ek, ei) =

n∑
k=1

|xk|2. (9)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (8), (9), ïîëó÷èì:

∥x∥2 = ∥yn + Sn∥2 = ∥yn∥2 + ∥Sn∥2 = ∥yn∥2 +
n∑

k=1

|xk|2.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà
n∑

k=1

|xk|2 6 ∥x∥2 ∀n,

ò.å. ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
k=1

|xk|2 è íåðàâåíñòâî (ò.í. íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ):
∞∑
k=1

|xk|2 6 ∥x∥2. (10)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (10) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíäàìåíòàëüíà. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

∥Sn+p − Sn∥2 =
∥∥ n+p∑

k=n+1

xkek
∥∥2 =

n+p∑
k=n+1

|xk|2 → 0 ïðè n → ∞ ∀p ∈ N.

Ïîñêîëüêó H � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} èìååò ïðåäåë S =

∞∑
k=1

xkek.

2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âåêòîð x− S îðòîãîíàëåí ei äëÿ ëþáîãî i, äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (8) è íåïðåðûâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(x− S, ei) = (x− lim
n→∞

Sn, ei) = lim
n→∞

(x− Sn, ei) = 0 ∀i.
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2.6 Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû

Ïîëíàÿ ñèñòåìà

Ñèñòåìà {ei}∞i=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â H, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ
óñëîâèé:

1. Íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà â H, îðòîãîíàëüíîãî âñåì ei, i = 1, 2, . . .:

(x, ei) = 0 ∀i ⇒ x = 0. (11)

2. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ei} ñèñòåìû {ei}∞i=1 âñþäó ïëîòíà â H.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x⊥ ei ∀i ðàâíîñèëüíî x⊥ span{ei}, ÷òî,
â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ïëîòíîñòè span{ei} â ïðîñòðàíñòâå H (ñëåäñòâèå 2).

Òåîðåìà 5. (Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû)
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H. Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñèñòåìà {ei}∞i=1 ïîëíà â H.

2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê x:

x =

∞∑
i=1

xiei, ãäå xi = (x, ei).

3. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ x, y ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, y) =

∞∑
i=1

xiyi, ãäå xi = (x, ei), yi = (y, ei). (12)

4. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè ñè-
ñòåìû):

∥x∥2 =

∞∑
i=1

|xi|2, ãäå xi = (x, ei). (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì "êðóãîâîå" äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé.
1 ⇒ 2. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (7) è (11).

2 ⇒ 3. Ïóñòü Sn =

n∑
i=1

xiei. Òîãäà

(Sn, y) =

n∑
i=1

xi(ei, y) =

n∑
i=1

xiyi.

Â ïðåäåëå ïðè n → ∞ îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (12).
3 ⇒ 4. Ïîëîæèâ y = x â ðàâåíñòâå (12), ïîëó÷èì (13).
4 ⇒ 1. Ïóñòü x ∈ H òàêîé, ÷òî (x, ei) = 0 ∀i. Òîãäà xi = (x, ei) = 0 ∀i, ïîýòîìó èç (13) ñëåäóåò

ðàâåíñòâî ∥x∥ = 0 ⇒ x = 0.
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2.7 Ïðèìåðû ïîëíûõ ñèñòåì

1. Ïóñòü H = L2(−π, π) è

{ei}∞i=1 = { 1√
2π

,
1√
π
cosx,

1√
π
sinx, . . . ,

1√
π
cosnx,

1√
π
sinnx, . . .}

� òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé. Îíà îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà. Ïåðâîå ñâîéñòâî ïðî-
âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû {ei}∞i=1 äî-
êàæåì, ÷òî åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ei} âñþäó ïëîòíà â L2(−π, π).

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì: ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [−π, π] ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî
â L2(−π, π). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è äëÿ ôóíêöèè v ∈ L(−π, π) íàéäåì íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ u(x) òàêóþ, ÷òî

∥v − u∥L2
<

ε

3
.

ÏóñòüM = max
−π6x6π

|u(x)| è δ > 0 òàêîâî, ÷òî
√
δ2M <

ε

3
. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ũ(x) ðàâåíñòâîì

ũ(x) =

{
u(x) ïðè − π 6 x 6 π − δ

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (π − δ, u(π − δ)) è (π, u(−π)).

Òîãäà

∥u− ũ∥L2
=

( π∫
π−δ

|u(x)− ũ(x)|2 dx
)1/2 6

√
δ2M <

ε

3
.

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ũ íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ũ(−π) = ũ(π), ïîýòîìó îíà
ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñêîëü óãîäíî òî÷íî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà C[−π, π]:

∃Tn(x) = a0 +

n∑
k=1

ak cos kπx+ bk sin kπx : max
−π6x6π

|ũ(x)− Tn(x)| <
ε

3
√
2π

.

ßñíî, ÷òî òîãäà

∥ũ− Tn∥L2 =
( π∫
−π

|ũ(x)− Tn(x)|2 dx
)1/2 6

√
2π max

−π6x6π
|ũ(x)− Tn(x)| <

ε

3
.

Ñîåäèíèâ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
v ∈ L(−π, π) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì
Tn � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ {ei}∞i=1 òàêàÿ, ÷òî

∥v − Tn∥L2
< ε,

ò.å. span{ei} âñþäó ïëîòíà â L2(−π, π).

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé âûâîä, ñïðàâåäëèâûé â ñèëó òåîðåìû 5:

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè èç L2(−π, π) ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ïî
íîðìå L2(−π, π).

2. Ïóñòü H = L2(a, b) è {gi(t)}∞i=1 = {1, t, t2, . . . , tn, . . .} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Ïðè-
ìåíèâ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (ñì. òåîðåìó 4), ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ò.í.
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Li(t)}∞i=1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû {Li(t)}∞i=1 äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû {gi(t)}∞i=1, òàê êàê ëèíåéíûå îáîëî÷êè ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò (ñì.
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ñëåäñòâèå 3). Íî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{gi(t)} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ, âñþäó ïëîòíîå â C[a, b]. Ïîñêîëüêó, â ñâîþ î÷åðåäü, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âñþäó ïëîòíû
â L2(a, b), à äëÿ íîðì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥u∥L2 =
( b∫
a

|u(t)|2 dt
)1/2 6 (b− a)1/2 max

a6t6b
|u(t)| = (b− a)1/2∥u∥C ,

òî span{gi(t)} âñþäó ïëîòíî â L2(a, b).

2.8 Çàäà÷è

1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà [0,+∞) ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

+∞∫
0

e−tx2(t) dt < +∞

îïðåäåëèì ôóíêöèþ

(x, y) =

+∞∫
0

e−tx(t) y(t) dt.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

2. Äîêàçàòü ëåììó 2: åñëè xn → x, yn → y ïî íîðìå ∥.∥ =
√
(., .), ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, òî (xn, yn) → (x, y).

3. Ïóñòü {xn}, {yn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì ∥xn∥ 6 1, ∥yn∥ 6
1 è (xn, yn) → 1. Äîêàçàòü, ÷òî ∥xn − yn∥ → 0.

Óêàçàíèå. Äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èíäåêñîâ ∥xnk

− ynk
∥2 > ϵ > 0.

4. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâà âåêòîðà y è x ëèíåéíî çàâè-
ñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|(x, y)| = ∥x∥ ∥y∥.

×àñòè÷íîå ðåøåíèå. Ïóñòü (x, y) = ∥x∥ ∥y∥ è x ̸= 0, y ̸= 0. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ k, òàêàÿ ÷òî y = kx. Áóäåì èñêàòü k, ðåøàÿ óðàâíåíèå ∥y − kx∥2 = 0,

0 = ∥y − kx∥2 = ∥y∥2 + k2∥x∥2 − 2k(y, x) = ∥y∥2 + k2∥x∥2 − 2k∥y∥∥x∥ = (∥y∥ − k∥x∥)2,

îòêóäà k =
∥y∥
∥x∥

, ò.å. äåéñòâèòåëüíî y = kx è âåêòîðû y è x ëèíåéíî çàâèñèìû.

5. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâà âåêòîðà y è x ëåæàò íà îäíîì
ëó÷å (ò.å. y = kx äëÿ íåêîòîðîãî k > 0 ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥.

6. Ïóñòü H0 � (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y0 ∈ H0 òàêîé, ÷òî

∥x− y0∥ = inf
y∈H0

∥x− y∥.

(y0 � ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà ïîäïðîñòðàíñòâî H0).
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7. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç A⊥ îáîçíà÷àåòñÿ åãî îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå:

x ∈ A⊥ ⇔ (x, y) = 0 ∀y ∈ A.

Ïóñòü A ⊂ B. Äîêàçàòü, ÷òî A⊥ ⊃ B⊥.

8. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Äîêàçàòü, ÷òî

(a) A ⊂ (A⊥)⊥;

(b) (A⊥)⊥ ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáîëî÷êè A.

9. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ H òàêîâà, ÷òî

(xn, y) → (x, y) ∀y ∈ H; ∥xn∥ → ∥x∥.

Äîêàçàòü, ÷òî ∥xn − x∥ → 0.

10. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîå ãèëüáåðòîâó ïðî-
ñòðàíñòâó, òàêæå ãèëüáåðòîâî.

11. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ H è Ā � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî
A⊥ = Ā⊥.
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