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Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì èçó÷àòü ìåòîäû îòûñêàíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñ-
òðåìóìîâ (ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ) ó ôóíêöèè z = f(p) îò n ïåðåìåí-
íûõ: p = (x1, . . . , xn), êîãäà íà ýòè ïåðåìåííûå íàêëàäûâàþòñÿ ñâÿçè â
âèäå m (< n) óðàâíåíèé

ϕ1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , ϕm(x1, . . . , xn) = 0.

Åñëè èç ýòèõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü m ïåðåìåííûõ, ñêàæåì
xn−m+1, . . . , xn, â âèäå ôóíêöèé îò x1, . . . , xn−m, òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè
xn−m+1, . . . , xn â ôóíêöèþ f çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñâîäèòñÿ ê
îòûñêàíèþ ýêñòðåìóìîâ ïîëó÷åííîé ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè
g(x1, . . . , xn−m).

Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f = x2 + y2 + z2 (1)

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

x+ y + z = 1, x+ y − z = 0. (2)
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Ðåøåíèå. Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ (2), ïîëó÷àåì z = 1/2, y =
1/2 − x. Ïîäñòàâèâ ýòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì,
êàê ãîâîðÿò îïòèìàëüùèêè, ¾ôóíêöèþ öåëè¿

f = 2x2 − x+ 1

2
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòó ôóíêöèþ è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõî-
äèì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ýêñòðåìóìà: f ′(x) = 4x − 1 = 0, êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà x = 1/4. Ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå
f ′′(4) = 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî x = 1/4 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå âûðàæåíèé z = 1/2, y = 1/2−x äëÿ ïåðåìåííûõ
y è z, íàõîäèì ÷òî òî÷êà

p = (1/4, 1/4, 1/2)

åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè (1), à èìåííî, åå ìèíèìóìà.

Ê ñîæàëåíèþ, âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íà óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè ìåæäó àðãóìåíòàìè öåëåâîé ôóíêöèè ñëèø-
êîì ñëîæíû, è ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ñîêðàòèòü ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èùåòñÿ ýêñòðåìóì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùå-
ñòâóåü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Â ýòîì ìåòîäå íàõîäÿòñÿ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè q(λ) = q(λ1, . . . , λm)
ôóíêöèè

L(p) = f(p) +
m∑
i=1

λiϕi(p)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò âåêòîðà λ = (λ1, . . . , λm). Ïîëó-
÷åííûå çíà÷åíèÿ xk = xk(λ), k = 1, . . . , n, ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿ
ñâÿçåé

ϕ1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , ϕm(x1, . . . , xn) = 0.

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λm, ïîñëå ÷å-
ãî ýòè ðåøåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ â íàéäåííûå ðàíåå ïðîèçâîëüíûå ñòàöèî-
íàðíûå òî÷êè q(λ). Ïîëó÷åííûå (¾â ÷èñëàõ¿) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè p0 èñ-
ñëåäóþòñÿ íà ñâîéñòâî èõ ýêñòðåìàëüíîñòè è âûÿñíÿåòñÿ òèï ýêñòðåìóìîâ.
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Ñóùåñòâîâàíèå è òèï ýêñòðåìóìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíàêó êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû d2L(p0) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî
ïîðÿêà ôóíêöèé ϕ :

n∑
k=1

∂ϕi
∂xk

d xk

∣∣∣∣
p=p0

= 0, i = 1, . . . ,m. (3)

Ïîÿñíèì ýòîò ìåòîä íà ðåøåíèè Ïðèìåðà 1.

Â ýòîì ïðèìåðå p = (x, y, z, ), ôóíêöèÿ f(p) = x2+ y2+ z2 è óñëîâèÿ íà
ïåðåìåííûå x, y, z çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x+ y + z − 1 = 0, x+ y − z = 0. (4)

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì íà÷èíàåòñÿ ñ çàïèñè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L = L(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + λ1(x+ y + z − 1) + λ2(x+ y − z).

×òîáû íàéòè ¾ ïðîèçâîëüíûå¿ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè q(λ), âû÷èñëÿåì
ïðîèçâîäíûå îò L è ïðèðàâíèâàåì èõ íóëþ:

L′x = 2x+ λ1 + λ2 = 0, L′y = 2y + λ1 + λ2 = 0, L′z = 2z + λ1 − λ2 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x, y è z, ïîëó÷àåì
ïðîèçâîëüíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

x = −λ1 + λ2
2

, y = −λ1 + λ2
2

, z =
λ2 − λ1

2
. (5)

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ ñâÿçåé (4), ïîëäó÷àÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ :

3λ1 + λ2 = −2, λ1 + 3λ2 = 0.

Êîðíè ýòîé ñèñòåìû λ1 = −3/4, λ2 = 1/4 ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâîëü-
íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (5) îïðåäåëÿþò èñêîìóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó:

x0 =
1

4
, y0 =

1

4
, z0 =

1

2
.

×òîáû ðåøèòü âîïðîñ ýêñòðåìàëüíîñòè ýòîé òî÷êè è îïðåäåëèòü åå òèï,
âû÷èñëÿåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå L è ñîñòàâëÿåì äîïîëíèòåëüíûå äèôôå-
ðåíöèàëû (3) (äèôôåðåíöèàëû îò ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (4)):

L′′xx = L′′yy = L′′zz = 2, L′′xy = L′′xz = L′′yz = 0,

3



è äîïîëíèòåëüíûå äèôôåðåíöèàëû

dx+ dy + dz, dx+ dy − dz = 0. (6)

Ñîñòàâëÿåì èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

d2L = 2(dx2 + dy2 + dz2).

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, íåçàâèñèìî îò äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé (6) (çðÿ ìû èõ âû÷èñëÿëè!). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà p0 =
(1/4, 1/4, 1/2) åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð, ãäå äîïîëíèòåëüíûé äèôôåðåíöè-
àë èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè òèïà ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f = xyz

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

xy + xz + yz = a2, x > 0, y > 0, z > 0. (7)

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L = L(x, y, z) = xyz + λ(xy + xz + yz),

âû÷èñëÿåì åå ïðîèçâîäíûå è çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷åê ýòîé ôóíêöèè:

L′x = yz + λ(y + z) = 0,

L′y = xz + λ(x+ z) = 0,

L′z = xy + λ(x+ y) = 0.

Ýòî ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è òî÷êà x = y = z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
åå ðåøåíèåì â ñèëó óñëîâèÿ (7). Çàïèñü óðàâíåíèé íîñèò öèêëè÷åñêèé
õàðàêòåð (x =⇒ y =⇒ z), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîì ðàâåíñòâå
êîìïîíåíò xλ, yλ, xλ ó ðåøåíèÿ qλ ýòîé ñèñòåìû. Ïîëîãàÿ x = y = z,
ïîäñòàâèì âìåñòî y è z ïåðåìåííóþ x â ïåðâîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì x2 + 2λx = 0, ÷òî äàåò ïðîèçâîëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x =
y = z = −2λ.
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Ðåøèòü âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ó÷à-
ùèìñÿ (ñòóäåíòàì), ìû æå îáðàòèìñÿ ê ïîèñêó èñêîìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷-
êè, äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó â óðàâíåíèå
ñâÿçè (7). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ λ óðàâíåíèå 12λ2 = a2. Òàê êàê
ïî óñëîâèþ x > 0, y > 0 z > 0, òî â ýòîì óðàâíåíèè âûáèðàåì êîðåíü
λ = −a/2

√
3 è ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó

p0 =

(
a√
3
,
a√
3
,
a√
3

)
.

Îïðåäåëèì òåïåðü òèï ýòîé òî÷êè, âû÷èñëèâ âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

L′′xx = L′′yy = L′′zz = 0, L′′xy = z + λ L′′xz = y + λ, L′′yz = x+ λ.

Âñå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå èìåþò îäíî è òîæå çíà-
÷åíèå, ðàâíîå a/(2

√
3). Ñëåäîâàòåëüíî, òèï òî÷êè p0 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

d2L =
a√
3
(dx dy + dx dz + dy dz),

ïðè óñëîâèè (ñì. (7))

d(xy + xz + yz)
∣∣
p=p0

= [ ](y + z)dx+ (x+ z)dy + (x+ y)dz ]
∣∣
p=p0

= 0,

îòêóäà
dx+ dy + dz+ = 0. (8)

Ïðåäñòàâèâ âòîðîé äèôôåðåíöèàë â âèäå

d2L =
a√
3
[ (dx+ dy + dz)2 − (dx2 + dy2 + dz2) ]

è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (8), íàõîäèì, ÷òî òèï ñòàöèîíàðíîé òî÷êè îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíàêîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû −(dx2 + dy2 + dz2), êîòîðàÿ âñåãäà
ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

p0 =

(
a√
3
,
a√
3
,
a√
3

)
äîñòàâëÿåò ôóíêöèè f ìàêñèìóì.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñ ÿêîáû ïðàêòè-
÷åñêèì óêëîíîì.
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Ïðèìåð 3. Ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ îòêðûòàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ âàííà äàí-

íîé âìåñòèìîñòè V èìååò íàèìåíüøóþ ïîâåðõíîñòü.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñóäÿ ïî âñåìó, äåëî èäåò îá ýêî-
íîìèè ìàòåðèàëà íà èçãîòîâëåíèè âàííû. Äàâàéòå ñôîðìóëèðóåì ýòó çà-
äà÷ó â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ðàçìåðû ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òåëà (ïàðàëëåïèïåäà) îïðåäåëÿþòñÿ
òðåìÿ âåëè÷èíàìè øèðèíîé x, äëèíîé y è âûñîòîé z. Ôèêñèðîâàí (çà-
äàí) îáúåì âàííû xyz = V. Ïëîùàäü îòêðûòîé âàííû ñîñòîèò èç ïëîùàäè
äíèùà xy ïëþñ ïëîùàäè ÷åòûðåõ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé : 2xz è 2yz. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìèíèìèçèðîâàòü íàäî ôóíêöèþ

f = xy + 2xz + 2yz

ïðè óñëîâèè
xyz = V.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = xy + 2xz + 2yz + λxyz,

äèôôåðåíöèðóåì åå è âûïèñûâàåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ òî÷åê:

L′x = y + 2z + λyz = 0,

L′y = x+ 2z + λxz = 0,

L′z = 2x+ 2y + λxy = 0.

Åñëè èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âû÷åñòü âòîðîå, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

y − x+ λz(y − x) = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äíî äîëæíî áûòü êâàäðàòíûì x = y, èëè z =
−1/λ, èëè òî è äðóãîå.

Ðåøåíèå x = y öåëåñîîáðàçíî ïîäñòàâèòü â òðåòüå óðàâíåíèå, ãäå îòñóò-
ñòâóåò z. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 4x + λx2 = 0. Ïîíÿòíî,
÷òî çíà÷åíèå x = 0 íàì íè ê ÷åìó, òàê ÷òî îñòàåòñÿ x = −4/λ (= y).
Íàêîíåö, âòîðîå óðàâíåíèå (ýòî, ãäå L′y)ñ ïîëó÷åííûìè çíà÷åíèÿìè x è y
äàåò

z = − x

2 + λx
= −2

λ
.

Èòàê, z = −1/λ � ïîñòîðîííèé êîðåíü, è òîëüêî òî÷êà q0 = (x0, y0, z0) ñ

x = y = −4/λ, z = − x

2 + λx
= −2

λ
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äàåò ïðîèçâîëüíóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî λ) ñòàöèîíàðíóþ òî÷-
êó. Ïîäñòàíîâêà åå â óñëîâèå xyz = V :

−16

λ2
· 2
λ
= V =⇒ λ = −2 3

√
4

V
,

äàåò èñêîìóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó

x = y =
3
√
2V , z =

3

√
V

4
.

Îñòàëîñü óáåäèòñÿ, ÷òî ýòî òî÷êà, äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì. Âû÷èñëÿåì
âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L′′xx = L′′yy = L′′ − zz = 0, L′′xy = 1 + λz, L′′xz = 2 + λy, L′′yz = 2 + λx.

Â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû:

L′′xx = L′′yy = L′′ − zz = 0, L′′xy = −1, L′′xz = −2, L′′yz = −2.

Èòàê, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

d2L = −2[dx dy + 2dx dz + 2dy dz] > 0,

åñëè

yz dx+ xz dy + yz dz = (2V )2/3
(
dx

2
+
dy

2
+ dz

)
= 0,

èëè, ÷òî òîæå,
dx dy + 2dx dz + 2dy dz < 0, (9)

åñëè

dz = −dx+ dy

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî dz â ïðàâóþ ÷àñòü (9), ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóåò óñòàíî-
âèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

dx dy − dx(dx+ dy)− dy(dx+ dy) = −(dx2 + dx dy + dy2) < 0. (10)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

dx2 + dx dy + dy2 =
dx2 + dy2

2
+

(dx+ dy)2

2
,

òàê ÷òî ïîëîæèòòåëüíîñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà (10).
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Îòâåò: äíî îïòèìàëüíîé âàííû êâàäðàòíîå ñî ñòîðîíîé 3
√
2V âûñîòà

âàííû 3
√
V/4.

Çàäàíèå 59

Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

001. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f = xy

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

x+
y2

3
= 1.

3657.1. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = x2 + 12xy + 2y2

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

4x2 + y2 = 25.

3663∗. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

u = xyz

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0
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3663.1. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

u = xy + yz

è îïðåäåëèòü èõ òèï, åñëè

x2 + y2 = 2, y + z = 2 (x > 0, y > 0, z > 0).

3684. Äàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a ðàçëîæèòü íà n ñëà-

ãàåìûõ òàê, ÷òîáû ñóììà èõ êâàäðàòîâ áûëà ìèíèìàëüíîé.

3693∗. Íàéòè òðåóãîëüíèê äàííîãî ïåðèìåòðà 2p, êîòîðûé
âðàùåíèåì âîêðóã îäíîé èç ñâîèõ ñòîðîí îáðàçóåò òåëî íàè-

áîëüøåãî îáúåìà.
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