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во взаимно-однозначное соответствие число a – тангенс угла накло-
на прямой к оси абсцисс. При этом прямая задается соотношением
F (x) = a x, и ∥F∥V ∗ = |a|.

Пусть A : V → H – линейный непрерывный оператор. Рассмотрим
функционал F : V → R1, определяемый при фиксированном y ∈ H

соотношением
F (η) = (Aη, y)H ∀ η ∈ V.

Функционал F , как нетрудно проверить, является линейным и непрерыв-
ным. По теореме Рисса-Фишера 2.2 существует такой однозначно опре-
деляемый элемент u = u(y) ∈ V , что

F (η) = (Aη, y)H = (u, η) ∀ η ∈ V,

следовательно, определен оператор, ставящий в соответствие произволь-
ному y ∈ H элемент u(y). Очевидно, этот оператор является линейным
и непрерывным.

Определение 2.4. Оператор A∗ : H → V , задаваемый формулой

(A∗y, η) = (Aη, y)H ∀ η ∈ V, ∀ y ∈ H,

называется сопряженным к A оператором.
Если H = V и A = A∗, то оператор A называется самосопряжен-

ным. ♢

Пример 2.2. Пусть V = Rn, H = Rm, A : V → H – матрица
порядка m× n. Тогда для произвольных векторов η ∈ V , y ∈ H имеем

(Aη, y)H =
m∑
i=1

n∑
j=1

a ij η j y i =
m∑
j=1

n∑
i=1

aji η i y j =
n∑

i=1

m∑
j=1

a∗ij y j η i = (A∗y, η),

где a∗i j = a j i, т.е. A∗ = AT – транспонированная к A матрица. Само-
сопряженному оператору (при n = m) соответствует симметричная
матрица ( a∗i j = a j i = a i j).

Теорема 2.3 (Хана-Банаха). Пусть L – подпространство V , F –
линейный непрерывный функционал, определенный на L. Тогда суще-
ствует линейный непрерывный функционал G, определенный на V , яв-
ляющийся расширением F , т.е.

G(η) = F (η) ∀η ∈ L, (2.5)
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и сохраняющий норму:

∥G∥V ∗ = sup
η∈V,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

= sup
η∈L,η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

= ∥F∥L∗ .

Доказательство. Пусть η ∈ V – произвольный элемент,PL(η) ∈ L –
проекция η на L (существующая в силу теоремы 1.1). Рассмотрим функ-
ционал G, задаваемый соотношением

G(η) = F (PL(η)) ∀ η ∈ V.

Функционал G, очевидно, линеен, поскольку оператор PL согласно лем-
ме 2.1 является линейным. Кроме того, при доказательстве этой же лем-
мы установлено, что ∥PL(η) ∥ ≤ ∥η∥ для любого η ∈ V , следовательно,

|G(η) | = |F (PL(η)) | ≤ ∥F∥L∗ ∥PL(η) ∥ ≤ ∥F∥L∗ ∥η∥ ∀ η ∈ V, (2.6)

а значит, функционал G непрерывен. Он удовлетворяет (2.5), поскольку
PL(η) = η, если η ∈ L.

Далее, с учетом (2.5) имеем

∥F∥L∗ = sup
η∈L,η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

= sup
η∈L,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

≤ sup
η∈V,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

= ∥G∥V ∗,

так как точная верхняя грань по более широкому множеству может быть
только больше.

С другой стороны, в силу (2.6)

∥G∥V ∗ = sup
η∈V, η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

≤ ∥F∥L∗,

т.е. ∥F∥L∗ = ∥G∥V ∗.

Следствие 2.1. Для любого ненулевого элемента u0 ∈ V суще-
ствует такой линейный непрерывный функционал F0, что

∥F0∥V ∗ = 1, F0(u0) = ∥u0 ∥.
Доказательство. Пусть L – подпространство, задаваемое формулой

L =
{
η ∈ V : η = t u0, t ∈ R1

}
.

Определим на L функционал F :F (η) = t ∥u0 ∥. Этот функционал линеен,
непрерывен, F (u0) = ∥u0 ∥,

|F (η)| = | t | ∥u0 ∥ = ∥η∥ ∀ η ∈ L,

так что ∥F∥L∗ = 1. Продолжая F на все V с сохранением нормы, получим
требуемый функционал F0.


