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Ââåäåíèå

Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ îáû÷íî îïèðàåòñÿ íà èññëåäîâàíèå ñ
ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìîãóò âîç-
íèêàòü ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷: äåòåðìèíèðîâàííûå, ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè,
ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè, ïðè÷åì ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì. Çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü çàäà÷ ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè, âîçíèêàþùèõ â óñëîâèÿõ êîíôëèê-
òîâ, èçó÷àåòñÿ â òåîðèè èãð. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé êàê êîíôëèêò èí-
òåðåñîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé.

Çàäà÷à âûïóñêà èçäåëèé. Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò n âèäîâ òîâàðîâ
(èçäåëèé) è èñïîëüçóåò m âèäîâ ðåñóðñîâ. Ïóñòü âíà÷àëå íà çàäàííûé ïåðèîä âðå-
ìåíè öåíû cj íà òîâàðû, çàïàñû bi ðåñóðñîâ è óäåëüíûå íîðìû çàòðàò ðåñóðñîâ aij

(êîëè÷åñòâî åäèíèö i-ãî ðåñóðñà, êîòîðîå íóæíî äëÿ âûïóñêà åäèíèöû j-ãî èçäå-
ëèÿ) ôèêñèðîâàíû. Ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ îáúåìû xj âûïóñêà òîâàðîâ. Òðåáóåò-
ñÿ íàéòè, â êàêèõ êîëè÷åñòâàõ âûïóñêàòü èçäåëèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé
äîõîä. Òîãäà ïîëó÷àåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max →
n∑

i=1

cjxj,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
m∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Ðåøåíèå òàêîé ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå òå æå n âèäîâ òîâàðîâ ìîãóò ïîñòàâëÿòü
l ïðåäïðèÿòèé, ó h-ãî ïðåäïðèÿòèÿ çàïàñû ðåñóðñîâ bh

i , óäåëüíûå íîðìû çàòðàò
ðåñóðñîâ ah

ij, îáúåìû âûïóñêîâ xh = (xh
1 , . . . , x

h
n), h = 1, l. Åñëè öåíû ïîñòîÿí-

íû, òî ïîëó÷àåì l íåçàâèñèìûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê âûøå.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíû ìîãóò çàâèñåòü îò îáúåìîâ âûïóñêîâ âñåõ ïðåä-
ïðèÿòèé, ò.å. cj = cj(x

1, . . . , xl), êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ïî-ïðåæíåìó îðèåíòèðîâàíî
íà ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Ïðè ýòîì îáúåìû âûïóñêîâ îäíèõ ïðåäïðèÿòèé çàðà-
íåå íåèçâåñòíû äðóãèì. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ çäåñü ñâÿçàí ñ çàâèñèìîñòüþ äîõîäà
êàæäîãî îò äåéñòâèé äðóãèõ, â ÷àñòíîñòè, óâåëè÷åíèå äîõîäà îäíîãî ïðåäïðèÿ-
òèÿ ìîæåò ñíèçèòü äîõîä äðóãèõ, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ,
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âìåñòî ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî
îïèñàòü âîçìîæíûå äåéñòâèÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ è ïîâåäåíèå âñåé ñèñòåìû â öåëîì.

Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, èçó÷àåìûå â òåîðèè èãð, è ìåòîäû èõ ðåøå-
íèÿ èçëàãàþòñÿ â íàñòîÿøåì ïîñîáèè. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èãð,
îñíîâíûå ýëåìåíòû òåîðèè èãð, óêàçûâàþòñÿ ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè è ñâÿçü
ìåæäó íèìè. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ. Äðóãèå
ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ äàíû äëÿ èãð ñ êîîðäèíàöèåé äåéñòâèé èãðîêîâ. Ïðèâîäÿòñÿ
îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷.

Ïîñîáèå îñíîâàíî íà ëåêöèÿõ, ÷èòàåìûõ ñòóäåíòàì ÈÂÌÈÒ Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî èçó÷åíèå êóðñà ïðèâåäåò ê îñîçíàíèþ íåîáõîäèìî-
ñòè â óñëîâèÿõ êîíôëèêòîâ ó÷èòûâàòü è óâàæàòü èíòåðåñû âñåõ ó÷àñòíèêîâ ïðè
âûðàáîòêå ñâîèõ ñòðàòåãèé.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ð. Ìèðîíîâîé çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ýëåêòðîííîãî âàðè-
àíòà ïîñîáèÿ.



Ãëàâà 1

Áåñêîàëèöèîííûå èãðû

Äëÿ îïèñàíèÿ èãðû, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
â óñëîâèÿõ êîíôëèêòà, òðåáóåòñÿ çàäàòü äåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ (èãðîêîâ), èõ
âîçìîæíîñòè (ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé) è èíòåðåñû (ïðåäïî÷òåíèÿ èëè ôóíêöèè âû-
èãðûøà). Âíà÷àëå èçó÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå áåñêîàëèöèîííûå èãðû, â êîòîðûõ
èãðîêè íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì.

1.1 Ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè â àíòàãîíèñòè÷åñêèõ
èãðàõ

Â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ó÷àñòâóþò âñåãî äâà èãðîêà, X � ìíîæåñòâî ñòðàòå-
ãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, òîãäà S = X × Y
� ìíîæåñòâî ñèòóàöèé èãðû. Äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè s = (x, y) ∈ S îïðåäåëåíî çíà-
÷åíèå H(x, y) ôóíêöèè âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà è ïðîèãðûøà âòîðîãî èãðîêà,
ò.å. èíòåðåñû èãðîêîâ ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó. Ïîýòîìó èãðîêè íå ìî-
ãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü è àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû îòíîñÿòñÿ ê áåñêîàëèöèîííûì.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èãðîêè âûáèðàþò ñâîè ñòðàòåãèè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà, à ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå èçâåñòíû èãðîêàì.

Ïîñêîëüêó âûèãðûø êàæäîãî èãðîêà çàâèñèò îò äåéñòâèé äðóãîãî, òî âîçíèêà-
þò çàäà÷è ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ âíà÷àëå îïðåäåëèòü,
÷òî ïîíèìàòü ïîä ðåøåíèåì èãðû, ò.å. óêàçàòü ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè.

Ïåðâûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè � ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà. Îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà

v1(x) = min
y∈Y

H(x, y),

òîãäà ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà â ñìûñëå ãàðàíòèðîâàí-
íîãî ðåçóëüòàòà

X∗ = Arg max
x∈X

v1(x),

à âåëè÷èíà ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà
v1 = max

x∈X
min
y∈Y

H(x, y)
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íàçûâàåòñÿ íèæíèì çíà÷åíèåì èãðû. Çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî âñå ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû äîñòèãàþòñÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

x∗ ∈ X∗ : v1 ≤ H(x∗, y) ∀y ∈ Y. (1.1)

Ïî àíàëîãèè, îïðåäåëèì ôóíêöèþ íàèáîëüøåãî ïðîèãðûøà âòîðîãî èãðîêà

v2(y) = max
x∈X

H(x, y),

òîãäà ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà â ñìûñëå ãàðàíòèðîâàí-
íîãî ðåçóëüòàòà

Y ∗ = Arg min
y∈Y

v2(y),

à âåëè÷èíà ãàðàíòèðîâàííîãî íàèìåíüøåãî ïðîèãðûøà

v2 = min
y∈Y

max
x∈X

H(x, y)

íàçûâàåòñÿ âåðõíèì çíà÷åíèåì èãðû. Òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

y∗ ∈ Y ∗ : H(x, y∗) ≤ v2 ∀x ∈ X. (1.2)

Èç (1.1) è (1.2) ïîëó÷àåì, ÷òî

v1 ≤ H(x∗, y∗) ≤ v2 ∀x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗, (1.3)

ò.å. íèæíåå çíà÷åíèå èãðû íå áîëüøå âåðõíåãî.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ñèòóàöèÿ (x∗, y∗) ∈ X∗×Y ∗ ìîæåò áûòü âçÿòà â êà÷åñòâå

ðåøåíèÿ èãðû. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ êàæäîãî
èãðîêà îäíîñòîðîííèìè äåéñòâèÿìè äîáèòüñÿ óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ ñâîåãî âûèãðû-
øà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåêóùèì. Ýòî äåëàåò ñèòóàöèþ (x∗, y∗) íåóñòîé÷èâîé, ïîýòîìó
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè.

Âòîðîé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè � ðàâíîâåñèÿ. Ñèòóàöèÿ (x̄, ȳ) ∈ X × Y íà-
çûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ èëè ñåäëîâîé òî÷êîé, åñëè

∀x ∈ X H(x, ȳ) ≤ H(x̄, ȳ) ≤ H(x̄, y) ∀y ∈ Y. (1.4)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ëþáîé èãðîê îäíîñòîðîííèìè äåéñòâèÿìè
óæå íå ìîæåò äîáèòüñÿ óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ ñâîåãî âûèãðûøà. Ìíîæåñòâî ñåä-
ëîâûõ òî÷åê èãðû îáîçíà÷èì ÷åðåç S̄. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïðèíöèïàìè îïòè-
ìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 1.1.

à) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
v1 = v2 = v, (1.5)

òî
S̄ = X∗ × Y ∗. (1.6)
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á) Åñëè S̄ 6= ∅, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.5) è (1.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.1)�(1.3) è (1.5) ñëåäóåò

X∗ × Y ∗ ⊆ S̄.

Ïóñòü òåïåðü (x̄, ȳ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Òîãäà

v2 = min
y∈Y

max
x∈X

H(x, y) = max
x∈X

H(x, ȳ) ≤ H(x̄, ȳ)

≤ min
y∈Y

H(x̄, y) = max
x∈X

min
y∈Y

H(x, y) = v1.

Ïîýòîìó â ñèëó (1.3) âûïîëíÿåòñÿ (1.5) è (x̄, ȳ) ∈ X∗ × Y ∗. Îòñþäà ñëåäóåò (1.6).
2

Âåëè÷èíà v â (1.5) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì èãðû.

1.2 Ìàòðè÷íûå èãðû
Ìàòðè÷íóþ èãðó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó äâóõ ëèö (èã-
ðîêîâ), â êîòîðîé èãðîêè èìåþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê èìååò m ñòðàòåãèé, à âòîðîé � n ñòðà-
òåãèé. Âûáîð ïåðâûì èãðîêîì i-é ñòðàòåãèè, à âòîðûì � j-é ñòðàòåãèè îïðåäåëÿåò
ñèòóàöèþ (i, j), â êîòîðîé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà è îäíîâðåìåííî ïðîèãðûø
âòîðîãî åñòü ÷èñëî aij. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü ìàòðè÷íóþ èãðó, äîñòàòî÷-
íî çàäàòü ìàòðèöó âûèãðûøåé A = (aij) ðàçìåðíîñòüþ m × n. Åñëè ñëåäîâàòü
ïðèíöèïó ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, òî îïòèìàëüíîé äëÿ ïåðâîãî èãðîêà áó-
äåò ñòðàòåãèÿ i∗ òàêàÿ, ÷òî

v1 = min
j=1,n

ai∗j = max
i=1,m

min
j=1,n

aij.

Àíàëîãè÷íî, îïòèìàëüíîé äëÿ âòîðîãî èãðîêà ñòðàòåãèåé â ñìûñëå ãàðàíòèðîâàí-
íîãî ðåçóëüòàòà áóäåò ñòðàòåãèÿ j∗ òàêàÿ, ÷òî

v2 = max
i=1,m

aij∗ = min
j=1,n

max
i=1,m

aij.

Îäíàêî ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ (i∗, j∗) íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, ò.å.
ñîîòíîøåíèÿ

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j ∀i = 1, m, ∀j = 1, n

íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ. Ïî òåîðåìå 1.1, ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå ýòèõ
óñëîâèé ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èãðà èìååò çíà÷åíèå, ò.å. êîãäà

v1 = v2 = v.

Ïðèâåäåì ïðîñòûå ïðèìåðû.
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Ïðèìåð 1.1.

A =




1 −3 −2
0 5 4

2 3 2




Çäåñü v = v1 = v2 = 2, i∗ = 3, j∗ = 1, ñèòóàöèÿ (3, 1) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâå-
ñèÿ.

Ïðèìåð 1.2.

A =




1 4 2
3 2 0
5 1 3




Çäåñü i∗ = 1, j∗ = 3, íî v1 = 1, v2 = 3, ò.å. v1 < v2. Ïîýòîìó â èãðå íåò ñèòóàöèé
ðàâíîâåñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ìîæåò íå áûòü âî ìíîãèõ èãðàõ äàæå ñ
êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé. Ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèìåíåíèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, èñõîäíàÿ èãðà çàìåíÿåòñÿ
òàê íàçûâàåìûì ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì èãðû. Äëÿ ýòîé èãðû ìíîæåñòâà ñòðà-
òåãèé èãðîêîâ åñòü

X =

{
x ∈ Rm

+

m∑
i=1

xi = 1

}
,

Y =

{
y ∈ Rn

+

n∑
j=1

yj = 1

}
,

êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæå-
ñòâå ïåðâîíà÷àëüíûõ (÷èñòûõ) ñòðàòåãèé, ò.å. xi � âåðîÿòíîñòü âûáîðà i-é ñòðàòå-
ãèè ïåðâûì èãðîêîì, yj � âåðîÿòíîñòü âûáîðà j-é ñòðàòåãèè âòîðûì èãðîêîì. Çäåñü
è äàëåå âñå âåêòîðû áóäåì ñ÷èòàòü ñòðîêàìè, à Rm

+ = {x ∈ Rm | xi ≥ 0, i = 1,m} �
íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò â Rm. Ïîýòîìó íîâàÿ ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà

H(x, y) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj = xAy> = 〈xA, y〉

åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà â ñèòóàöèè, êîãäà ïåðâûé èãðîê âû-
áèðàåò ñòðàòåãèþ x = (x1, ..., xm), à âòîðîé � y = (y1, ..., yn). Ïðîèãðûø âòîðîãî
èãðîêà â ýòîé æå ñèòóàöèè ðàâåí âûèãðûøó ïåðâîãî. Åñëè ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò
â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè i-é êîîðäèíàòíûé âåêòîð e

(m)
i â Rm, à âòîðîé � j-é êîîðäèíàò-

íûé âåêòîð e
(n)
j â Rn, ò.å. ÷èñòûå i-þ è j-þ ñòðàòåãèþ ñîîòâåòñòâåííî, òî âûèãðûø

ïåðâîãî èãðîêà åñòü
H(e

(m)
i , e

(n)
j ) = aij,
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ýòî ñîîòâåòñòâóåò åãî âûèãðûøó â èñõîäíîé èãðå. Èòàê, èãðà â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ ñîäåðæèò èãðó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Òàêîå óñëîæíåíèå èñõîäíîé èãðû ïîçâî-
ëÿåò îáåñïå÷èòü â ëþáîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èëè çíà÷åíèÿ
èãðû. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 1.2. (Îòäåëèìîñòè) Ïóñòü L � íåïóñòîå, âûïóêëîå è çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è z /∈ L � òî÷êà, òîãäà ñóùåñòâóåò
âåêòîð q 6= 0 òàêîé, ÷òî

〈q, z〉 < 〈q, l〉 ∀l ∈ L.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ:
Åñëè ó íàñ åñòü íåïóñòîå âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è òî÷êà âíå åãî, òî ìû ìîæåì ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðàçîì,
÷òî â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå áóäåò ìíîæåñòâî, à â äðóãîì � òî÷êà. È ïðè ýòîì
íè ìíîæåñòâî, íè òî÷êà íå áóäóò êàñàòüñÿ ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé èõ. Äî-
êàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [3], òåîðåìà 2.2.

Ëåììà 1.1. Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

x ∈ X : v1(x) = min
y∈Y

〈xA, y〉 = min
j=1,n

〈Aj, x〉, v1 = max
x∈X

min
j=1,n

〈Aj, x〉,

y ∈ Y : v2(y) = max
x∈X

〈x,A>y>〉 = max
i=1,m

〈ai, y〉, v2 = min
y∈Y

max
i=1,m

〈ai, y〉,

ãäå Aj � j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A, ai � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è

min
y∈Y

→
n∑

j=1

bjyj

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð e
(n)
k , ãäå

bk = min
j=1,n

bj.

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â ëåììå 1.1 ïðè bj = 〈Aj, x〉.

Ëåììà 1.2. (Îá àëüòåðíàòèâàõ äëÿ ìàòðèö) Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ
ìàòðèöà m × n, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà è òîëüêî îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåð-
íàòèâ:

1. ∃x ∈ X, 〈Dj, x〉 ≥ 0, j = 1, n;

2. ∃ y ∈ Y, 〈di, y〉 ≤ 0, i = 1,m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

L = conv
{

D1, . . . , Dn, e
(m)
1 , . . . , e(m)

m

}
,

L � íåïóñòî, âûïóêëî, çàìêíóòî êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû è åäè-
íè÷íûõ âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: íà÷àëî êîîðäèíàò ñîäåðæèòñÿ â ìíî-
æåñòâå L/íå ñîäåðæèòñÿ.

1. 0 /∈ L. Íî òîãäà ìîæíî â êà÷åñòâå z âçÿòü 0 è èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1.2.
Ïîëó÷èì

m∑
i=1

ziqi = 〈q, z〉 > 0 ∀z ∈ L,

èëè qi > 0 äëÿ ëþáîãî i. Ìîæíî îïðåäåëèòü

xi =
qi

m∑
j=1

qj

, i = 1,m,

òîãäà x ∈ X è
〈x, z〉 > 0 ∀z ∈ L,

îòñþäà ñëåäóåò
〈x,Dj〉 > 0 j = 1, n.

2. 0 ∈ L. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

0 =
n∑

j=1

αjDj +
m∑

i=1

βie
(m)
i ,

n∑
j=1

αj +
m∑

i=1

βi = 1,

αj ≥ 0, j = 1, n, βi ≥ 0, i = 1,m. Ïî êàæäîé êîîðäèíàòå:

0 =
n∑

j=1

αjdij + βi, i = 1,m,

íî βi ≥ 0, îòñþäà
n∑

j=1

αjdij ≤ 0, i = 1,m.

Ïîêàæåì, ÷òî
n∑

k=1

αk > 0, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n∑

k=1

αk = 0. Òîãäà αj = 0, j = 1, n, ýòî
çíà÷èò, ÷òî βi = 0, íî

n∑
j=1

αj +
m∑

i=1

βi = 1,

ïðîòèâîðå÷èå. Îïðåäåëèì

yj =
αj

n∑
k=1

αk

, j = 1, n,



12

òîãäà y ∈ Y è

〈di, y〉 =
n∑

j=1

yjdij ≤ 0, i = 1,m.

2

Òåîðåìà 1.3. (Äæ. ôîí Íåéìàí) Ëþáàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ èìååò çíà÷åíèå (ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî v1 = v2 = v. Èçâåñòíî, ÷òî âñåãäà v1 ≤
v2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A, äëÿ êîòîðîé â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ v1 < v2. Òîãäà ìîæíî íàéòè âåùåñòâåííîå ÷èñëî t, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ ñòðîãî ìåæäó íèìè: v1 < t < v2. Îïðåäåëèì ìàòðèöó D = (dij), dij =
aij − t. Äëÿ ýòîé ìàòðèöû èìååò ìåñòî îäíà èç àëüòåðíàòèâ ïî ëåììå 1.2. Åñëè

∃x ∈ X, 〈Dj, x〉 ≥ 0, ∀j = 1, n,

òî
m∑

i=1

dijxi =
m∑

i=1

(aij − t)xi ≥ 0

è
〈Aj, x〉 =

m∑
i=1

aijxi ≥ t

m∑
i=1

xi = t, j = 1, n.

Îòñþäà ïî ëåììå 1.1 ñëåäóåò

v1 = max
x∈X

min
j=1,n

〈Aj, x〉 ≥ t.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà

∃ y ∈ Y, 〈di, y〉 ≤ 0, i = 1,m,

òî
n∑

j=1

(aij − t)yj =
n∑

j=1

dijyj ≤ 0

è
〈ai, y〉 =

n∑
j=1

aijyj ≤ t

n∑
j=1

yj = t, i = 1,m.

Îòñþäà ïî ëåììå 1.1 ñëåäóåò

v2 = min
y∈Y

max
i=1,m

〈ai, y〉 ≤ t.

Ïîëó÷åíû ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ îáåèõ àëüòåðíàòèâ. Çíà÷èò, v1 = v2. 2
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Èòàê, ïðèìåíåíèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíå-
íèþ èñõîäíîé èãðû, íî çàòî îñëàáëÿåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâå-
ñèÿ. Íàëè÷èå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ äåëàåò ïîâåäåíèå îïèñûâàåìîé ñèñòåìû ïðî-
ãíîçèðóåìûì. Ðåàëèçàöèÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêàìè ñîñòîèò â ïðîâåäåíèè
ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà â ñîîòâåòñòâèè ñ èìåþùèìñÿ ðàñïðåäåëåíèåì è âûáîðå
äëÿ äåéñòâèé ïîëó÷åííîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè. Òàêîé ïîäõîä âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî
èñêóññòâåííûì, áîëåå òîãî, îí èìååò ñìûñë òîëüêî â óñëîâèÿõ ìíîãîêðàòíîãî ïî-
âòîðåíèÿ ðàçûãðûâàíèÿ îäíîé è òîé æå èãðû, òîãäà âûèãðûøè èãðîêîâ áóäóò
ñòðåìèòüñÿ ê ñðåäíåìó, ò.å. ê çíà÷åíèþ èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè æå
ðàçûãðûâàíèå ïðîâîäèòñÿ îäíîêðàòíî, èëè íåñêîëüêî ðàç, òî èñïîëüçîâàíèå ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêàìè ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
âîçìîæíà ÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàê íàçûâàåìîé ¾ôèçè÷åñêîé ñìåñè¿ ñòðàòåãèé, èëè
äîëåé ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â âûáîðå êóëü-
òóðû äëÿ çàñåâàíèÿ ïîëÿ, òî íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîèçâîäèòü ñëó÷àéíûé ýêñïå-
ðèìåíò äëÿ åå âûáîðà, à ìîæíî ïðîñòî çàñåÿòü ïîëå â ïðîïîðöèÿõ, óêàçàííûõ
ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé.

1.3 Ñâîéñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷íûõ èãð
Ïî îïðåäåëåíèþ, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà åñòü â òî÷íîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè:
max
x∈X

→ v1(x),

ãäå
v1(x) = min

y∈Y
H(x, y).

Òàê æå, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà åñòü â òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
îïòèìèçàöèè:

min
y∈Y

→ v2(y),

ãäå
v2(y) = max

x∈X
H(x, y).

Ýòè çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

max → α, (1.7)

îãðàíè÷åíèÿ:

v1(x) ≥ α,

x ∈ X;

à òàêæå
min → β, (1.8)
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îãðàíè÷åíèÿ:

v2(y) ≤ β,

y ∈ Y.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ëåììå 1.1 çàäà÷è (1.7) è (1.8) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

max → α,

îãðàíè÷åíèÿ:

〈Aj, x〉 ≥ α, j = 1, n,

x ∈ X;

à òàêæå
min → β,

îãðàíè÷åíèÿ:

〈ai, y〉 ≤ β, i = 1,m,

y ∈ Y.

Òåïåðü çàïèøåì îáå çàäà÷è â ïîëíîì âèäå:

max → α, (1.9)

îãðàíè÷åíèÿ:
m∑

i=1

aijxi ≥ α, j = 1, n,

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1,m;

à òàêæå
min → β, (1.10)

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijyj ≤ β, i = 1,m,

n∑
j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, n.

Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â çàäà÷àõ (1.9) è (1.10) ÷åðåç α∗ è β∗,
òîãäà ïî òåîðåìå 1.3

α∗ = β∗ = v,

ãäå v � çíà÷åíèå èãðû.
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Ñâîéñòâî 1.
à) Åñëè (α∗, x∗) è (β∗, y∗) � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.9) è (1.10), òî x∗ ∈ X∗ è y∗ ∈ Y ∗,

α∗ = β∗ = v.

á) Åñëè x∗ ∈ X∗ è y∗ ∈ Y ∗, v � çíà÷åíèå èãðû, òî (v, x∗) è (v, y∗) � ðåøåíèÿ çàäà÷
(1.9) è (1.10).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è (1.9) è (1.10) ÿâëÿþòñÿ âçàèìîäâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. îíè ìîãóò áûòü ðåøåíû òî÷íî çà êîíå÷íîå ÷èñëî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Ñâîéñòâî 2.
à) Åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå èãðû v, òî X∗ åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:
m∑

i=1

aijxi ≥ v, j = 1, n,

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1,m;

.

á) Åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå èãðû v, òî Y ∗ åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

n∑
j=1

aijyj ≤ v, i = 1,m,

n∑
j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1.

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàçàòü âàðèàíò ñâîéñòâà 2.
Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

m∑
i=1

aijxi ≥ α, j = 1, n,

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1,m,

n∑
j=1

aijyj ≤ α, i = 1,m,

n∑
j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, n;
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÷èñëî α â ðåøåíèè åñòü çíà÷åíèå èãðû v, à ìíîæåñòâà âåêòîðîâ x è y â ðåøåíèè
ñîâïàäàþò ñ X∗ è Y ∗.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñïåêòðîì ñìåøàííîé ñòðàòåãèè x ∈ X ïåðâîãî èãðîêà
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé I(x) = {i | xi > 0}, äëÿ
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîëîæèòåëüíû. Ñïåêòðîì ñìåøàííîé ñòðàòå-
ãèè y ∈ Y âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé
J(y) = {j | yj > 0}, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîëîæèòåëüíû.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ îäíîãî èãðîêà ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó
êàêîé-òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, òî òîãäà îí ìîæåò ïðèìåíÿòü ýòó ÷èñòóþ
ñòðàòåãèþ ïðîòèâ ëþáîé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äðóãîãî èãðîêà. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèå âûèãðûøà áóäåò ðàâíî çíà÷åíèþ èãðû. À èìåííî:
à) Åñëè k ∈ I∗ = I(x∗), x∗ ∈ X∗, òî

H(e
(m)
k , y∗) = v, ∀y∗ ∈ Y ∗.

á) Åñëè l ∈ J∗ = J(y∗), y∗ ∈ Y ∗, òî

H(x∗, e(n)
j ) = v, ∀x∗ ∈ X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ I∗ = I(x∗), x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗. Òîãäà
∀x ∈ X, H(x, y∗) ≤ H(x∗, y∗) = v,

îòñþäà

∀i = 1,m,

n∑
j=1

aijy
∗
j = H(e

(m)
i , y∗) ≤ v.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n∑

j=1

akjy
∗
j = H(e

(m)
k , y∗) < v.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íåðàâåíñòâ âûøå íà x∗i ñ ó÷åòîì x∗k > 0 è èõ ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå

v = H(x∗, y∗) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i y
∗
j < v

m∑
i=1

x∗i = v.

2

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ñâîéñòâà 3 ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì äîïîëíè-
òåëüíîñòè:

x∗i

(
n∑

j=1

aijy
∗
j − v

)
= 0, i = 1,m, y∗j

(
m∑

i=1

aijx
∗
i − v

)
= 0, j = 1, n, (1.11)

äëÿ x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. (Äîìèíèðîâàíèå ñòðàòåãèé) Ñòðàòåãèÿ x′ äîìèíèðó-
åò ñòðàòåãèþ x′′ ïåðâîãî èãðîêà (x′ º x′′), åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

H(x′, e(n)
j ) ≥ H(x′′, e(n)

j ), j = 1, n.

Ñòðàòåãèÿ x′ ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ x′′ ïåðâîãî èãðîêà (x′ Â x′′), åñëè
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

H(x′, e(n)
j ) > H(x′′, e(n)

j ), j = 1, n.

Ñòðàòåãèÿ y′ äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ y′′ âòîðîãî èãðîêà (y′ º y′′), åñëè âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

H(e
(m)
i , y′) ≤ H(e

(m)
i , y′′), i = 1,m.

Ñòðàòåãèÿ y′ ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ y′′ âòîðîãî èãðîêà (y′ Â y′′), åñëè
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

H(e
(m)
i , y′) < H(e

(m)
i , y′′), i = 1,m.

Çàïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïîëíîì âèäå:
m∑

i=1

aijx
′
i ≥

m∑
i=1

aijx
′′
i j = 1, n;

m∑
i=1

aijx
′
i >

m∑
i=1

aijx
′′
i j = 1, n;

n∑
j=1

aijy
′
j ≤

n∑
j=1

aijy
′′
j i = 1,m;

n∑
j=1

aijy
′
j <

n∑
j=1

aijy
′′
j i = 1,m.

Äëÿ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé:

e
(m)
k º e

(m)
l (e

(m)
k Â e

(m)
l ) : akj ≥ alj (akj > alj), j = 1, n;

e
(n)
k º e

(n)
l (e

(m)
k Â e

(m)
l ) : aki ≤ ali (aki < ali), i = 1,m.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì çàïèñûâàòü òàêæå

{k} º {l} ({k} Â {l}).
ßñíî, ÷òî x′ º x′′ (x′ Â x′′) âëå÷åò

H(x′, y) ≥ H(x′′, y) (H(x′, y) > H(x′′, y)), ∀y ∈ Y ;

òàê æå y′ º y′′ (y′ Â y′′) âëå÷åò

H(x, y′) ≤ H(x, y′′) (H(x, y′) < H(x, y′′)), ∀x ∈ X.
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Ñâîéñòâî 4. Íèêàêàÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ íå ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü ñïåêòðó êàêîé-ëèáî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ I∗ = I(x∗), x∗ ∈ X∗, íî ñòðàòåãèÿ e
(m)
k ñòðîãî

äîìèíèðóåìàÿ, ò.å.

∃x′ ∈ X : H(x′, e(n)
j ) > H(e

(m)
k , e

(n)
j ), j = 1, n,

èëè
m∑

i=1

aijx
′
i > akj, j = 1, n.

Âîçüìåì y∗ ∈ Y ∗. Òîãäà

H(x′, y∗) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijx
′
iy
∗
j >

n∑
j=1

akjy
∗
j = H(e

(m)
k , y∗) = v

ïî ñâîéñòâó 3, íî
H(x′, y∗) ≤ H(x∗, y∗) = v,

ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. 2

Ñâîéñòâî 5.

à) Èñêëþ÷åíèå ëþáîé äîìèíèðóåìîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè èãðîêà ïðèâîäèò ê ïîäûã-
ðå ñ òåì æå çíà÷åíèåì, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîé (ñ äîïîëíåíèåì íóëåì èñêëþ-
÷åííîé êîìïîíåíòû) áóäóò ðåøåíèÿìè èñõîäíîé èãðû.

á) Èñêëþ÷åíèå ëþáîé ñòðîãî äîìèíèðóåìîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè èãðîêà ïðèâîäèò
ê ïîäûãðå ñ òåì æå çíà÷åíèåì, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîé (ñ äîïîëíåíèåì íóëåì
èñêëþ÷åííîé êîìïîíåíòû) áóäóò äàâàòü âñå ðåøåíèÿ èñõîäíîé èãðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ èãðà Γ ñ ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ I = {1, . . . , m} è J = {1, . . . , n}. Åå ìíîæåñòâà ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèé îáîçíà÷èì X è Y . Ïóñòü x′ º e

(m)
k , ãäå x′k ∈ [0, 1). Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x′k = 0. Â ñàìîì äåëå, èìååì
m∑

i=1

aijx
′
i ≥ akj, j = 1, n.

Åñëè x′k > 0, òî
1

(1− x′k)

∑

i6=k

aijx
′
i ≥ akj, j = 1, n.

Íî
x′i ≥ 0, i = 1,m,

m∑
i=1

x′i = 1,
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ïîýòîìó äëÿ {
x′′i =

x′i
1−x′k

, i = 1,m, i 6= k,

x′′k = 0;

èìååì
x′′i ≥ 0, i = 1,m,

m∑
i=1

x′′i = 1,

è ∑

i6=k

aijx
′′
i ≥ akj, j = 1, n.

Âîçüìåì óñå÷åííóþ èãðó Γ′ ñ ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ
I ′ = I \ {k} è J ′ = J . Åå ìíîæåñòâà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷èì X ′ è Y ′ = Y .
Ïóñòü (x̃, ỹ) ∈ X ′ × Y ′ � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ óñå÷åííîé èãðû, ò.å.

∀x ∈ X ′,
∑

i6=k

n∑
j=1

aijxiỹj ≤
∑

i6=k

n∑
j=1

aijx̃iỹj ≤
∑

i6=k

n∑
j=1

aijx̃iyj, ∀y ∈ Y ′.

Îïðåäåëèì x∗ = (x̃1, . . . , x̃k−1, 0, x̃k+1, . . . , x̃m) ∈ X è y∗ = ỹ ∈ Y , òîãäà

∀i 6= k,

n∑
j=1

aijy
∗
j ≤

m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i y
∗
j ≤

m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i yj, ∀y ∈ Y.

Êðîìå òîãî, x̃′ = (x′1, . . . , x
′
k−1, x

′
k+1, . . . , x

′
m) ∈ X ′, ïîýòîìó

n∑
j=1

akjy
∗
j ≤

m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
′
iỹj ≤

m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i y
∗
j .

Ïóñòü z = (z1, . . . , zm) ∈ X � ëþáàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà â èñõîä-
íîé èãðå. Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèÿ âûøå íà zi è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì

m∑
i=1

n∑
j=1

aijziy
∗
j ≤

m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i y
∗
j ,

ò.å. (x∗, y∗) � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé èãðû. Óòâåðæäåíèå ï. à) äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ï. á) ñëåäóåò èç ï. à) è ñâîéñòâà 4. 2

Ñâîéñòâî 6. Åñëè â ëþáîé ìàòðè÷íîé èãðå ñ ìàòðèöåé A âñå ýëåìåíòû
óìíîæèòü íà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî γ è äîáàâèòü ëþáîå ÷èñëî δ, òî ìíî-
æåñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé íå èçìåíèòñÿ, à çíà÷åíèå èãðû òàêæå óìíî-
æèòñÿ íà γ è ê íåìó äîáàâèòñÿ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà ñåäëîâîé òî÷êè

∀x ∈ X, H(x, y∗) ≤ H(x∗, y∗) ≤ H(x∗, y), ∀y ∈ Y,
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ïðè

H(x, y) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

òîãäà ñâîäÿòñÿ ê

∀x ∈ X, H̃(x, y∗) ≤ H̃(x∗, y∗) ≤ H̃(x∗, y), ∀y ∈ Y,

ãäå H̃(x, y) = γH(x, y) + δ. 2

1.4 Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ìàòðè÷íûõ èãð
Èòàê, ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà, ò.å. èçâåñòíà ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè m×n.

Âíà÷àëå, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, íå ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîé èãðû â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì

v1 = min
j=1,n

ai∗j = max
i=1,m

min
j=1,n

aij,

v2 = max
i=1,m

aij∗ = min
j=1,n

min
j=1,n

aij.

Åñëè v1 = v2 = v, òî (i∗, j∗) � ðåøåíèå èãðû â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 1.1. Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà v1 < v2 (v1 ≤ v2 âñåãäà),
ò.å. íå ñóùåñòâóåò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà èùåì ðåøåíèå
èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ïðåäâàðèòåëüíî èñêëþ÷à-
åì äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ, ñîêðàùàÿ ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû. Íàïðèìåð,
åñëè

ai0j ≥ ai1j ∀j, òî e
(m)
i0

º e
(m)
i1

({i0} º {i1}),
è ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ (ñòðîêó) i1 ìîæíî èñêëþ÷èòü ïî ñâîéñòâó 5. Êðîìå òîãî,
ìîæíî áðàòü åù¼ äîìèíèðîâàíèå ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè. Åñëè

∑

i6=i1

aijx
′
i ≥ ai1j ∀j,

òî x′ º e
(m)
i1

, è ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ i1 òàêæå ìîæíî èñêëþ÷èòü. Äëÿ âòîðîãî èãðîêà
ñîîòâåòñòâåííî èìååì

aij0 ≤ aij1 ∀i, òî e
(n)
j0
º e

(n)
j1

({j0} º {j1}),

ëèáî ∑

j 6=j1

aijy
′
j ≤ aij1 ∀i, òî y′ º e

(n)
j1

,

òîãäà ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ (ñòîëáåö) j1 ìîæíî èñêëþ÷èòü.
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1.4.1 Ìàòðè÷íûå èãðû ïðè m = n = 2

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ëèáî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ äîìèíè-
ðóåìûõ ñòðàòåãèé, ëèáî èçíà÷àëüíî èãðà ñîäåðæèò ïî äâå ÷èñòûõ ñòðàòåãèè, ò.å.
ìàòðèöà

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, m = n = 2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå ëèáî òîëüêî â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ,
ëèáî òîëüêî â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü, íàïðèìåð, x∗ = (1, 0) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ 1�ãî èã-
ðîêà, ò.å. I∗ = {1}, íî ïðè ýòîì J∗ = {1, 2}. Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî 3, è îáå ÷èñòûõ
ñòðàòåãèè 2�ãî èãðîêà ïðîòèâ îïòèìàëüíîé 1�ãî äàþò v, ò.å.

H(x∗, e(2)
j ) = v ïðè j = 1, 2 èëè a11 = a12 = v,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ñòîëáöîâ (÷èñòûõ ñòðàòåãèé 2�ãî èãðîêà) äîìèíèðóåòñÿ
äðóãèì, è ïîëó÷àåì ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, ò.å. ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, åñëè â èãðå 2× 2 ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ íåò, òî îáà èãðîêà èìåþò
ïîëíîñòüþ ñìåøàííûå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè x∗ = (α, 1− α) è y∗ = (β, 1− β),
ñ 1 > α > 0, 1 > β > 0. Íàéäåì x∗, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3, ò.å. ÷èñòûå ñòðàòåãèè
2�ãî èãðîêà ïðîòèâ 1�ãî èãðîêà, è ïîëó÷èì

{
a11α + a21(1− α) = v,

a12α + a22(1− α) = v,

� ñèñòåìà ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè è äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Â ìàòðè÷íîì âèäå:
(

(a11 − a21) −1 −a21

(a12 − a22) −1 −a22

)
.

Åñëè âû÷åñòü ñòðîêè, òî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû èìååì:
δ = a11 − a21 = a12 − a22, ò.å. ìàòðèöà èãðû A èìååò äîìèíèðîâàíèå ñòðîê

(
a11 a12

a11 − δ a12 − δ

)
,

äîëæíî áûòü ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû åäèíñòâåí-
íî è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

α =
a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22

, v =
a11a22 − a12a21

a11 − a12 − a21 + a22

.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ 2-ãî èãðîêà:

β =
a22 − a12

a11 − a12 − a21 + a22

.

Èòàê, çäåñü ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå.
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Ïðèìåð 1.3. Çàäàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ïðè m = n = 4, ñ ìàòðèöåé

A =




14 7 14 21
21 21

2
7 14

14 14 7 7
7 7 7 7

2




Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ

v1 = max {7, 7, 7, 7

2
} = 7,

v2 = min {21, 14, 14, 21} = 14.

Ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ çäåñü íåò.
Ðåøàåì â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ:

1) äåëèì íà 7

A(1) =




2 1 2 3
3 3

2
1 2

2 2 1 1
1 1 1 1

2


 1-é èãðîê:{3} º {4}, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ

=⇒



2 1 2 3
3 3

2
1 2

2 2 1 1


 2�é èãðîê:{3} º {4}

=⇒



2 1 2
3 3

2
1

2 2 1




(èñêëþ÷àåì 4-å ñòðàòåãèè èãðîêîâ);

2)

A(2) =




2 1 2
3 3

2
1

2 2 1


 2-é èãðîê:{3} º {1}, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ

⇒



1 2
3
2

1
2 1


 1-é èãðîê:{3} º {2},

(èñêëþ÷àåì 1-þ ñòðàòåãèþ 2-ãî è 2-þ ñòðàòåãèþ 1-ãî èãðîêà);

3)

A(3) =

(
1 2
2 1

)
v1 = 1 < v2 = 2, çäåñü ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ñìåøàííîå.
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Èìååì

α =
1− 2

1− 2− 2 + 1
=
−1

−2
=

1

2
, v =

1− 4

−2
=

3

2
,

β =
1− 2

1− 2− 2 + 1
=

1

2
.

Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å, çäåñü

x∗ = (
1

2
, 0,

1

2
, 0),

y∗ = (0,
1

2
,
1

2
, 0), v =

21

2
.

1.4.2 Ñâåä�åíèå ìàòðè÷íûõ èãð ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ äî
äâóõ, ìîæíî íàõîäèòü ðåøåíèå èãðû ïðÿìî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ è ëåììû 1.1
êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè:

max
x∈X

→ min
j=1,n

〈Aj, x〉 (1.12)

è
min
y∈Y

→ max
i=1,m

〈ai, y〉. (1.13)

Òàêæå ìîæíî íàõîäèòü ðåøåíèå èãðû íà îñíîâå ñâîéñòâà 1, ò.å. ðåøèâ çàäà-
÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) (1.9) è (1.10). Îäíàêî ìîæíî åùå áîëüøå
óïðîñòèòü ýòè çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà v > 0. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî, åñëè åñòü
ýëåìåíòû aij < 0, ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A äîáàâëÿþò ÷èñëî

c > max
aij<0

|aij|.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6 ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ, à çíà÷åíèå èãðû
óâåëè÷èâàåòñÿ íà c. Ïîñêîëüêó â íîâîé ìàòðèöå Ã âñå ýëåìåíòû ãij = aij + c
ïîëîæèòåëüíûå, òî òåïåðü

H(x, y) = xÃy> > 0, ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y,

è v > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü â çàäà÷àõ (1.9) è (1.10) âûïîëíèì çàìåíó
ïåðåìåííûõ, à èìåííî, îïðåäåëèì

ui =
1

α
xi, wj =

1

β
yj,
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òîãäà
m∑

i=1

ui =
1

α
è

m∑
i=1

wj =
1

β
.

Ïîýòîìó âìåñòî (1.9) è (1.10) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïàðó çàäà÷ ËÏ:

min →
m∑

i=1

ui, (1.14)

îãðàíè÷åíèÿ:
m∑

i=1

aijui ≥ 1, j = 1, n,

ui ≥ 0, i = 1,m;

à òàêæå
max →

m∑
i=1

wj, (1.15)

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijwj ≤ 1, i = 1, m,

wj ≥ 0, j = 1, n.

Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé ñîêðàòèëîñü. Ïî òåîðåìå 1.2, çàäà÷è (1.9)
è (1.10) èìåþò ðåøåíèÿ, çíà÷èò, è çàäà÷è (1.14) è (1.15) èìåþò ðåøåíèÿ u∗ =
(u∗1, . . . , u

∗
m) è w∗ = (w∗

1, . . . , w
∗
n), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååì

v = α∗ = β∗ =

(
m∑

i=1

u∗i

)−1

=

(
n∑

j=1

w∗
j

)−1

, (1.16)

x∗i = v · u∗i =
u∗i

m∑
s=1

u∗s

, i = 1,m, (1.17)

y∗j = v · w∗
j =

w∗
j

m∑
s=1

w∗
s

, j = 1, n. (1.18)

Çàìåòèì, ÷òî (1.14) è (1.15) åñòü ïàðà âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ, ïîýòîìó
èõ ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé îäíîãî èç âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-
ìåòîäà çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî 3,
òàê êàê åñëè I∗ � ñïåêòð ñòðàòåãèè x∗ ∈ X∗, òî ñîãëàñíî (1.11),

n∑
j=1

aijy
∗
j = v, ∀i ∈ I∗. (1.19)
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Ïîýòîìó áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì äàííîé ñèñòå-
ìû.

1.4.3 Ìàòðè÷íûå èãðû ïðè m = 2 èëè n = 2

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé õîòÿ áû ó îäíîãî èç èãðîêîâ îñòàåòñÿ âñåãî äâå ÷èñòûõ
ñòðàòåãèè, ò.å. äëÿ èãð 2× n èëè m× 2.

Îïèøåì ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ËÏ (1.14) è (1.15). Â ñëó÷àå
m = 2 íàäî âíà÷àëå ðåøèòü çàäà÷ó (1.14), êîòîðàÿ òîãäà èìååò âèä

min → u1 + u2

a1ju1 + a2ju2 ≥ 1, j = 1, n,

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0,

è ìîæåò áûòü ðåøåíà ãðàôè÷åñêè. Òðåáóåòñÿ íàéòè óãëîâóþ òî÷êó äîïóñòèìî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè u1 + u2 íàèìåíüøåå.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ

u∗ = (u∗1, u
∗
2)

ñîãëàñíî (1.16)�(1.18) íàõîäèì

v = (u∗1 + u∗2)
−1, (çíà÷åíèå èãðû)

x∗1 = u∗1 · v, (îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ 1-ãî èãðîêà)
x∗2 = u∗2 · v.

Â ñèëó óñëîâèé v > 0, ïîýòîìó x∗1 + x∗2 = 1, x∗1 ≥ 0, x∗2 ≥ 0. Ñëó÷àé x∗1 · x∗2 = 0
íåâîçìîæåí, òîãäà èãðà èìååò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ ñëó÷àÿ x∗1 ·x∗2 > 0
âûáèðàåì j1 è j2 òàêèå, ÷òî

a1,j1 · x∗1 + a2,j1 · x∗2 = v,

a1,j2 · x∗1 + a2,j2 · x∗2 = v.

Òîãäà ïî ñâîéñòâó 3 y∗j1 > 0 è y∗j2 > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y∗ íàõîäèì êàê
â èãðå 2× 2, ò.å. âû÷èñëÿåì

β = (a2j2 − a1j2)/(a1j1 − a1j2 − a2j1 + a2j2)

äëÿ ìàòðèöû
Ã =

(
a1j1 a1j2

a2j1 a2j2

)

è ïîëàãàåì
y∗j1 = β, y∗j2 = 1− β.

Â ñëó÷àå n = 2 â êà÷åñòâå èñõîäíîé áåðåì âíà÷àëå çàäà÷ó (1.15), íàõîäèì
ãðàôè÷åñêè w∗, îòñþäà y∗ è v, à çàòåì àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 3, ïîëó÷àåì
x∗.
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Ïðèìåð 1.4. Çàäàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ïðè m = n = 3, ñ ìàòðèöåé

A =




1 4 2
3 2 0
5 1 3


 .

Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ:

v1 = max{1, 0, 1} = 1,

v2 = min{5, 4, 3} = 3,

íåò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó v1 < v2.
Äëÿ 1-ãî èãðîêà 1

2
{1, 3} º {2}, ïîýòîìó ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ 2-é ñòðàòåãèè èìååì

A(1) =

(
1 4 2
5 1 3

)
,

1-é èãðîê èìååò 2 ÷èñòûõ ñòðàòåãèè. Çàäà÷à (1.14) çäåñü èìååò âèä:

min → u1 + u2

u1 + 5u2 ≥ 1 (1)
4u1 + u2 ≥ 1 (2)
2u1 + 3u2 ≥ 1 (3)
u1 ≥ 0, u2 ≥ 0.

Èç ðèñ. 1.1 ÿñíî, ÷òî u∗ åñòü ëèáî òî÷êà B, ëèáî òî÷êà C.

C : (1), (3)

{
u1 + 5u2 = 1

2u1 + 3u2 = 1
=⇒ C =

(
2

7
,
1

7

)
, f =

3

7
;

B : (2), (3)

{
4u1 + u2 = 1

2u1 + 3u2 = 1
=⇒ B =

(
1

5
,
1

5

)
, f =

2

5
<

3

7
.

Ïîýòîìó

u∗ = B, v =

(
1

5
+

1

5

)−1

=
5

2
, x∗ = (

1

2
, 0,

1

2
),

J∗ = {j1, j2} = {2, 3}, ìàòðèöà A(2) =

(
4 2
1 3

)
=⇒ β =

3− 2

4− 2− 1 + 3
=

1

4
,

y∗1 = 0, y∗2 = β, y∗3 = 1− β, ò.å. y∗ =

(
0,

1

4
,
3

4

)
.
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-
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1

· ·
B

C

Ðèñ. 1.1: Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå èãðû ïðè m = 2.
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Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìèçàöèè (1.12)
è (1.13). Â ñëó÷àå m = 2 íàäî âíà÷àëå ðåøèòü çàäà÷ó (1.12), êîòîðàÿ òîãäà èìååò
âèä

max
α∈[0,1]

→ min
j=1,n

{a1jα + a2j(1− α)}

è ìîæåò áûòü ðåøåíà ãðàôè÷åñêè. Òîãäà x∗ = (α, 1 − α). Âûáèðàåì èíäåêñû j1 è
j2 òàêèå, ÷òî

a1,j1 · x∗1 + a2,j1 · x∗2 = v,

a1,j2 · x∗1 + a2,j2 · x∗2 = v.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y∗ íàõîäèì êàê âûøå â èãðå 2× 2.
Â ñëó÷àå n = 2 íàäî âíà÷àëå ðåøèòü çàäà÷ó (1.13), êîòîðàÿ òîãäà èìååò âèä

min
β∈[0,1]

→ max
j=1,n

{a1jβ + a2j(1− β)}

è ìîæåò áûòü ðåøåíà ãðàôè÷åñêè. Òîãäà y∗ = (β, 1 − β). Âûáèðàåì èíäåêñû i1 è
i2 òàêèå, ÷òî

ai1,1 · y∗1 + ai1,2 · y∗2 = v,

ai2,1 · y∗1 + ai2,2 · y∗2 = v.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ x∗ íàõîäèì òàêæå êàê â èãðå 2× 2.

1.5 Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ èãð ñâåä�åíèåì ê ñèñòåìå
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîëó÷èì âíà÷àëå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷íûõ èãð. Ïóñòü
x∗, y∗ � ëþáàÿ ïàðà ðåøåíèé ìàòðè÷íîé èãðû, I∗ = I(x∗) = {i | x∗i > 0}, J∗ =
J(y∗) = {j | y∗j > 0}. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 2 òî÷êè x∗ è y∗ åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà:

m∑
i=1

aijx
∗
i ≥ v, j = 1, n,

m∑
i=1

x∗i = 1,

x∗i ≥ 0, i = 1,m;

n∑
j=1

aijy
∗
j ≤ v, i = 1,m,

m∑
j=1

y∗j = 1,

y∗j ≥ 0, j = 1, n.

(1.20)

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêè X∗ èëè Y ∗ � ýòî ïåðåñå÷åíèå ñèìïëåêñà ñ íàáîðîì
ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî X∗ è Y ∗ � ìíîãîãðàííèêè â ïðîñòðàíñòâàõ Rm è
Rn, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v. Ýòè ìíîæåñòâà ìîæíî çàäàòü
ñ ïîìîùüþ èõ óãëîâûõ òî÷åê êàê âûïóêëûå îáîëî÷êè, ò.å.

X∗ = conv{x̄1, . . . , x̄m1}, Y ∗ = conv{ȳ1, . . . , ȳn1}.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.4, ìîæíî îïèñàòü óãëîâûå òî÷êè è ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ïîëíîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó 3,

n∑
j=1

aijy
∗
j = v, ∀i ∈ I∗,

m∑
i=1

aijx
∗
i = v, ∀j ∈ J∗,

à òàêæå ∑
j∈J∗

aijy
∗
j = v, ∀i ∈ I∗,

∑
i∈I∗

aijx
∗
i = v, ∀j ∈ J∗.

Òåîðåìà 1.4. (Ë. Øåïëè-Ð. Ñíîó) Ïóñòü v = vA 6= 0 â ìàòðè÷íîé èãðå
m × n. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû (x∗, y∗) îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé, êî-
òîðûå îïðåäåëÿþò óãëîâóþ òî÷êó ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé, íàéäåòñÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà AS = (aij)(i,j)∈S, òàêàÿ ÷òî S = SI × Sj, |SI | =
|SJ | ≥ max{|I∗|, |J∗|}, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:





∑
i∈SI

aijx
∗
i = v, ∀j ∈ SJ ,

∑
i∈SI

x∗i = 1,

∑
j∈SJ

aijy
∗
j = v, ∀i ∈ SI ,

∑
j∈SJ

y∗j = 1.
(1.21)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [6], òåîðåìà
3.1.14.

Ïîýòîìó ñòðàòåãèè x∗SI
, y∗SJ

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ìàòðè÷íîé èãðû ñ óñå÷åííîé
ìàòðèöåé AS, ÷èñòûå ñòðàòåãèè âíå S íå âõîäÿò â ñïåêòð ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé
ýòîé èãðû. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ èãðà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê íåâûðîæäåííîé
(íàïðèìåð, ñ v > 0), òî ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà êî âñåì ìàòðè÷íûì èãðàì. Åñëè
SI è SJ âûáðàíû, òî x∗SI

è y∗SJ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (1.21).

Äëÿ êðàòêîñòè, ïóñòü e = eSI
= eSJ

� âåêòîð ñ åäèíè÷íûìè êîîðäèíàòàìè
îäíîé ðàçìåðíîñòè, x∗I = x∗SI

, y∗J = y∗SJ
. Òîãäà (1.21) ïåðåïèøåì â âåêòîðíîì âèäå:

{
x∗I AS = ve,

x∗I e> = 1,

AS (y∗J)> = v e>,

e(y∗J)> = 1.

Îòñþäà

x∗I = v eA−1
S , (y∗J)> = v A−1

S e>

è äàëåå

1 = x∗I e> = v e A−1
S e>,

1 = e (y∗J)> = v e A−1
S e>,
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÷òî äàåò

v = (eA−1
S e>)−1, (çíà÷åíèå èãðû äëÿ óñå÷åííîé ìàòðèöû)

x∗I =
eA−1

S

eA−1
S e>

, (y∗J)> =
A−1

S e>

eA−1
S e>

. (1.22)

Ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé ìàòðè÷íîé èãðû íàäî ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåáèðàòü íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû AS ìàòðèöû A, ïîñëå ÷åãî
íàõîäèòü ðåøåíèÿ ïîäûãðû ïî ôîðìóëàì (1.22) è ïðîâåðÿòü èõ íà ïðèìåíèìîñòü
äëÿ èñõîäíîé èãðû ñ ìàòðèöåé A, äëÿ ÷åãî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (1.20). Ïðè
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè òàê ìîæíî íàéòè âñå ðåøåíèÿ èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ.

Âìåñòî ñèñòåìû (1.21) ìîæíî ðåøàòü âíà÷àëå ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó (ïðè v > 0)

u∗IAS = e, AS(w∗
J)> = e>, (1.23)

ãäå

u∗I =
1

v
x∗I , w∗

J =
1

v
y∗J .

Èç (1.23) ñðàçó ïîëó÷àåì

u∗I = eA−1
S , (w∗

J)> = A−1
S e>,

îòñþäà

u∗I e> =
1

v
x∗I e> =

1

v
, ò.å. v = (eA−1

S e>)−1,

e(w∗
J)> =

1

v
e(y∗J)> =

1

v
,

x∗I = v u∗I , y∗J = v w∗
J ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (1.22). Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1
S áîëåå ïðîñòî

íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (1.23), ïîòîì âû÷èñëèòü v, à çàòåì ëåãêî íàõîäÿòñÿ ðàâ-
íîâåñíûå ñòðàòåãèè x∗I è y∗J .

Ìîæíî âûäåëèòü ïîäêëàññ ìàòðè÷íûõ èãð, ãäå ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ î÷åíü ïðî-
ñòî. Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè x∗ è y∗

èìåþò ïîëíûé ñïåêòð, ò.å. I∗ = {1, . . . , m}, J∗ = {1, . . . , n}, ïîëó÷àåì m = n. Äåé-
ñòâèòåëüíî, |SI | = |SJ | ≥ max{|SI |, |SJ |}, ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç (1.22) ïðè AS = A.
Áîëåå òîãî, åñëè ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè èìåþò òîëüêî ïîëíûé ñïåêòð (ò.å. âñå
÷èñòûå ñòðàòåãèè ïîëîæèòåëüíûå), òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ åäèíñòâåííàÿ.

Äëÿ èãðû m = n = 2 ýòà ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ, åñëè íåò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ, òîãäà äëÿ ìàòðèöû

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
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èìååì
A−1 =

1

|A|
(

a22 −a12

−a21 a11

)
, e = (1, 1),

ïîýòîìó èç (1.22) ñëåäóåò

v = (eA−1 e>)−1 =
|A|

a11 − a12 − a21 + a22

,

x∗ = v
1

|A| e
(

a22 −a12

−a21 a11

)
, ò.å x∗1 =

a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22

,

(y∗)> = v
1

|A|
(

a22 −a12

−a21 a11

)(
1
1

)
, ò.å y∗1 =

a22 − a12

a11 − a12 − a21 + a22

,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì.

Ïðèìåð 1.5. Çàäàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ïðè m = 4, n = 5, ñ ìàòðèöåé

A =




1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1


 .

Èãðà ñ ïîäìàòðèöåé
AS =

(
1 0
0 1

)
,

ãäå S = {(1, 4), (1, 5)}, èìååò ðåøåíèå

x̄S =

(
1

2
,
1

2

)
, ȳS =

(
1

2
,
1

2

)
, vS =

1

2
.

Ïðè äîïîëíåíèè ñòðàòåãèé íóëÿìè ïîëó÷àåì

x̄ =

(
1

2
, 0, 0,

1

2

)
, ȳ =

(
1

2
, 0, 0,

1

2

)
, v =

1

2
,

ïîñêîëüêó
x̄A ≥ ve, A ȳ> ≥ ve.

Ïðèìåð 1.6. Çàäàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ïðè m = n = 3, ñ ìàòðèöåé

A =




2 1 3
3 2 1
1 3 2


 .

Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ íåò ðåøåíèÿ:

v1 = 1, v2 = 3, v1 6= v2.
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Â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ v > 0, îïðåäåëÿåì ui = xi

v
, wj =

yj

v
. Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà





2u1 + 3u2 + u3 = 1,

u1 + 2u2 + 3u3 = 1,

3u1 + u2 + 2u3 = 1,

ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà:



2 3 1 1
1 2 3 1
3 1 2 1


 ∼




1 2 3 1
0 −1 −5 −1
0 −5 −7 −2


 ∼




1 2 3 1
0 1 5 1
0 0 6 1


 ,

îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ũi = 1
6
, j = 1, 2, 3, v = 2, ïîýòîìó x∗i = 1

3
, j =

1, 2, 3. Ñèñòåìà 



2w1 + w2 + 3w3 = 1,

3w1 + 2w2 + w3 = 1,

w1 + 3w2 + 2w3 = 1,

èìååò òàêîå æå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w̃j = 1
6
, j = 1, 2, 3. Ïîýòîìó

x∗ = (
1

3
,
1

3
,
1

3
), y∗ = (

1

3
,
1

3
,
1

3
), v = 2.

1.6 Ìíîãîøàãîâûå èãðû
Â ìíîãîøàãîâûõ èãðàõ, â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ, çàäà÷à ÿâ-

ëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, ò.å. èãðà îïðåäåëÿåòñÿ âî âðåìåíè. Â äàííîì ñëó÷àå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü èãðû ñ äâóìÿ èãðîêàìè, èíòåðåñû êîòîðûõ ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæ-
íû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî âèäîâ ìíîãîøàãîâûõ èãð, çäåñü ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ïî-
çèöèîííûå èãðû. Òàêèå èãðû ôîðìàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà ïîçèöèé Γ, ýëåìåíòû êîòîðîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ ≺, ïðè ýòîì

1) åñëè α, β, γ ∈ Γ, òî èç óñëîâèé: α ≺ γ è β ≺ γ ñëåäóåò ëèáî α 4 β, ëèáî β 4 α;

2) ñóùåñòâóåò α ∈ Γ òàêîå, ÷òî ∀β ∈ Γ, β < α.

Òàêîå ìíîæåñòâî äëÿ èãðû íà ðèñ. 1.2 ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà Γ =
{α1, . . . , α15}, òî÷íåå äåðåâà, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîçèöèÿìè, à ðåáðà (äó-
ãè) îïðåäåëÿþò îòíîøåíèå óïîðÿäî÷åíèÿ. Íàïðèìåð, α3 ≺ α6, α1 4 αi, i = 1, 15.
Åñëè α ≺ β, òî ïîçèöèÿ α ïðåäûäóùàÿ ê β, à β ïîñëåäóþùàÿ çà α. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ ïîçèöèé α8, . . . , α15 îòñóòñòâóþò ïîñëåäóþùèå, òàêèå ïîçèöèè íàçûâàþòñÿ
îêîí÷àòåëüíûìè, èëè α ∈ T , îñòàëüíûå � íåîêîí÷àòåëüíûå, èëè α ∈ Q, ñëåäîâà-
òåëüíî, Q ∩ T = ∅, Q ∪ T = Γ.
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α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14 α15

α7

ÁO

α6

M º

α5

M º

α4

] º

α3

O Á

α2

] º

α1

I µ

Ðèñ. 1.2: Ãðàô ïîçèöèîííîé èãðû.
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α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14 α15 T

α7

ÁO

α6

M º

α5

M º

α4

] º

QI

α3

O Á

α2

] º

QII

α1

I µ

QI

Ðèñ. 1.3: Ìíîæåñòâà î÷åðåäíîñòè ïîçèöèîííîé èãðû.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïîçèöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé äåëàåò õîä îäèí
èç èãðîêîâ, âûáèðàÿ îäíó èç âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ (äóã), ïîñëå ÷åãî èãðà áó-
äåò íàõîäèòüñÿ â ïîñëåäóþùåé ïîçèöèè, ãäå äåëàåò õîä äðóãîé èãðîê è ò.ä. Êðîìå
èãðîêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â èãðå, âûáîð àëüòåðíàòèâû â íåêîòîðûõ ïîçèöèÿõ ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåí ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Òîãäà ñ÷èòàþò, ÷òî õîä äåëàåò èãðîê 0.
Ïîäðîáíåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ èãðû äâóõ ëèö, ò.å. íà ìíîæåñòâå Q õîäû äåëà-
þò èãðîêè 0, I, II, (Q0, QI , QII), Qi � ìíîæåñòâî î÷åðåäíîñòè èëè ìíîæåñòâî âñåõ
ïîçèöèé, â êîòîðûõ äåëàåò õîä i-é èãðîê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.3.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà ïîëó÷àåì ïîçèöèþ èç T . Íà
ìíîæåñòâå îêîí÷àòåëüíûõ ïîçèöèé T îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âûèãðûøà Wi. Â ïî-
çèöèè α ∈ T èãðîêè ïîëó÷àþò âûèãðûø W1(α) è W2(α), äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé
èãðû W1(α) = −W2(α), ∀α ∈ T . Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåòâü óêàçûâàåò âîçìîæ-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîçèöèé. Êàê îòìå÷àëîñü, ìíîæåñòâî Q ðàçáèâàåòñÿ íà
Qi � ìíîæåñòâà î÷åðåäíîñòè õîäîâ èãðîêîâ, åñëè α ∈ Qi, òî â ïîçèöèè α õîä äåëàåò
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α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14 α15 T

α7

ÁO

α6

M º

α5

M º

α4

] º

QI
U2

I U3
I

α3

O Á

α2

] º

QIIU1
II

α1

I µ

QIU1
I

Ðèñ. 1.4: Èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ïîçèöèîííîé èãðû.

i-é èãðîê. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîæåñòâà î÷åðåäíîñòè ðàçáèâàþòñÿ íà èíôîðìàöèîí-

íûå ìíîæåñòâà èãðîêîâ U j
i , ò.å. Qi =

l(i)⋂
j=1

U j
i , ãäå l(i) � êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèîííûõ

ìíîæåñòâ i-ãî èãðîêà, êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, íà ðèñ. 1.4. Âñå ïîçèöèè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ â îäíîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå, äîëæíû ñîäåðæàòü îäèíàêîâîå ÷èñëî
àëüòåðíàòèâ, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî α ∈ U j

i , ∃̄ β ∈ U j
i , β ≺ α. Èíà÷å ãîâîðÿ,

âñå ïîçèöèè îäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà íåðàçëè÷èìû äëÿ äàííîãî èãðî-
êà, ò.å. èãðîê, äåëàÿ õîä, çíàåò â êàêîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå îí íàõîäèòñÿ,
íî íå çíàåò, â êàêîé èìåííî ïîçèöèè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ïîçèöèè îäíîãî
èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà íå ìîãóò ïðåäøåñòâîâàòü äðóã äðóãó.

Ñòðàòåãèåé èãðîêà â ïîçèöèîííîé èãðå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë
âûáîðà àëüòåðíàòèâ (ïî ÷èñëó èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ). Êàæäîå ïðàâèëî óêà-
çûâàåò, êàêóþ àëüòåðíàòèâó äîëæåí âûáðàòü èãðîê â êàæäîì èíôîðìàöèîííîì
ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ i-ãî èãðîêà â j-ì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå
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U j
i êàæäàÿ ïîçèöèÿ ñîäåðæèò dj àëüòåðíàòèâ, òî i-é èãðîê èìååò

d1 × . . .× dl(i) =

l(i)∏
j=1

dj

÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Íà ýòîé îñíîâå êîíå÷íàÿ ïîçèöèîííàÿ èãðà ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê ìàòðè÷íîé èãðå, ÷èñëî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Åñëè â èãðå íå ó÷àñòâóåò èãðîê 0, òî âûáîð ñòðàòåãèè z = (x, y) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò τ ∈ T è âûèãðûø H(z) = W (τ). Åñëè èãðîê 0 ó÷àñòâóåò, òî ñòðàòåãèÿ
z = (x, y) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P (ξ) íà
ìíîæåñòâå T è âûèãðûø çäåñü ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(z) = M(z, ξ) =
∑
α∈T

W (α)P (ξ, α), P (ξ, α) ≥ 0, α ∈ T,
∑
α∈T

P (ξ, α) = 1

(M(ξ) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íà ìíîæåñòâå îêîí÷àòåëüíûõ ïîçèöèé). Òàêèì
îáðàçîì, â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà H, X, Y , ãäå H(x, y) = H(z), êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ èãðîé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøåíèå èãðû ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòî-
äàìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ îáû÷íûõ ìàòðè÷íûõ èãð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ
ïîçèöèîííîé èãðû.

Ïðèìåð 1.7. (Êàðòî÷íàÿ èãðà äâóõ ëèö) Â êîëîäå m êàðòèíîê è n íåêàðòè-
íîê. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò êàðòó èç êîëîäû, ñìîòðèò åå è ëèáî äåëàåò ñòàâêó
âåëè÷èíû a, ëèáî ïàñóåò. Åñëè îí ïàñóåò è êàðòà � êàðòèíêà, òî îí âûèãðûâàåò
1, à åñëè íåêàðòèíêà, òî ïðîèãðûâàåò 1. Åñëè îí ñòàâèò, òî õîä ïåðåõîäèò êî âòî-
ðîìó. Åñëè âòîðîé ñòàâèò, òî ïðè êàðòèíêå îí ïðîèãðûâàåò 1 + a, ïðè íåêàðòèíêå
� âûèãðûâàåò 1 + a. Åñëè âòîðîé ïàñóåò, òî îí ïðîèãðûâàåò 1. Â ýòîé èãðå èãðå
èãðîêó 0 ïðèíàäëåæèò ïîçèöèÿ 1, QI = {2, 3}, QII = {4, 5}, ïðè ýòîì U1

I = {2},
U2

I = {3}, U1
II = {4, 5}, ò.å. ïåðâûé èãðîê èìååò äâà èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâà

ïî îäíîìó ýëåìåíòó, âòîðîé � îäíî ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, ïîñêîëüêó îí íå çíàåò
âçÿòóþ êàðòó. Ãðàô ýòîé ïîçèöèîííîé èãðû ïîêàçàí íà ðèñ. 1.5.

Ïóñòü a = 2, òàêæå m = 16, n = 20, òîãäà p = 16
36

= 4
9
� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âçÿòàÿ êàðòà � êàðòèíêà.
Ñòðàòåãèè èãðîêîâ: I � Ñ (ñòàâèòü), ÑÊ (ñòàâèòü ïðè êàðòèíêå), ÑÍ (ñòàâèòü

ïðè íåêàðòèíêå), Ï (ïàñîâàòü); II � Ñ (ñòàâèòü), Ï (ïàñîâàòü); èãðà 4× 2;

A =




(a + 1)(2p− 1) 1
(a + 2)p− 1 2p− 1

p− (a + 1)(1− p) 1
2p− 1 2p− 1


 .

Ïðè a = 2

A =




−1
3

1
7
9

−1
9

−11
9

1
−1

9
−1

9


 ,
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Ðèñ. 1.5: Ãðàô êàðòî÷íîé èãðû äâóõ ëèö.
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1-ÿ ñòðàòåãèÿ 1-ãî èãðîêà äîìèíèðóåò 3-þ, 2-ÿ äîìèíèðóåò 4-þ, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
(−1

3
1

7
9

−1
9

)
,

óìíîæàåì íà 9: (−3 9
7 −1

)
.

Â ýòîé èãðå 2× 2 ðåøåíèå åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x∗1 =
−1− 7

−3− 1− 7− 9
=

2

5
, x∗2 =

3

5
,

y∗1 =
−1− 9

−3− 1− 7− 9
=

1

2
, y∗2 =

1

2
,

ṽ =
3− 63

−20
= 3.

Äëÿ èñõîäíîé èãðû

x∗ = (
2

5
,
3

5
, 0, 0), y∗ = (

1

2
,
1

2
), v =

1

3
.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â ïîçèöèîííîé èãðå äîñòàòî÷íî áîëüøîå,
òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ èãð âûçûâàåò âû÷èñëèòåëü-
íûå òðóäíîñòè. Ñóùåñòâóþò êëàññû ïîçèöèîííûõ èãð, êîòîðûå äîïóñêàþò áîëåå
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ê íèì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ ò.í. èãðû ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé, â êîòîðûõ èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà èãðîêîâ ñîäåðæàò
ëèøü ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èãðîêè ïîìíÿò òî÷íî êàê âñå ñâîè õîäû,
òàê è õîäû ïðîòèâíèêà. Ïðèìåðû èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé � øàõìàòû, øàøêè
è ò.ï. Äëÿ òàêèõ èãð ïîñëå ïåðåõîäà ê ìàòðè÷íûì èãðàì ìîæíî ïðîñòî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Òåîðåìà 1.5. (Ý. Öåðìåëî-Äæ. ôîí Íåéìàí) Ëþáàÿ ïîçèöèîííàÿ èãðà ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé èìååò ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [2], òåîðåìà 5.1,
à òàêæå â êíèãå [6], òåîðåìà 2.5.1.

Îáîáùåíèåì èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ èãðû ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, ãäå
êàæäûé èãðîê òî÷íî ïîìíèò ñâîè õîäû, íî ìîæåò íå ïîìíèòü ÷óæèå. Â òàêèõ
èãðàõ ëþáûå äâà åãî èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ëèøü îä-
íîé âåòâüþ, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ óðîâíÿõ î÷åðåäíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
êàæäûé èãðîê ìîæåò èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íà àëüòåðíàòèâàõ êàæäîãî èíôîðìàöèîí-
íîãî ìíîæåñòâà. Çàäàíèå èãðû ñî ñòðàòåãèÿìè ïîâåäåíèÿ ïðîùå, ÷åì ìàòðè÷íîé
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èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàë Ã. Êóí, ñóùåñòâóåò ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ. Îáîáùåíèåì êîíå÷íûõ ïîçèöèîííûõ
èãð ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ìíîãîøàãîâûå èãðû, êîòîðûå â ïðèíöè-
ïå ìîãóò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîçèöèé. Â ýòîì ñëó÷àå èãðîêè ïîñëå
îïðåäåëåííîãî ÷èñëà øàãîâ ïîëó÷àþò âûèãðûø è îïðåäåëÿþò, ïðîäîëæàòü ëè èì
èãðó äàëüøå. Áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà òàêèõ èãð îïèñàíû, íàïðèìåð, â êíèãå [7].

1.7 Áåñêîíå÷íûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû
Â êîíå÷íîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå (ìàòðè÷íîé èãðå) èíòåðåñû èãðîêîâ ïðî-

òèâîïîëîæíû, èãðîêè èìåþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî,
â áåñêîíå÷íîé èãðå èãðîêè ìîãóò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîëè÷åñòâî ñòðàòåãèé.
Îáùèå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû óæå èçó÷àëèñü â ðàçäåëå 1.1. Äëÿ íèõ ñïðàâåä-
ëèâà òåîðåìà 1.1 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè, ïîýòîìó îñíîâ-
íûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (çíà÷åíèÿ) èãðû.
Îäèí èç íàèáîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.6. (Î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ) Åñëè ìíî-
æåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ X è Y åñòü íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû â êîíå÷-
íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à ôóíêöèÿ âûèãðûøà H(x, y) íåïðåðûâíà, âîãíóòà ïî
x è âûïóêëà ïî y, òî èãðà èìååò çíà÷åíèå (ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ) â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 1.3 î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ
èãð â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, ïîñêîëüêó ìàòðè÷íàÿ èãðà â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ åñòü òàêæå áåñêîíå÷íàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.6. Â òî æå âðåìÿ îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.9
î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ â áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ åñòü
íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû â áåñêîíå÷íîìåðíûõ (ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ)
ïðîñòðàíñòâàõ.

Åñëè èãðà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.6, òî ìîæíî òàêæå ïåðåéòè ê
ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì. Ïóñòü X̃, Ỹ � ìíîæåñòâà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ îáùåé
àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû, H̃(x̃, ỹ) � ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà. Ñìåøàí-
íîé ñòðàòåãèåé èãðîêà òîãäà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå
ìíîæåñòâà åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Òîãäà ïîëó÷àåì ìíîæåñòâà ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèé X è Y êàê ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ ìåð. Åñëè X̃ è Ỹ êîíå÷íû, òî X è Y � ìíî-
æåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå.
Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè x ∈ X, òî

∫

X̃

dx(x̃) = 1,

∫

Z

dx(x̃) ≥ 0, ∀Z ⊆ X̃,
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àíàëîãè÷íî äëÿ y ∈ Y . Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà äëÿ
ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ èãðû òàêæå â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

H(x, y) =

∫

X̃

∫

Ỹ

H̃(x̃, ỹ) dx(x̃) dy(ỹ),

âñå èíòåãðàëû çäåñü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà.

Òåîðåìà 1.7. (Î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ) Åñëè
ìíîæåñòâà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ X̃ è Ỹ åñòü íåïóñòûå êîìïàêòû â êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à ôóíêöèÿ âûèãðûøà H̃(x, y) íåïðåðûâíà, òî èãðà
èìååò çíà÷åíèå (ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ) â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû íàìíîãî ñëàáåå, ÷åì óñëîâèÿ òåîðåìû 1.6.
Â òî æå âðåìÿ óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî âûâåñòè èç îáîáùåíèÿ òåîðå-
ìû 1.6 äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà X è Y â ýòèõ
óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû, à ôóíêöèÿ H ëèíåé-
íà ïî êàæäîé êîìïîíåíòå, ò.å. âîãíóòî-âûïóêëà è íåïðåðûâíà, ïðè÷åì â òîé æå
òîïîëîãèè. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãàõ [2], ãëàâà III è [7],
ãëàâà III.

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé áåñêîíå÷íûõ èãð ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïîäõî-
äû. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå, êàê â ïðèìåðå
1.8. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èãðó àïïðîêñèìèðîâàòü ìàòðè÷íîé èãðîé ñ çà-
äàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè íà îñíîâå äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé. Ïåðåõîä ê ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæåí. Â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.6 ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàòèâíûå ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîä
ôèêòèâíîãî ðàçûãðûâàíèÿ.

Âûáèðàþòñÿ èçíà÷àëüíî ëþáûå ñòðàòåãèè x0 ∈ X, y0 ∈ Y , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{λk} òàêàÿ, ÷òî

λk ∈ [0, 1],
∞∑

k=0

λk = ∞,

∞∑

k=0

λk
2 < ∞. (1.24)

Íà k-é èòåðàöèè, k = 0, 1, . . . , èìååì òî÷êè xk ∈ X, yk ∈ Y . Íàõîäèì

x̃k ∈ Arg max
x∈X

H(x, yk), ỹk ∈ Arg min
y∈Y

H(xk, y). (1.25)

Ïîëàãàåì

xk+1 = (1− λk)x
k + λkx̃

k, (èãðîêè ñìåùàþòñÿ îò
yk+1 = (1− λk)y

k + λkỹ
k. ñâîèõ ñòðàòåãèé íà λk)

Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ñòðàòåãèè xk, yk â (1.25) êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîé íàèëó÷-
øèé îòâåò. Íî èãðîêè íå îñòàþòñÿ íà ýòèõ íàèëó÷øèõ îòâåòàõ x̃k, ỹk, ïîòîìó ÷òî



41

îíè äîëæíû ó÷èòûâàòü è íàêîïëåííûé îïûò. Äëÿ âûïîëíåíèÿ (1.24), íàïðèìåð,
ìîæíî îïðåäåëèòü

λk =
λ

k + 1
, λ > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} è {yk} ñõîäÿòñÿ ê ñåäëîâîé òî÷êå (x∗, y∗).
Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà äîâîëüíî ìåäëåííàÿ. Äåòàëüíîå îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå
ìåòîäà ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [1].

Óïðàæíåíèå 1.3. Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ âû÷èñëåíèÿ x̃k, ỹk íà èòåðàöèè ìå-
òîäà ôèêòèâíîãî ðàçûãðûâàíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ àíòàãîíècòè÷åñêèõ èãð.

Ïðèìåð 1.8. (Èãðà íà êâàäðàòå) Ïóñòü â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ìíîæåñòâà
ñòðàòåãèé èãðîêîâ X = Y = [−1, 1], ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà (ïðîèã-
ðûøà âòîðîãî èãðîêà) H(x, y) = x− y. Ïî îïðåäåëåíèþ,

v1 = max
x∈[−1,1]

min
y∈[−1,1]

(x− y) = max
x∈[−1,1]

(x− 1) = 0

è
v2 = min

y∈[−1,1]
max

x∈[−1,1]
(x− y) = min

y∈[−1,1]
(1− y) = 0.

Ïî òåîðåìå 1.1, v = 0, ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, òî÷íåå, X∗ = Y ∗ = {1}.
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.6.

Ïðèìåð 1.9. (Èãðà ¾íàïàäåíèå-çàùèòà¿) Èìååòñÿ n ðàéîíîâ, ãäå âîçìîæíî
ïåðåéòè â íàñòóïëåíèå, íàïàäàþùàÿ ñòîðîíà èìååò âñåãî Q åäèíèö ñðåäñòâ, îáî-
ðîíÿþùàÿñÿ � S åäèíèö. Äëÿ óïðîùåíèÿ ñðåäñòâà ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ìîäåëü ê êîìïüþòåðíûì ñèñòåìàì, ãäå ðàéîíû èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê îáúåêòû äëÿ êèáåðâîçäåéñòâèÿ, èíòåíñèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ
èëè çàùèòû îïðåäåëÿåòñÿ â åäèíèöàõ, è âñå âîçäåéñòâèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè.
Îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âûèãðûøà íàïàäàþùåé ñòîðîíû (èëè ôóíêöèÿ ïðîèãðû-
øà çàùèùàþùåéñÿ ñòîðîíû)

H(x, y) = max
i=1,n

{
xi

yi

}
,

ò.å. âûèãðûø çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ñèë â îäíîì ìåñòå, à òàêæå ìíîæåñòâà ñòðà-
òåãèé èãðîêîâ

X =

{
x ∈ Rn

+

n∑
i=1

xi = Q

}
, Y =

{
y ∈ Rn

+

n∑
i=1

yi = S

}
.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ â ýòîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå.
Óäîáíî ïðåæäå âñåãî ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ ui =

xi

Q
, wi =

yi

S
è ïîëó-

÷èòü èãðó ñ ìíîæåñòâîì ñòðàòåãèé

U = W = Sn
+ =

{
x ∈ Rn

+

n∑
i=1

xi = 1

}

è ôóíêöèåé âûèãðûøà
F̃ (u,w) =

Q

S
max
i=1,n

{
ui

wi

}
.

Ïîñêîëüêó Q è S ôèêñèðîâàíû, òî ìîæíî âçÿòü

F (u,w) = max
i=1,n

{
ui

wi

}
.

Ïî îïðåäåëåíèþ,

v2(u) = max
u∈U

F (u,w) = max
u∈U

max
i=1,n

{
ui

wi

}
= max

i=1,n

{
1

wi

}
,

ïîýòîìó âòîðîé èãðîê èìååò îïòèìàëüíóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ

w∗
i =

1

n
, i = 1, n è v2 = v2(w

∗) = n.

Ïîñêîëüêó
F (u,w∗) = n max

i=1,n
{ui},

òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò âûáðàòü ëþáîé åäèíè÷íûé âåêòîð e
(n)
i , è òîãäà

F (e
(n)
i , u∗) = n = v2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû e
(n)
i , i = 1, n ìîãóò âõîäèòü â ñïåêòð îïòèìàëüíîé

ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà. Âîçüìåì ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ u∗, ñîñðåäî-
òî÷åííóþ íà êîíå÷íîì ÷èñëå âåêòîðîâ (÷èñòûõ ñòðàòåãèé) e

(n)
i c ðàâíîé âåðîÿòíî-

ñòüþ 1
n
. Òîãäà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

F (u∗, w∗) =
1

n

n∑
i=1

F (e
(n)
i , w∗) = n,

äëÿ ëþáîãî u ∈ U èìååì

F (u,w∗) = u max
i=1,n

{ui} ≤ n,
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ïîýòîìó íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé, àíàëîãè÷íî, äëÿ
ëþáîãî w ∈ W èìååì

F (u∗, w) =
1

n

n∑
i=1

1

wi

≥ n,

òîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Èòàê, (u∗, w∗) � òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ èãðû. Äëÿ èñõîäíîé èãðû ïîëó÷àåì: x∗ � ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî
èãðîêà, êîòîðàÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèìåíÿåò ÷èñòûå ñòðàòåãèè

d
(n)
i = Qe

(n)
i , i = 1, n,

(âåêòîð, ó êîòîðîãî i-ÿ êîìïîíåíòà Q, îñòàëüíûå 0, ò.å. âñå èìåþùèåñÿ ñðåäñòâà
áóäóò íàïðàâëÿòüñÿ íà i-é ïóíêò); y∗ � ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà,

y∗i =
S

n
, i = 1, n,

çíà÷åíèå èãðû v =
Q

S
n. Ïîýòîìó âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà çàâèñèò íå òîëüêî îò

ñîîòíîøåíèÿ ñðåäñòâ, íî è îò êîëè÷åñòâà ðàéîíîâ.
Ìîäèôèêàöèÿ èãðû ìîæåò ñîñòîÿòü â îãðàíè÷åíèè ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ äëÿ îò-

äåëüíûõ ðàéîíîâ (ïóíêòîâ), òîãäà ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþ-
ùèå:

X =

{
x ∈ Rn

n∑
i=1

xi = Q, q′i ≤ xi ≤ q′′i , i = 1, n

}
, X 6= ∅,

Y =

{
y ∈ Rn

+

n∑
i=1

yi = 1

}
.

Òîãäà àíàëîãè÷íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì èãðó ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà
F (u,w) è ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé

U =

{
u ∈ Rn

n∑
i=1

ui = 1, αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, n

}
, W = Sn

+,

αi = q′i/Q > 0, βi = q′′i /Q > 0, i = 1, n.

Ïîëó÷àåì
v2(w) = max

u∈U
max
i=1,n

{
ui

wi

}
= max

i=1,n

{
βi

wi

}
,

îòñþäà

u∗i =
βi

n∑
j=1

βj

, i = 1, n � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.
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Äëÿ ïåðâîãî èãðîêà íàäî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ñ ðàâíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè äëÿ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé âèäà

ũi =

{
βi, i = i0,

αi, i 6= i0, i = 1, n.

Â èñõîäíîé èãðå ïåðâûé èãðîê â ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè x∗ ñ ðàâíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè ïðèìåíÿåò ÷èñòûå ñòðàòåãèè âèäà

x̃i =

{
q′′i , i = i0,

q′i, i 6= i0, i = 1, n;

âòîðîé èãðîê èñïîëüçóåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ

y∗i =
q′′i S
n∑

j=1

q′′j

, i = 1, n;

çíà÷åíèå èãðû

v =
1

S

n∑
i=1

q′′i .

1.8 Îáùèå áåñêîàëèöèîííûå èãðû n ëèö
Â èãðå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü áîëåå äâóõ èãðîêîâ, òîãäà èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü çà-

âèñèò îò óðîâíÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè ó÷àñòâóþò n èãðîêîâ, ïðè÷åì èãðîêè íå
êîîðäèíèðóþò ñâîè äåéñòâèÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà, â êîòîðîé êàæ-
äûé èãðîê èìååò ñâîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé Xi è ôóíêöèþ âûèãðûøà Hi : X → R,
ãäå X = X1×· · ·×Xn. Òàêèì îáðàçîì, àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì áåñêîàëèöèîííûõ, ãäå n = 2 è H1 = −H2. Ôóíêöèè âûèãðûøà Hi îïðå-
äåëåíû íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé, ò.å. åñëè êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ
xi ∈ Xi, i = 1, n, òî ïîëó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ X, äëÿ ýëåìåíòà x
îïðåäåëåíî çíà÷åíèå Hi(x) âûèãðûøà i-ãî èãðîêà, i = 1, n. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
Xi ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûìè, îáû÷íî îíè îïðåäåëÿþòñÿ â ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîñêîëüêó âûèãðûø ó÷àñòíèêà çàâèñèò îò âûáîðà ñòðàòåãèé âñåìè èãðîêà-
ìè, òî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ. Çäåñü â îáùåì ñëó÷àå èíòåðåñû
èãðîêîâ íå ñîâïàäàþò, íî è íåîáÿçàòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíû. Òàêîå ïîíÿòèå ðàâ-
íîâåñèÿ äëÿ áåñêîàëèöèîíûõ èãð ïðåäëîæèë Äæ. Íýø, îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè
(x−i, yi) = (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) � íàáîð x, â êîòîðîì êîìïîíåíòà xi çàìåíå-
íà íà yi.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Íàáîð x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈ X íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâ-

íîâåñèÿ ïî Íýøó, åñëè

Hi(x
∗) ≥ Hi(x

∗
−i, yi), ∀yi ∈ Xi, i = 1, n. (1.26)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ ïî îòäåëüíî-
ñòè íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè, åñëè äðóãèå ïðèäåð-
æèâàþòñÿ ñâîèõ ñòðàòåãèé. Ïîñêîëüêó çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî êî-
îðäèíàöèÿ äåéñòâèé ó÷àñòíèêîâ, òî ýòî ïîíÿòèå âïîëíå åñòåñòâåííî. Â ñëó÷àå
n = 2, H1 = −H2, (1.26) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå,
ò.å. ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ � î ñóùåñòâîâàíèè ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ
óñëîâèé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà.

Ïóñòü U è V � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà, ÷åðåç Π(V ) îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ äëÿ V . Åñëè êàæäîé òî÷êå u ∈ U ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
ìíîæåñòâî T (u) ⊆ V , òî òåì ñàìûì çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå u 7→ T (u)
èëè T : U → Π(V ).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Îòîáðàæåíèå T : U → Π(V ) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè èç óñëîâèé {uk} → u ∈ U , {vk} → v, uk ∈ U , vk ∈ T (uk), ñëåäóåò v ∈ T (u).

Çàìêíóòîñòü îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè. Òàêæå ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-
æåíèé.

Òåîðåìà 1.8. (Ñ. Êàêóòàíè) Åñëè X � íåïóñòîå, âûïóêëîå è êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòîáðàæåíèå T : X → Π(X) çà-
ìêíóòî è èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå îáðàçû íà X, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
x∗ ∈ X, òàêàÿ ÷òî x∗ ∈ T (x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [6], òåîðåìà
1.11.5.

Òåîðåìà 1.9. (Î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ) Åñëè ìíî-
æåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ Xi åñòü íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû â êîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ôóíêöèè Hi íåïðåðûâíû ïî âñåì ïåðåìåííûì è âîãíóòû ïî
xi, äëÿ i = 1, n, òî â èãðå ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå T : X → Π(X) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

T (x) = {z ∈ X | Hi(x−i, zi) = max
yi∈Xi

Hi(x−i, yi), i = 1, n}.
Äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè x ∈ X ìíîæåñòâî

Zi(x) = Arg max{Hi(x−i, yi) | yi ∈ Xi}
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áóäåò íåïóñòûì, âûïóêëûì è êîìïàêòíûì, ïîýòîìó òàêîâî æå è ìíîæåñòâî

T (x) = Z1(x)× · · · × Zn(x).

Ïóñòü {xk} → x̄, xk = (xk
1, . . . , x

k
n) ∈ X, òîãäà x̄ ∈ X èç-çà êîìïàêòíîñòè X. Åñëè

zk = (zk
1 , . . . , z

k
n), ãäå zk

i ∈ Zi(x
k), i = 1, n è {zk} → z̄, òî òàêæå z̄ ∈ X, êðîìå òîãî,

Hi(x
k
−i, z

k
i ) ≥ Hi(x

k
−i, yi), ∀yi ∈ Xi, i = 1, n.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷àåì

Hi(x̄−i, z̄i) ≥ Hi(x̄−i, yi), ∀yi ∈ Xi, i = 1, n,

ò.å. z̄i ∈ Zi(x̄), i = 1, n, z̄ ∈ T (x̄). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå T çàìêíóòî è ïî òåîðåìå 1.8
äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ ∈ X, ïðè êîòîðîé

Hi(x
∗) = Hi(x

∗
−i, x

∗
i ) ≥ Hi(x

∗
−i, yi), ∀yi ∈ Xi, i = 1, n.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî x∗ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. 2

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 1.6 î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ äëÿ àíòàãîíèñòè-
÷åñêèõ èãð. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì,
åñëè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ åñòü íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû â áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ (ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ) ïðîñòðàíñòâàõ.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íî æåñòêèìè, ò.å. íå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ èãð. Òîãäà â ïðèíöèïå
ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì, íî ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü îãðà-
íè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü òàêîãî ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè, òîëüêî ïðè ìíîãîêðàòíîì
ðàçûãðûâàíèè è ñîõðàíåíèè îäèíàêîâûõ óñëîâèé îæèäàåìûå ðåçóëüòàòû áóäóò
ñáëèæàòüñÿ ñ ïîëó÷åííûìè. Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,
êàê è â ðàçäåëàõ 1.2 è 1.7, â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìíîæåñòâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé
èãðîêîâ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ ãîðàçäî ñëàáåå, ÷åì â òåîðåìå 1.9. Â ÷àñòíîñòè, ñíèìàþòñÿ âñå
óñëîâèÿ âûïóêëîñòè/âîãíóòîñòè, êàê â òåîðåìå 1.7. Ïðè ýòîì ñàìà çàäà÷à ðàâíî-
âåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå. Äåòàëüíîå îïèñàíèå áåñêîàëèöèîííûõ èãð â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãàõ [2], ãëàâà VII è [4], ãëàâà
IV.

Ïîìèìî ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ìîæíî ïðèìåíÿòü
òàêæå ðåøåíèÿ ïî ïðèíöèïó ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà x̄, à òàêæå áðàòü îï-
òèìàëüíûå ïî Ïàðåòî òî÷êè x̄. Â ïåðâîì ñëó÷àå:

x̄i ∈ Arg max
yi∈Xi

min
xj∈Xj

j 6=i

Hi(xi, yi), i = 1, n;

ò.å. íàäî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ýòîò ïðèíöèï íå ñîâñåì îïðàâäàí ïðè îò-
ñóòñòâèè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èíòåðåñîâ èãðîêîâ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå:

x̄ ∈ X, ∃̄y ∈ X, H(y) ÂP H(x̄),
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ãäå H(x) = (H1(x), . . . , Hn(x)). Íàïîìíèì, ÷òî a ÂP b äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rn

(a ëó÷øå, ÷åì b â ñìûñëå Ïàðåòî), åñëè ai ≥ bi äëÿ i = 1, n è a 6= b. Çäåñü
Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå òî÷êè ìîæíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè êðèòåðèåâ, ò.å.
òàêæå íàäî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Íî ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçìîæíû ñèòóà-
öèè, êîãäà îäèí ó÷àñòíèê (èëè ñðàçó íåñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ) îòêëîíÿåòñÿ îò òî÷êè
x̄ è óâåëè÷èâàåò ñâîé âûèãðûø, ïðè ýòîì óìåíüøàÿ âûèãðûø äðóãèõ. Ïîýòîìó
ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ñ÷èòàåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ áåñêîàëèöèîííûõ èãð.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå èòåðàòèâ-
íûå ìåòîäû, îíè îïèñàíû, íàïðèìåð, â êíèãàõ [1] è [3].

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèëîæåíèé áåñêîàëèöèîííûõ èãð n ëèö.

Ïðèìåð 1.10. (Îëèãîïîëèñòè÷åñêèé ðûíîê) Ïóñòü èìååòñÿ ðûíîê îäíîãî òî-
âàðà, öåíà íà êîòîðûé p çàâèñèò îò îáúåìà ïîñòàâîê σ. Âñåãî íà ðûíêå n ïîñòàâ-
ùèêîâ, i-é ïîñòàâëÿåò òîâàð â êîëè÷åñòâå xi, òîãäà σx =

n∑
i=1

xi, äîõîä îò ïðîäà-
æè xip(σx), ñóùåñòâóþò èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà fi(xi). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà
ñòðàòåãèé èãðîêîâ R+ = {τ | τ ≥ 0}, ìíîæåñòâî ñèòóàöèé Rn

+, ôóíêöèÿ âûèãðûøà
i-ãî èãðîêà

Hi(x) = xip(σx)− fi(xi).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà öåíà è èçäåðæêè ìåíÿþòñÿ ëèíåéíî, ò.å. p(σ) = α−βσ,
fi(xi) = γixi + δi, ãäå α > 0, β > 0, γi > 0, δi > 0. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

Hi(x
∗
−i, yi) ≤ Hi(x

∗), ∀yi ≥ 0, i = 1, n, (1.27)

åñëè ïðåíåáðå÷ü îãðàíè÷åíèåì (íåîòðèöàòåëüíîñòè), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂Hi(x
∗)

∂xi

= 0, i = 1, n, (1.28)

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

Hi(x−i, yi) = yi [α− β
∑

s 6=i

xs − βyi]− γiyi − δi

âîãíóòà ïî yi. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó

α− β

n∑
s=1

x∗s − βx∗i − γi = 0, i = 1, n;

èëè 



2x∗1 + x∗2 + . . . + x∗n = τ1,

x∗1 + 2x∗2 + . . . + x∗n = τ2,

· · ·
x∗1 + x∗2 + . . . + 2x∗n = τn;
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ãäå τi = α−γi

β
, i = 1, n. Äëÿ

A =




2 1 . . . 1
1 2 . . . 1

. . .
1 1 . . . 2




èìååì

A−1 =
1

n + 1




n −1 . . . −1
−1 n . . . −1

. . .
−1 −1 . . . n


 .

Îòñþäà

x∗i = τi − 1

n + 1

n∑
s=1

τs =
1

n + 1

[
nτi −

∑

s6=i

τs

]
, i = 1, n.

Åñëè âñå âåëè÷èíû τi äîñòàòî÷íî áëèçêè (ò.å. èçäåðæêè ó÷àñòíèêîâ ïðèìåðíî îäè-
íàêîâû), òî x∗i > 0, ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ó êîãî-òî èç íèõ, íàïðè-
ìåð, ñëèøêîì áîëüøèå èçäåðæêè γi, òî åìó âîîáùå íåâûãîäíî çàïóñêàòü ïðîèçâîä-
ñòâî, ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (1.28) ïîëó÷èòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Âìåñòî ñè-
ñòåìû (1.28) òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íàäî ðåøàòü çàäà÷ó (1.27)
èëè ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíîñòè

x∗i ≥ 0,
∂Hi(x

∗)
∂xi

≤ 0, x∗i
∂Hi(x

∗)
∂xi

= 0, i = 1, n.

Ïðèìåð 1.11. (Áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà ñ äâóìÿ öåëÿìè) Çàäà÷è äàííîãî òèïà
èçó÷àëèñü Þ.Á. Ãåðìåéåðîì è È.À. Âàòåëåì. Ïóñòü n ó÷àñòíèêîâ ðàñïðåäåëÿþò
âñå èìåþùèåñÿ ó íèõ ñðåäñòâà (α1, . . . , αn) ìåæäó äâóìÿ öåëÿìè. Ïåðâàÿ öåëü �
ýòî îáúåêò èëè ìåðîïðèÿòèå, ïðèíîñÿùåå ÷àñòíóþ èëè ïðÿìóþ ïðèáûëü, âòîðàÿ
öåëü � ýòî îáúåêò èëè ìåðîïðèÿòèå, ïðèíîñÿùåå îáùóþ èëè êîñâåííóþ ïðèáûëü,
íàïðèìåð, îõðàíà îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïóñòü xi � îáúåì ñðåäñòâ i-ãî ó÷àñòíèêà íà
âòîðóþ öåëü, 0 ≤ xi ≤ αi. Òîãäà îí ïîëó÷èò äîõîä µi(αi−xi) îò ðåàëèçàöèè ïåðâîé

öåëè è äîõîä ηi

(
n∑

j=1

xj

)
îò ðåàëèçàöèè âòîðîé öåëè, à åãî îáùèé äîõîä

Hi(x) = µi(αi − xi) + ηi

(
n∑

j=1

xj

)
.

Ïîëó÷åíà áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà n ó÷àñòíèêîâ, ãäå Hi(x) � ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-
ãî èãðîêà, Xi = [0, αi] � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà, i = 1, n. Äëÿ óïðîùåíèÿ
âîçüìåì ëèíåéíûå ôóíêöèè µi è ηi, à èìåííî, ïóñòü

Hi(x) = (αi − xi) + βi

(
n∑

j=1

xj

)
,
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ãäå βi ∈ (0, 1), i = 1, n.
Ïîêàæåì, ÷òî x̄ = 0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå. Â ñàìîì

äåëå, Hi(x̄) = αi, íî
Hi(x̄−i, yi) = αi − yi(1− βi) < αi

ïðè yi > 0. Ïóñòü x′ � ëþáàÿ ñèòóàöèÿ è x′i > 0, òîãäà

Hi(x
′
−i, x

′
i − yi) = αi − x′i + βi

n∑
j=1

x′j + (1− βi)yi > Hi(x
′)

ïðè 0 < yi < x′i, ò.å. x′ � íå òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Âîçüìåì òåïåðü òî÷êó
(ñèòóàöèþ) x′′ = (α1, . . . , αn) è ïîëó÷èì

Hi(x
′′) = βi

n∑
j=1

αj > Hi(x̄) = αi,

åñëè
βi > αi/

(
n∑

j=1

αj

)
, i = 1, n.

Èãðîêè ïîëó÷àþò çäåñü áîëüøèé âûèãðûø, ÷åì â òî÷êå x̄, íî x′′ � òîæå íå òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Óïðàæíåíèå 1.4. Ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå áåñêîàëèöèîííîé èãðû çàäà÷ó âû-
ïóñêà èçäåëèé l ïðåäïðèÿòèÿìè ïðè öåíàõ, çàâèñèìûõ îò îáúåìîâ âûïóñêîâ, êîòî-
ðàÿ ïðèâåäåíà âî ââåäåíèè. Óêàçàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ
â òàêîé èãðå.

1.9 Áèìàòðè÷íûå èãðû
Áèìàòðè÷íàÿ èãðà � ýòî áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà äâóõ ó÷àñòíèêîâ ñ êîíå÷íû-

ìè ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé. Áèìàòðè÷íàÿ èãðà îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðè÷íîé èãðû
òîëüêî òåì, ÷òî îíà íå îáÿçàíà áûòü àíòàãîíèñòè÷åñêîé, ò.å. äâà èãðîêà òàêæå
èìåþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, ñêàæåì, âñåãî m è n, íî â ñèòóàöèè (i, j)
âûèãðûø 1-ãî èãðîêà � aij, âûèãðûø 2-ãî � bij, ïðè ýòîì ìîæåò áûòü aij 6= −bij

(èíòåðåñû ïðîòèâíèêîâ íå ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó â îáùåì ñëó÷àå). Òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü áèìàòðè÷íóþ èãðó, äîñòàòî÷íî çàäàòü äâå ìàòðèöû âûèã-
ðûøåé A = (aij) è B = (bij) ðàçìåðíîñòüþ m×n. Ïðè A = −B ïîëó÷èì ìàòðè÷íóþ
èãðó. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áîëåå îáùèé êëàññ èãð, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå
ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè áåñêîàëèöèîííûõ èãð: ðàâíîâåñèå (ïî Íýøó), ãàðàíòè-
ðîâàííûé ðåçóëüòàò è îïòèìàëüíîñòü ïî Ïàðåòî. Âíà÷àëå îïèøåì ýòè ïðèíöèïû
äëÿ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.
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Ïî ïðèíöèïó ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ñèòóàöèÿ (i∗, j∗) áóäåò ðåøåíèåì,
åñëè

i∗ = arg max
i=1,m

min
j=1,n

aij, (1.29)

j∗ = arg max
j=1,n

min
i=1,m

bij.

Íî ýòîò ïðèíöèï çäåñü íå èìååò òàêîãî ñåðüåçíîãî îñíîâàíèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ,
ïîñêîëüêó èãðîêè ïðåæäå âñåãî çàèíòåðåñîâàíû â ñâîåì âûèãðûøå, à íå â æåëàíèè
íàâðåäèòü äðóãîìó.

Ïî ïðèíöèïó ðàâíîâåñèÿ (ïî Íýøó) ïàðà ñòðàòåãèé (k, l) åñòü ñèòóàöèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, åñëè

ail ≤ akl ∀i = 1,m, bkl ≤ bkj ∀j = 1, n, (1.30)

ò.å. íè îäíîìó èç èãðîêîâ íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñèòóàöèè (k, l), åñëè äðóãîé
íå ìåíÿåò ñòðàòåãèþ. Çäåñü, â îòëè÷èå îò ìàòðè÷íîé èãðû, ìîæåò áûòü íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, ò.å. íåñêîëüêî ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ñ ðàçíûìè âûèãðûøàìè. Î÷åâèäíî,
÷òî êàê è â ìàòðè÷íûõ èãðàõ, ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ìîæåò è
íå áûòü.

Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî òðåáóåò ñîãëàñîâàíèÿ äåéñòâèé èãðîêîâ.
Îïðåäåëèì âíà÷àëå îáðàòíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî 3. Äëÿ äâóõ
âåêòîðîâ c, d ∈ Rl ñ÷èòàåì, ÷òî c 3 d, åñëè ëèáî ci > di äëÿ íåêîòîðîãî i, ëèáî
c = d, ò.å. d íå ëó÷øå, ÷åì c â ñìûñëå Ïàðåòî. Ïàðà ñòðàòåãèé (k, l) îïòèìàëüíà
ïî Ïàðåòî, åñëè

(akl, bkl) 3 (aij, bij) ∀i = 1,m, j = 1, n.

Åñëè ýòà ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, òî èãðîêè ïî îòäåëüíîñòè
ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò íåå, ÷òîáû óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó-
÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ÷àñòíûìè è îáùèìè èíòåðåñàìè.

Äàííûå ïðèíöèïû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ èãðû,
ãäå ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ åñòü

X =

{
x ∈ Rm

+

m∑
i=1

xi = 1

}
,

Y =

{
y ∈ Rn

+

n∑
j=1

yj = 1

}
,

êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íà ìíî-
æåñòâå ïåðâîíà÷àëüíûõ (÷èñòûõ) ñòðàòåãèé, íîâûå ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà â ñèòóàöèè (x, y), ïî ôîð-
ìóëàì

H1(x, y) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj = xAy> = 〈xA, y〉
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è
H2(x, y) =

m∑
i=1

n∑
j=1

bijxiyj = xBy> = 〈xB, y〉.

Ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü òàêîãî ïîäõîäà, óêàçàí-
íóþ ðàíåå â ðàçäåëàõ 1.2 è 1.8. Íî ïðè ýòîì â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ îáåñïå÷è-
âàåòñÿ â ëþáîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Î÷åâèäíî,
÷òî â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå óêàçàííûå ïðèíöèïû
îïòèìàëüíîñòè áåñêîàëèöèîííûõ èãð.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà

v1(x) = min
y∈Y

H1(x, y),

òîãäà ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà â ñìûñëå ãàðàíòèðîâàí-
íîãî ðåçóëüòàòà

X∗
A = Arg max

x∈X
v1(x).

Ïî àíàëîãèè, îïðåäåëèì ôóíêöèþ íàèáîëüøåãî ïðîèãðûøà âòîðîãî èãðîêà

v2(y) = min
x∈X

H2(x, y),

òîãäà ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà â ñìûñëå ãàðàíòèðîâàí-
íîãî ðåçóëüòàòà

Y ∗
B = Arg max

y∈Y
v2(y).

Çäåñü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ìîæíî íàõîäèòü íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè.

Íàáîð (x̄, ȳ) ∈ X×Y íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â áèìàòðè÷íîé
èãðå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè

H1(x, ȳ) ≤ H1(x̄, ȳ) ∀x ∈ X, H2(x̄, y) ≤ H2(x̄, ȳ) ∀y ∈ Y. (1.31)

Âñå ìíîæåñòâî ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗.

Òåîðåìà 1.10. Ëþáàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èìååò
ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.9 î ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ
â áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ. Âû÷èñëåíèå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ çäåñü ìîæåò áûòü
äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, êàê è äëÿ îáùèõ áåñêîàëèöèîííûõ èãð.

Íàáîð (x̄, ȳ) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî ñèòóàöèåé â áèìàò-
ðè÷íîé èãðå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè

(H1(x̄, ȳ), H2(x̄, ȳ)) 3 (H1(x, y), H2(x, y)) ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y.

Çäåñü Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå òî÷êè ìîæíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè êðèòåðèåâ,
ò.å. òàêæå íàäî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Íî åñëè ýòà ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ



52

ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, òî èãðîêè òàêæå ïî îòäåëüíîñòè ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò íåå è
óâåëè÷èâàòü ñâîé âûèãðûø. Ïîýòîìó ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ïðè îòñóòñòâèè
êîîðäèíàöèè äåéñòâèé èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ áèìàòðè÷íûõ èãð.

Íà áèìàòðè÷íûå èãðû ìîæíî ïåðåíåñòè íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ. Â
÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî 6: åñëè çàìåíèòü ôóíêöèþ âûèãðûøà Hi(x, y) íà αHi(x, y)+β,
ãäå α > 0, β � ëþáîå ÷èñëî, òî ìíîæåñòâî ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ íå ìåíÿåòñÿ, òîëüêî
èçìåíÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ.

Äàëåå, ñîîòíîøåíèÿ (1.31) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

H1(e
(m)
i , ȳ) ≤ H1(x̄, ȳ), i = 1,m, H2(x̄, e

(n)
j ) ≤ H2(x̄, ȳ), j = 1, n. (1.32)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.31) ñëåäóåò (1.32), â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîêàçàòü ìîæíî,
óìíîæàÿ íåðàâåíñòâà â (1.32) íà êîìïîíåíòû ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé x̄i è ȳi, è ñêëà-
äûâàÿ èõ, ïîñêîëüêó x̄ ∈ X = Sm

+ è ȳ ∈ Y = Sn
+.

Äëÿ ñòðàòåãèè x ∈ X îïðåäåëèì ñïåêòð I(x) = {i | xi > 0}, àíàëîãè÷íî äëÿ
y ∈ Y îïðåäåëèì ñïåêòð J(y) = {j | yj > 0}. Ïîëó÷èì àíàëîã ñâîéñòâà 3.

Ñâîéñòâî 7. Åñëè (x̄, ȳ) ∈ S∗, òî

H1(e
(m)
k , ȳ) = H1(x̄, ȳ), ∀k ∈ I(x̄),

H2(x̄, e
(n)
l ) = H2(x̄, ȳ), ∀l ∈ J(x̄). (1.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.32) ñëåäóåò
n∑

j=1

ekj ȳj = H1(e
(m)
k , ȳ) ≤ H1(x̄, ȳ) = v1.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ i = k, òî, óìíîæàÿ íåðàâåíñòâà â (1.32)
íà x∗i è ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå H1(x̄, ȳ) < H1(x̄, ȳ). 2

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òåîðåìà 1.11. Ñèòóàöèÿ (x̄, ȳ) ∈ X×Y ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

H1(e
(m)
i , ȳ) = H1(x̄, ȳ) ∀i ∈ I(x̄),

H1(e
(m)
i , ȳ) ≤ H1(x̄, ȳ) ∀i /∈ I(x̄), (1.34)

H2(x̄, e
(n)
j ) = H2(x̄, ȳ) ∀j ∈ J(ȳ),

H2(x̄, e
(n)
j ) ≤ H2(x̄, ȳ) ∀j /∈ J(ȳ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x̄, ȳ) � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ (1.32) è (1.33), îòêóäà ñëåäóåò (1.34). Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ (1.34) äëÿ íåêîòîðîé ñèòóàöèè (x̄, ȳ) ∈ X × Y . Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ (1.33), ò.å. (x̄, ȳ) � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. 2
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Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðè÷íûìè èãðàìè çäåñü òàêæå ìîæíî îïðåäåëÿòü äîìèíèðó-
åìûå ñòðàòåãèè è èñêëþ÷àòü èõ, êàê â ñâîéñòâàõ 4 è 5, äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðîâ
ìàòðèö. Âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðîâîäÿòñÿ ñèíõðîííî â äâóõ ìàòðèöàõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ áèìàòðè÷íûõ èãð èñïîëüçóþòñÿ êàê îáùèå ìåòîäû ïîèñêà ðàâ-
íîâåñèé áåñêîàëèöèîííûõ èãð, òàê è ñïåöèàëèçèðîâàííûå. Äåòàëüíîå îïèñàíèå
ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãàõ [4, 6, 7]. Ìîæíî âûäåëèòü ïîäêëàññ áèìàòðè÷-
íûõ èãð, ãäå ðåøåíèå íàõîäÿòñÿ î÷åíü ïðîñòî, êàê â ðàçäåëå 1.5 äëÿ ìàòðè÷íûõ
èãð. Èç òåîðåìû 1.11 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ñèòóàöèè âïîëíå ñìåøàííîãî ðàâíî-
âåñèÿ, êîãäà îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè x̄ è ȳ èìåþò ïîëíûé ñïåêòð, ò.å.
I(x̄) = {1, . . . , m}, J(ȳ) = {1, . . . , n}, ïîëó÷àåì m = n = d, ïðè÷åì ìàòðèöû A è
B äîëæíû áûòü íåâûðîæäåííûìè. Òîãäà óñëîâèÿ (1.34) çàìåíÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè,
÷òî äàåò ñèñòåìó

Aȳ> = v1e, eȳ> = 1,

x̄B = v2e, xe> = 1,

ãäå v1 = H1(x̄, ȳ), v2 = H2(x̄, ȳ). Îòñþäà ñëåäóåò

ȳ> = v1A
−1e è eȳ> = v1eA

−1e> = 1, (1.35)
x̄ = v2eB

−1 è x̄e> = v2eBe> = 1,

ò.å.

v1 = (eA−1e>)−1, v2 = (eBe>)−1 (1.36)

÷òî îáîáùàåò ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû, çäåñü v1 6= v2 â îáùåì
ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè âïîëíå ñìåøàííîãî ðåøåíèÿ åãî ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïî ôîðìóëàì (1.35) � (1.36). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî áèìàòðè÷íàÿ èãðà â ýòîì
ñëó÷àå ìîæåò èìåòü è äðóãèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, íî âïîëíå ñìåøàííîå ðàâíî-
âåñèå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî v1, v2 > 0 (äëÿ
âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íóæíî äîáàâèòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî ê êàæäîìó ýëåìåíòó ìàòðèö):

Aw̄> = e ⇒ w̄> = A−1e>, ãäå w̄ =
1

v1

ȳ,

ūB = e ⇒ ū = eB−1, ãäå ū =
1

v2

x̄,

îòñþäà

ew̄> = eA−1e> =
1

v1

, ò.å. v1 = (eA−1e>)−1,

ūe> = eB−1e> =
1

v2

, ò.å. v2 = (eB−1e>)−1,

x̄ = v2ū, ȳ = v1w̄.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé áèìàòðè÷íûõ èãð.
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Ïðèìåð 1.12. Èìåþòñÿ äâà ïðåäïðèÿòèÿ, âûïóñêàþùèå ïðîäóêöèþ è âðåä-
íûå âåùåñòâà, êîòîðûå òðåáóþò î÷èñòêè. Â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà ðàáîòû (1
� îáû÷íûé, 2 � íàïðÿæåííûé) âîçìîæíû ðàçíûå âåëè÷èíû äîõîäîâ è øòðàôîâ.
Èãðà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè âûèãðûøåé A è B èãðîêîâ-ïðåäïðèÿòèé.
Âàðèàíò 1.

A =

(
2 2
5 0

)
, B =

(
2 5
2 0

)
.

Çäåñü ïðè îáû÷íîì ðåæèìå îáîèõ äîõîä ïî 2 åä. áåç øòðàôîâ, ïðè ïåðåõîäå íà
íàïðÿæåííûé ðåæèì îäíîãî åãî äîõîä óâåëè÷èâàåòñÿ, íî øòðàô íå áåðåòñÿ, åñëè
æå îáà ïåðåõîäÿò íà íàïðÿæåííûé, òî øòðàôû ñîâïàäàþò ñ äîõîäàìè. Ðåøåíèÿ
(2, 1) èëè (1, 2) ñ ðàçíûìè äîõîäàìè îáîèõ, îíè æå îïòèìàëüíû ïî Ïàðåòî.
Âàðèàíò 2.

A =

(
2 2
1 0

)
, B =

(
2 1
2 0

)
.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü ïåðåõîä îäíîãî íà íàïðÿæåííûé ðåæèì
âëå÷åò äëÿ íåãî øòðàô. Ðåøåíèå (1, 1), îíî îïòèìàëüíî ïî Ïàðåòî.
Âàðèàíò 3.

A =

(
2 1
3 0

)
, B =

(
2 3
1 0

)
.

Çäåñü ïðè ïåðåõîäå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ íà íàïðÿæåííûé ðåæèì øòðàô áåðåòñÿ ñ
îáîèõ, íî ïåðåøåäøåìó âñå-òàêè âûãîäíåå ïåðåéòè (3 åä. äîõîäà ïðîòèâ 2 åä.), åñëè
äðóãîå ïðåäïðèÿòèå íå ïåðåøëî. Çäåñü ðåøåíèÿ (1, 2) è (2, 1), îíè îïòèìàëüíû ïî
Ïàðåòî.
Âàðèàíò 4.

A =

(
2 0
3 1

)
, B =

(
2 3
0 1

)
.

Çäåñü òàêæå îòêëîíåíèå îäíîãî âûçûâàåò øòðàô äëÿ îáîèõ, íî òåïåðü è íå îòêëî-
íèâøåìóñÿ øòðàô áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå 3. Íàïðîòèâ, åñëè îáà âûáèðàþò íàïðÿ-
æåííûé ðåæèì, òî äîõîä îò ïðîäóêöèè ïåðåêðûâàåò øòðàô. Ðåøåíèå (2, 2), íî íå
îïòèìàëüíî ïî Ïàðåòî, åñòü ëó÷øàÿ òî÷êà (1, 1).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ áèìàòðè÷íîé èãðû.

Ïðèìåð 1.13.

A =

(
10 10
9 13

)
, B =

(−10 2
6 2

)
.

Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ íåò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ. Ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå íàõîäèòñÿ
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ïî ïðèâåäåííîé ñèñòåìå:

Aw> = e ∼
{

10w1 + 10w2 = 1,

9w1 + 12w2 = 1;
=⇒ w∗ =

(
3

40
,

1

40

)
=⇒ v1 = 10,

uB = e ∼
{
−10u1 + 6u2 = 1,

2u1 + 2u2 = 1;
=⇒ u∗ =

(
1

8
,
3

8

)
=⇒ v2 = 2,

x̄ = v2u
∗ =

(
1

4
,
3

4

)
, ȳ = v1w

∗ =

(
3

4
,
1

4

)
;

v1, v2 � ýòî íå ãàðàíòèðîâàííûå âûèãðûøè, ýòî âûèãðûøè â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ.
Ïðè ýòîì

x̄A =

(
37

4
,
49

4

)
, ò.å. ïðè ỹ = (1, 0)> ïîëó÷àåì x̄Aỹ> =

37

4
< 10 = v1,

Bȳ> =

(−7
5

)
, ò.å. ïðè x̃ = (1, 0)> ïîëó÷àåì x̃Bȳ> = −7 < 2 = v2.

Ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè íå ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèÿìè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà,
êàê â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå.



Ãëàâà 2

Èãðû ñ êîîðäèíàöèåé

2.1 Àðáèòðàæíûå ñõåìû
Ïîìèìî áåñêîàëèöèîííûõ èãð ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäåëè ðàçëè÷íûõ âèäîâ êî-

îðäèíàöèè äåéñòâèé ìåæäó ó÷àñòíèêàìè (èãðîêàìè) ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ñâîèõ
âûèãðûøåé. Îäíèì èç òàêèõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ÿâëÿþòñÿ àðáèòðàæíûå ñõåìû.

Ïðåæäå âñåãî, êàæäûé èãðîê îïðåäåëÿåò ñâîé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø

d∗i = max
xi∈Xi

min
xj∈Xj

j 6=i

Hi(x), i = 1, n,

òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà d∗ = (d∗1, . . . , d
∗
n) ∈ Rn, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé status quo. Äàëåå, êàæäîé ñèòóàöèè x áóäåò òàêæå ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷-
êà d(x) = (H1(x)), . . . , Hn(x)). Ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, ïîëó÷èì âñå
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âûèãðûøåé D. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ êàæäàÿ ñèòóàöèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ áóäåò äàâàòü âåê-
òîð âûèãðûøåé dk, k = 1, K, ò.å. D = {d1, . . . , dk}, à åñëè âêëþ÷èòü ñìåøàí-
íûå ñòðàòåãèè, òî âåêòîðû âûèãðûøåé â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áóäóò îïðåäå-
ëÿòüñÿ êàê âûïóêëûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ âûèãðûøà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, ò.å.
D = conv{d1, . . . , dk} è âåêòîðû dk áóäóò óãëîâûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà D.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ýëåìåíò t∗ ∈ D, êîòîðûé ìîã áû áûòü
ïðèçíàí ðåøåíèåì âñåìè ó÷àñòíèêàìè. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðáèòðàæíîãî ðåøå-
íèÿ èãðîêè îáðàùàþòñÿ ê àðáèòðó, êîòîðûé ñîîáùàåò èì ïðàâèëà (àêñèîìû), íà
êîòîðûõ áóäåò îñíîâàí âûáîð òî÷êè t∗. Åñëè îíè ñîãëàñíû è îáåùàþò åãî ðåàëè-
çîâàòü, òî îíè ñîîáùàþò àðáèòðó êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà D è òî÷êè d∗,
ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àþò òî÷êó t∗ êàê ðåàëèçàöèþ ïðàâèëà t∗ = ϕ(D, d∗). Îäíèì èç
âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ àðáèòðàæíûõ àêñèîì ïðåäëîæèë Äæ. Íýø.

Íàáîð ïðàâèë (àêñèîì) Íýøà.

1. t∗ ∈ D. (ðåàëèçóåìîñòü)
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2. t∗ ≥ d∗. (èíäèâèäóàëüíàÿ ðàöèîíàëüíîñòü, ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå äîëæíî
áûòü íå õóæå çíà÷åíèé âûèãðûøåé â òî÷êå status quo)

3. ∃̄ d ∈ D, d ≥ t∗, d 6= t∗. (îïòèìàëüíîñòü ïî Ïàðåòî)

4. Åñëè t∗ ∈ D̃ ⊂ D, òî ϕ(D̃, d∗) = t∗ (íåçàâèñèìîñòü îò ïîñòîðîííèõ àëüòåð-
íàòèâ, íà ïîäìíîæåñòâå âûáîð áóäåò òåì æå ñàìûì)

5. Åñëè D̃ = αD + β è t∗ = ϕ(D̃, d∗), òî ϕ(D̃, αd∗ + β) = αt∗ + β. (ëèíåéíîñòü,
ñìåùåíèå òî÷êè status quo äàåò òàêîå æå ñìåùåíèå ðåøåíèÿ)

6. Åñëè π(d) � âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç d íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò è
π(d) ∈ D, òî èç π(d∗) = d∗, t∗ = ϕ(D, d∗) ñëåäóåò π(t∗) = t∗. (ñèììåòðèÿ)

Åñëè èãðîêè ñîãëàøàþòñÿ ñ ýòèìè äîñòàòî÷íî ðàçóìíûìè ïðàâèëàìè âûáîðà
ðåøåíèÿ, òî îíè îáÿçàíû åãî âûïîëíÿòü. Îêàçûâàåòñÿ, ýòèì àêñèîìàì ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûáîðà ðåøåíèÿ. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â
ìíîæåñòâå D ñóùåñòâîâàë âåêòîð d′ > d∗.

Òåîðåìà 2.1. (Äæ. Íýø) Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ åäèíñòâåííîå
ïðàâèëî ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1�6, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ϕ(D, d∗) = arg max

{
n∏

i=1

(di − d∗i ) d ∈ D, d ≥ d∗
}

.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [2], òåîðåìà 9.1.
Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

max
d∈D, d≥d∗

→
n∑

i=1

ln(di − d∗i ),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, àðáèòðàæíîå ðåøåíèå
Íýøà âû÷èñëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ èãðû íà îñíîâå
àðáèòðàæíîé ñõåìû.

Ïðèìåð 2.1. Èñïîëüçóåì áèìàòðè÷íóþ èãðó ñ ìàòðèöàìè

A =

(
600 300
300 900

)
, B =

(
500 1500
2000 500

)
.

Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íåò, â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñèòóàöèÿ
ðàâíîâåñèÿ

x∗ =

(
3

5
,
2

5

)
, y∗ =

(
2

3
,
1

3

)
, òîãäà v1 = x∗A(y∗)> = 500, v2 = x∗B(y∗)> = 1100.
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Â ñàìîì äåëå (åñëè èãðîêè ïîïûòàþòñÿ îòêëîíèòüñÿ),

H1(x
∗, y∗) = 500 ≥ H1(x, y∗) = xA(y∗)> = 500(x1 + x2) ∀x ∈ S2

+,

H2(x
∗, y∗) = 1100 ≥ H2(x

∗, y) = x∗Ay> = 1100(y1 + y2) ∀y ∈ S2
+.

Áîëåå òîãî, äëÿ ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé A èìååì ïî ôîðìóëàì èãð 2 × 2:
vA = 500, àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé B èìååì vB = 1100. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî d∗ = (500, 1100), íî ñòðàòåãèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà èãðîêîâ
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé x∗ è y∗. Ìíîæåñòâî D áóäåò âûïóêëîé
êîìáèíàöèåé 4-õ òî÷åê A0, B0, C0, D0, ãäå

A0

(
1-é→ 1 ñòð.
2-é→ 1 ñòð.

)
B0

(
1-é→ 1 ñòð.
2-é→ 2 ñòð.

)
C0

(
1-é→ 2 ñòð.
2-é→ 1 ñòð.

)
D0

(
1-é→ 2 ñòð.
2-é→ 2 ñòð.

)

(600, 500) (300, 1500) (300, 2000) (900, 500)

Ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà ê íîâûì êîîðäèíàòàì ui = di − d∗i , òîãäà

A0 B0 C0 D0

(100,−600) (−200, 400) (−200, 900) (400,−600)

Ïîëó÷àåì òðàïåöèþ, ïðè äîáàâëåíèè óñëîâèÿ d ≥ d∗, ò.å. u ≥ 0, ïîëó÷èì òðåóãîëü-
íèê OC1D1, íà êîòîðîì íàäî íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè u1u2 èëè ln u1 + ln u2, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.1. ßñíî, ÷òî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè C1 è D1, åå óðàâíåíèå

5u1 + 2u2 = 800.

Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü u2 = 400− 5
2
u1 è ïðîñòî íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè

u1(400− 5

2
u1),

êîòîðûé ðàâåí 16000 ïðè u∗1 = 80, îòñþäà u∗2 = 200. Òî÷êà u∗ = (80, 200) íàõîäèòñÿ
íà îòðåçêå [C1, D1], ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Îòñþäà t∗ =
(580, 1300).

Àðáèòðàæíîå ðåøåíèå äàåò âûèãðûø îáîèì èãðîêàì ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðàí-
òèðîâàííûì è ðàâíîâåñíûì. Âû÷èñëèì ñòðàòåãèè èãðîêîâ äëÿ åãî ðåàëèçàöèè. Â
òî÷êàõ C0 è D0 (è íà ëèíèè C0D0) 1-é èãðîê ïðèìåíÿåò 2-þ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ,
2-é èãðîê ïðèìåíÿåò 1-þ â òî÷êå C0, 2-þ â òî÷êå D0. Ïîýòîìó âûïèøåì ñèñòåìó

2000β + 500(1− β) = 1300, β ∈ [0, 1],

îòñþäà β = 8
15
. Èòàê, àðáèòðàæíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ:

x̃ = (0, 1), ỹ =

(
8

15
,

7

15

)
,

òîãäà
x̃A(ỹ)> = 580, x̃B(ỹ)> = 1300.
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Ðèñ. 2.1: Àðáèòðàæíîå ðåøåíèå èãðû.

2.2 Êîîïåðàòèâíûå èãðû n ëèö

Â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ðàíåå, â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ èãðîêè ìîãóò
âñòóïèòü â êîàëèöèè è çà ñ÷åò ýòîãî óâåëè÷èâàòü ñâîé âûèãðûø. Òàêèå êîàëèöèè,
êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò, êîãäà èíòåðåñû èãðîêîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíû-
ìè äðóã äðóãó, ò.å. íåàíòàãîíèñòè÷åñêèìè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çíà÷èòåëüíîãî
÷èñëà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè, òàê êàê ñèñòåìû, â
êîòîðûõ èíòåðåñû àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ íåïðîòèâîïîëîæíûå, äîñòàòî÷íî ðàñïðî-
ñòðàíåíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî íàõîäèòü êîàëèöèè, îáåñïå÷èâàþùèå
íàèáîëüøèé âûèãðûø èãðîêàì. Íà ìíîæåñòâå êîàëèöèé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
âûèãðûøà v, ãäå v(I) � ãàðàíòèðîâàííûé ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â êîàëèöèè I. Òî åñòü, åñëè âñåãî n èãðîêîâ, N = {1, . . . , n}, òî â ñëó÷àå
îáúåäèíåíèÿ èãðîêîâ èç N \ I â êîàëèöèþ ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ èç I íå
ìåíüøå, ÷åì v(I). Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè îïðåäåëåíû ìíî-
æåñòâî èãðîêîâ è ôóíêöèÿ âûèãðûøà, èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ èãðû, â êîòîðûõ v(∅) = 0, v(I1∪I2) ≥ v(I1)+v(I2), äëÿ
ëþáûõ I1, I2 ⊂ N , I1 ∩ I2 = ∅. Èíà÷å ãîâîðÿ, îáúåäèíåíèå èãðîêîâ íå óìåíüøàåò
èõ ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø. Òàêæå îòñþäà ñëåäóåò

k∑
j=1

v(Ij) ≤ v(∪k
j=1Ij), åñëè Ij1 ∩ Ij2 = ∅, j1 6= j2, Ij ⊂ N, j = 1, k.



60

Ïîýòîìó ∑
i∈N

v(i) ≤ v(N).

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò íà íåâûãîäíîñòü âñòóïëåíèÿ èãðîêîâ â êîàëèöèè,
è èãðà íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé. Èãðà íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè

∑
i∈N

v(i) < v(N).

Â ñóùåñòâåííîé èãðå îñíîâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
âûèãðûøà. Ïóñòü xi � ñóììà, êîòîðóþ ïîëó÷àåò i-é èãðîê ïðè ðàñïðåäåëåíèè âû-
èãðûøà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåêòîð x = (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äåëåæîì, åñëè

1) xi ≥ v(i), i ∈ N ;

2)
∑
i∈N

xi = v(N).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè äåë¼æ, êîòîðûé ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ðåøåíèåì. Äëÿ íåñóùåñòâåííûõ èãð î÷åâèäíî, ÷òî x∗i = v(i), i = 1, n.
Â ñóùåñòâåííûõ èãðàõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå äîìèíèðî-
âàíèÿ äåëåæåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äåë¼æ x äîìèíèðóåò äåëåæ y ïî êîàëèöèè I (x ÂI y),
åñëè

1) xi > yi, i ∈ I;

2) x(I) ≤ v(I).

Çäåñü x(I) =
∑
i∈I

xi. Âòîðîå óñëîâèå îïðåäåëÿåò ðåàëèçóåìîñòü äåëåæà. Ïðè
äîìèíèðîâàíèè I 6= {i}, èíà÷å yi < xi ≤ v(i), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï.1) â îïðåäåëåíèè
äåëåæà. Òàêæå ïðè äîìèíèðîâàíèè I 6= N , èíà÷å â ýòîì ñëó÷àå xi > yi, i ∈ N ,
îòñþäà x(N) > y(N) = v(N), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï.2) â îïðåäåëåíèè äåëåæà.

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü äåëåæ x, êîòîðûé íå äîìèíè-
ðóåòñÿ íèêàêèì äðóãèì äåëåæîì ïî êàêîé-ëèáî êîàëèöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
ìíîæåñòâî âñåõ íåäîìèíèðóåìûõ äåëåæåé.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû x ∈ A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
x(I) ≥ v(I) äëÿ ëþáîãî I ⊂ N (ñóììà âûèãðûøåé èãðîêîâ â äåëåæå, âõîäÿùèõ
â ëþáóþ êîàëèöèþ, íå ìåíüøå ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà èãðîêîâ, âõîäÿùèõ â
ýòó êîàëèöèþ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(J) ≥ v(J) äëÿ ëþáîãî J ⊂ N , íî x /∈ A. Òîãäà
ñóùåñòâóþò äåë¼æ y è êîàëèöèÿ I òàêèå, ÷òî y ÂI x. Ñëåäîâàòåëüíî, x(I) < y(I) ≤
v(I), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ A, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò I ⊂ N , x(I) < v(I). Îïðå-
äåëèì âåêòîð y = (y1, . . . , yn) ïî ôîðìóëàì:

yi =





xi + (v(I)− x(I))/|I|, i ∈ I,

v(i) +

(
v(N)− v(I)− ∑

i∈N

v(i)

)
/(|N | − |I|), i /∈ I.

Ïîñêîëüêó v(I) > x(I),

v(N) ≥ v(I) + v(N \ I) ≥ v(I) +
∑

i∈N\I
v(i),

òî yi ≥ v(i), i ∈ N . Òàêæå
∑
i∈N

yi = v(I) +
∑

i∈N\I
v(i) + v(N)− v(I)−

∑

i∈N\I
v(i) = v(N),

ò.å. y � äåë¼æ. Ïî îïðåäåëåíèþ òåïåðü ïîëó÷àåì y ÂI x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
ïîëîæåíèþ x ∈ A. 2

Â ðåçóëüòàòå ïîèñê îïòèìàëüíîãî äåëåæà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü n = 3, 1-å ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò òîâàðû A1 èëè A2 â
êîëè÷åñòâå 900 åä., 2-å ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò òîâàðû A1 èëè A2 â êîëè÷åñòâå 700
åä., 3-å ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò òîâàðû B1 èëè B2 â êîëè÷åñòâå 1000 åä. Âûïóñê
òîâàðîâ A1 è B1 íå ïðèíîñèò ïðèáûëè, ïðèáûëü ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûïóñêå A2 è B2

êîìïëåêòàìè ïî åä. òîâàðà, ñóùåñòâóåò ñïðîñ íà 1000 êîìïëåêòîâ. Îïðåäåëèì v
äëÿ èãðû ïî ôîðìóëàì:

v(I) =





0 I = {1}, {2}, {1, 2};
1800 I = {1, 3};
1400 I = {2, 3};
2000 I = N = {1, 2, 3}.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ êîîïåðàòèâíàÿ èãðà, ìîæíî îïðåäåëèòü íåäîìèíèðóå-
ìûé äåë¼æ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2.2, òîãäà x(I) ≥ v(I), I ⊂ N , êðîìå
òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ äåëåæà x(N) = v(N). Ïîëó÷àåì ñèñòåìó





xi ≥ 0 i = 1, 3,
x1 + x2 ≥ 0 (ìîæíî èñêëþ÷èòü)
x1 + x3 ≥ 1800

x2 + x3 ≥ 1400
x1 + x2 + x3 = 2000.
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Ðèñ. 2.2: Ðåøåíèå êîîïåðàòèâíîé èãðû.

Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ íà ñèìïëåêñå xi ≥ 0, i = 1, 3, x1 +x2 +x3 = 2000, ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèÿõ, ò.å. A ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.2.
Íàïðèìåð, ðåøåíèåì áóäåò óãëîâàÿ òî÷êà, x∗ = (600, 200, 1200) ∈ A. Ìîæíî ëåãêî
îïðåäåëèòü äðóãèå íåäîìèíèðóåìûå äåëåæè.

Ìíîæåñòâî A ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñåõ èãð. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü äðóãèå
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, çàäàíèå âåêòîðíîãî êðè-
òåðèÿ ïîëåçíîñòè, ëèáî îïðåäåëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ýòè ìåòîäû îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ïîäõîäÿùåãî äåëåæà.
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