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Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà îïðå-

äåëåííûå ÿâëåíèÿ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç â îäèíàêîâûõ óñëî-

âèÿõ. Àíàëèçèðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåçóëüòàòû òàêèõ ïðîñòåéøèõ ÿâëåíèé, êàê ïîä-

áðàñûâàíèå ìîíåòû, èãðàëüíîé êîñòè, âûáðîñ êàðòû èç êîëîäû è ò.ï., ìû çàìå÷àåì

äâå îñîáåííîñòè, ïðèñóùèå òàêîãî ðîäà ýêñïåðèìåíòàì.

1 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðåäñêàçàòü èñõîä ïîñëåäóþùåãî ýêñïåðèìåíòà

ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùèõ, êàê áû íè áûëî âåëèêî ÷èñëî ïðîâåäåííûõ

èñïûòàíèé.

2 îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà îïðåäåëåííûõ èñõîäîâ ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà èñïûòàíèé

ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó.

Îáíàðóæåííûå çàêîíîìåðíîñòè, ðàñïðîñòðàíåííûå íà èñïûòàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì

÷èñëîì èñõîäîâ, ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ïðîñòåéøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà.
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Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò

Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåàëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà, ðåçóëüòàò êîòîðîãî íåâîçìîæíî òî÷íî ïðåäñêàçàòü. Ìàòìîäåëü äîëæ-

íà óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì:

1 îíà äîëæíà áûòü àäåêâàòíà è àäåêâàòíî îïèñûâàòü ýêñïåðèìåíò;

2 äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâà íàáëþäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ

â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè ñòðîãî îïðåäåëåííûõ

ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ;

3 äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ

ýêñïåðèìåíòà ñî ñëó÷àéíûì èñõîäîì ñêîëü óãîäíîå êîëè÷åñòâî ðàç ïðè

íåèçìåííûõ âõîäíûõ äàííûõ;

4 äîëæíî áûòü äîêàçàíî òðåáîâàíèå èëè èçíà÷àëüíî ïðèíÿòà ãèïîòåçà î

ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ,äëÿ ëþáîãî

íàáëþäàåìîãî ðåçóëüòàòà, îïðåäåë¼ííîãî â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò

Îòâåòüòå íà âîïðîñ:

• ßâëÿåòñÿ ëè âûáîð êàðòû èç õîðîøî ïåðåòàñîâàííîé êîëîäû ñëó÷àéíûì

ýêñïåðèìåíòîì?

Äà!

• Ðàññìîòðèì îïûò äåëåíèÿ 36 íà 4 ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî

ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì? Íåò!

Åù¼ ïðèìåðû:

• Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû òðèæäû ïîäðÿä;

• Òðè ìîíåòû ïîäáðàñûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî;

• Âûáîð îäíîãî èç äåëèòåëåé 180.
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Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà êîíå÷íî è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäîâ Ω íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à

ñàìè èñõîäû ω1, ω2, . . . , ωn íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Êàê áóäóò âûãëÿäåòü ýëåìåíòàðíûå èñõîäû äëÿ ïðèìåðîâ ñ ïðåäûäóùåãî ñëàéäà?

• Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû òðèæäû ïîäðÿä: Î=Îð¼ë, Ð=Ðåøêà

ωi = (ÎÎÎ), n =?

• Òðè ìîíåòû ïîäáðàñûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî: ωi = (ÎÐÎ), n =?

• Âûáîð îäíîãî èç äåëèòåëåé 180: ωi = 20, n =?
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• Âûáîð îäíîãî èç äåëèòåëåé 180: ωi = 20, n =?
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Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà êîíå÷íî è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäîâ Ω íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à

ñàìè èñõîäû ω1, ω2, . . . , ωn íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Êàê áóäóò âûãëÿäåòü ýëåìåíòàðíûå èñõîäû äëÿ ïðèìåðîâ ñ ïðåäûäóùåãî ñëàéäà?

• Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû òðèæäû ïîäðÿä: Î=Îð¼ë, Ð=Ðåøêà

ωi = (ÎÎÎ), n = 8

• Òðè ìîíåòû ïîäáðàñûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî: ωi = (ÎÐÎ), n = 8

• Âûáîð îäíîãî èç äåëèòåëåé 180: ωi = 20, n = 18
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Ñëîæíûå ñîáûòèÿ

Ïîìèìî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàñ ìîãóò èíòåðåñîâàòü ñëîæíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå

ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå ìû ïîíèìà-

åì êàê íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Ω. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî

ýêñïåðèìåíòà íàáëþäàåòñÿ èñõîä ω ∈ A, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî â ýòîì ýêñïåðèìåíòå

ìû íàáëþäàåì ñîáûòèå A (èëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå A).

Ïðèìåðû ñëîæíûõ ñîáûòèé

• Âûïàëî ïî êðàéíåé ìåðå äâà îðëà â òð¼õ ïîäáðàñûâàíèÿõ;

• Ñëó÷àéíî âûáðàííûé äåëèòåëü 180 ñàì äåëèòñÿ íà 2.

Åñëè Ω ñîñòîèò èç n ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ (â ÒÂ � ñîáûòèé) ðàâíî 2n. Ïîêàæèòå ýòî (?!)
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Ñëîæíûå ñîáûòèÿ
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Ñëîæíûå ñîáûòèÿ
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Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

• Âûäåëÿþò äâà îñîáûõ âèäà ñîáûòèé: ñàìî Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ (ïî äðóãîìó � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå); ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ∅, â
êîòîðîì íåò ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì (íå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

íèêîãäà).
• Åñëè A ⊂ B, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò ñîáûòèå B.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò ω è ω ∈ A, òî
ω ∈ B.
• Îáúåäèíåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A ∪B, êîòîðîå
íàáëþäàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçîøëî ñîáûòèå A èëè B (èëè

îáà îäíîâðåìåííî).
• Íàáëþäåíèå ñîáûòèÿ A ∩B (ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé) îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå

íàáëþäåíèå ñîáûòèé A è B. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè,
åñëè AB = ∅.
• Ñîáûòèå Ā = AC = Ω \A íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ñîáûòèþ A : ω ∈ Ā
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω /∈ Ā. Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå Ā
ïðîòèâîïîëîæíî ñîáûòèþ A. Åñòåñòâåííî îíè íåñîâìåñòíû.
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Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè - ïðèìåðû

Ýêñïåðèìåíò: ïîäáðàñûâàíèå òð¼õ ìîíåò îäíîâðåìåííî. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ Ω = {ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÎ, ÐÎÐ, ÎÐÐ, ÐÐÐ}. Ðàññìîòðèì òðè

ñîáûòèÿ:

A = ¾íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë îð¼ë¿,

B = ¾âûïàëî ìåíüøå òð¼õ ðåøåê¿,

C = ¾âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî îðëîâ¿

• B ⊂ A � íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B âëå÷¼ò ñîáûòèå A.
Äàëåå ïðîùå áóäåò ðàñïèñàòü îòäåëüíûå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, êîòîðûå

ñîñòàâëÿþ ñîáûòèÿ:

A = {ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÎÐÐ},
B = {ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÎ, ÐÎÐ, ÎÐÐ},
C = {ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÐ}
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Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè - ïðèìåðû

A = {ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÎÐÐ},
B = {ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÎ, ÐÎÐ, ÎÐÐ},
C = {ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÐ}

• B ∪ C � ëèáî âûïàëî ìåíüøå òð¼õ ðåøåê, ëèáî âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî îðëîâ,

ëèáî ýòî ïðîèçîøëî îäíîâðåìåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû

{ÎÎÎ, ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ, ÐÐÎ, ÐÎÐ, ÎÐÐ, ÐÐÐ} = Ω. Ò.î. B ∪ C ÿâëÿåòñÿ

äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì.

• A ∩ C � îäíîâðåìåííî äîëæíî ïðîèçîéòè è òî, ÷òî íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë

îð¼ë è ÷òî âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî îðëîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûå

èñõîäû {ÎÎÐ, ÎÐÎ}.
• B̄ � äîïîëíåíèåì ê ñîáûòèþ B áóäåò ñîáûòèå, ÷òî â òî÷íîñòè âûïàëî òðè

ðåøêè, ò.å. îíî ñîñòîèò òîëüêî ëèøü èç îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ÐÐÐ.
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Ïðàâèëî äå Ìîðãàíà

Âñå èçâåñòíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ îêàçûâà-

þòñÿ íåîáõîäèìûìè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ ôîðìóëà:
n⋃

i=1

Ai =

n⋂
i=1

Ai.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ω ∈
⋃n

i=1 Ai. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ω /∈
⋃n

i=1 Ai., ò.å. ω /∈ Ai

ïðè âñåõ i = 1, . . . , n. Íî òîãäà ω ∈ Ai ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, è çíà÷èò ω ∈
⋂n

i=1(Ai).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
⋃n

i=1 Ai ⊂
⋂n

i=1 Ai. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî
⋃n

i=1 Ai ⊃
⋂n

i=1 Ai. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå âåðíî.

Ïîñêîëüêó îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ â îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ïîõîæè íà

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáûòèé íàçûâàþò

àëãåáðîé ñîáûòèé.
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Âåðîÿòíîñòü

Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî

p(ω) > 0, ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå:∑
ω∈Ω

p(ω) = 1. (1)

×èñëî p(ω) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ω.

Îïðåäåëåíèå

Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçîâåì ÷èñëî

P(A) =
∑
ω∈A

p(ω). (2)
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Âåðîÿòíîñòü

Åñëè ñ÷èòàòü ÷èñëî p(ω) âåñîì ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ω, òî âåðîÿòíîñòü P(A)
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåñ ñîáûòèÿ A. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

P(Ω) = 1. (3)

è

P(A ∪B) = P(A) + P(B), (4)

åñëè AB = ∅.
Òàê êàê â ïóñòîì ìíîæåñòâå íåò íè îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ, òî P(∅) = 0.
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Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé

Èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëåäóþò ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé:

1 Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A
P(A) ≤ 1 (5)

2

P(Ā) = 1− P(A) (6)

3 Åñëè A ⊂ B, òî
P(A) ≤ P(B) (7)

4 Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(AB) (8)
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Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

Ôîðìóëà (8) èìååò ñëåäóþùåå ïîëåçíîå îáîáùåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé

âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ:

Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1, A2, . . . , An

P(

n⋃
i=1

Ai) =
n∑

i=1

P(Ai)−
∑
i<j

P(AiAj) +
∑

i<j<k

P(AiAjAk)−· · ·+ (−1)n−1P(A1 . . . An).

(9)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû ëåãêî (?!) ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè-

÷åñêîé èíäóêöèè.
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, |Ω| = n. Îáîçíà÷èì áóêâîé A
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω (àëãåáðó ñîáûòèé) è ñèìâîëîì P ��

ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòè íà àëãåáðå A : äëÿ ëþáîãî A ∈ A P(A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïî ôîðìóëå (2).

Îïðåäåëåíèå

Íàáîð èç 3-õ ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì îáúåêòîâ (Ω,A,P) íàçûâàåòñÿ

âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà

Ñóùåñòâóåò î÷åíü âàæíûé ïðèìåð âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé íîñèò íà-

çâàíèå êëàññè÷åñêîé ñõåìû. Åñëè |Ω| = n è âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû èìåþò

îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü p(ω) = c, òî èç óñëîâèÿ
∑

( ω ∈ Ω)p(ω) = 1 ñëåäóåò, ÷òî

êîíñòàíòà c = 1
n . Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êàê

∑
ω∈A

1

n
=
|A|
n

. (10)

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ êîëè÷å-

ñòâà èñõîäîâ â A. Òàêèå çàäà÷è â ìàòåìàòèêå îòíîñÿòñÿ ê ðàçäåëó êîìáèíàòîðèêè.
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