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Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå íåÿâíîé ôóíêöèè â ñëó÷àå âåêòîðíîãî àðãóìåíòà, ïî ñó-
ùåñòâó, íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ: ñåìåéñòâî ôóíêöèé z = f(x, y),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ F (x, y; z) = 0 (òî åñòü F (x, y; f(x, y)) ≡ 0)
íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé.

Âûáîð êîíêðåòíîé ôóíêöèè èç ýòîãî ñåìåéñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ çàäàíè-
åì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âèäà z0 = f(x0, y0), ãäå p0 = (x0, y0; z0) � íåêîòîðàÿ
òî÷êà â R3, â êîòîðîé ôóíêöèÿ F è åå ïðîèçâîäíàÿ F ′ îïðåäåëåíû è, êðîìå
òîãî, F ′(p0) 6= 0.

Ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = f(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé

∂F

∂x
+

∂F

∂z

∂z

∂x
= 0 (1)

∂F

∂y
+

∂F

∂z

∂z

∂y
= 0, (2)

êîòîðûå ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x è y óðàâíåíèÿ
F (x, y; z) = 0.
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Òðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñíà-
÷àëà äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïî x, çàòåì ïî y (ñìåøàííàÿ
ïðîèçâîäíàÿ) è, íàêîíåö, äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (2) ïî y :

∂ 2F

∂ x 2
+

∂ 2F

∂x∂z

∂z

∂x
+

[
∂ 2F

∂z∂x
+

∂ 2F

∂ z 2

∂z

∂x

]
∂z

∂x
+

∂F

∂z

∂ 2z

∂ x 2
= 0

∂ 2F

∂x∂y
+

∂ 2F

∂x∂z

∂z

∂y
+

[
∂ 2F

∂z∂y
+

∂ 2F

∂ z 2

∂z

∂y

]
∂z

∂x
+

∂F

∂z

∂ 2z

∂x∂y
= 0

∂ 2F

∂ y 2
+

∂ 2F

∂y∂z

∂z

∂y
+

[
∂ 2F

∂z∂y
+

∂ 2F

∂ z 2

∂z

∂y

]
∂z

∂y
+

∂F

∂z

∂ 2z

∂ y 2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè âòîðûå ïðîèçâîäíûå, íàäî ñíà÷àëà âû÷èñ-
ëèòü ïðîèçâîäíûå ∂z/∂x, ∂z / ∂y ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîäñòàâèòü èõ â óðàâ-
íåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è ðåøàòü èõ îòíîñèòåëüíî ∂ 2z/∂ x 2, ∂ 2z/∂x∂y
è ∂ 2z/∂ y 2.

Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
äëÿ çàäàííîé íåÿâíî ôóíêöèè z = z(x, y) :

x2 + y2 + z2 = 1. (3)

Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), ïîìíÿ, ÷òî z =
z(x, y), â òî âðåìÿ êàê x è y íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå:

2x+ 2z
∂z

∂x
= 0. (4)

Î÷åâèäíî, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå (3) ïî y äàñò àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ñ

çàìåíîé x íà y. Èç ïîëó÷åííûé óðàâíåíèé íàõîäèì ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî
ïîðÿäêà

∂z

∂x
= −x

z
,

∂z

∂y
= −y

z
. (5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò äèôôåðåíöèðîâàòü ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (4) è àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ y, íî ïðîùå ñðàçó íà-
õîäèòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â ðàâåí-
ñòâàõ (5):

∂ 2z

∂ x 2
= − 1 · z − xz′x

z2
= − z2 + x2

z3
, àíàëîãè÷íî,

∂ 2z

∂ y 2
= − z2 + y2

z3
.
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Ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂ 2z

∂x∂y
=

x

z2
∂z

∂y
= − xy

z3
.

Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî îäíîâðåìåííîå çàäàíèå íåñêîëüêèõ íåÿâíûõ
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå
òàêîå çàäàíèå íåÿâíûõ ôóíêöèé è ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îò íèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðîèçâîäíûå d z/d x è d y/d x äëÿ äâóõ ôóíêöèé
z = z(x) è y = y(x), çàäàííûõ íåÿâíî ïîñðåäñòâîì äâóõ óðàâíåíèé

x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ýòîãî íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
ýòè óðàâíåíèÿ ïî x è çàòåì ðåøèòü ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïðîèçâîäíûõ:

2z
d z

d x
+ 2x+ 2y

d y

d x
= 0

d z

d x
+ 1 +

d y

d x
= 0,

îòêóäà
d z

d x
= − y + x

z − y
,

d y

d x
=

z + x

z − y
.

Âû÷èñëåíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì ïîëó÷åííûõ d z/d x è d y/d x ñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ äëÿ çàäàíèÿ íåÿâíûõ ôóíêöèé è ìåòîäîâ
âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðè íåñêîëüêî ïðèìå-
ðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ äàííóþ ïðîáëåìàòèêó.

Ïðèìåð 3. Íàéòè d z/d x è d 2 z/d x2, åñëè z = x2 + y2, ãäå y = y(x)
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

x2 − xy + y2 = 1.
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Ðåøåíèå. Ïî-ñóùåñòâó, ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ ôóíêöèÿìè z = z(x)
è y = y(x), ñâÿçàííûõ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, è ïîýòîìó, äèô-
ôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ z = x2 + y2, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî y åñòü òîæå
ôóíêöèÿ îò x. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ d z/d x íà-
õîäèòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x äâóõ óðàâíåíèé: z = x2 + y2 è
x2 − xy + y2 = 1. Äèôôåðåíöèðóåì:

d z

d x
= 2x+ 2y

d y

d x
,

2x− y − x
d y

d x
+ 2y

d y

d x
= 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

d y

d x
=

2x− y

x− 2y
,

è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ïðîèçâîäíóþ d y/d x â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷à-
åì

d z

d x
=

2(x2 − y2)

x− 2y
.

Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x (ñ ó÷åòîì
íàéäåííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ d y/d x) ïîñëå óòîìèòåëüíûõ, íî íåñëîæíûõ
âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì

d 2 z

d x2
=

4x− 2y

x− 2y
+

6x

(x− 2y)2
.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ∂z/∂x è ∂z / ∂y, åñëè F (x− y, y − z, z − x) = 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûé ñîñòàâëÿåì äâà óðàâ-
íåíèÿ, äèôôåðåíöèðóÿ F (x− y, y − z, z − x) = 0 ïî x è y :

F ′1 − F ′2
∂z

∂x
+ F ′3

(
∂z

∂x
− 1

)
= 0,

−F ′1 + F ′2

(
1 − ∂z

∂y

)
+ F ′3

∂z

∂y
= 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äàåò èñêîìûå ïðîèçâîäíûå:

∂z

∂x
=

F ′3 − F ′1
F ′3 − F ′2

,
∂z

∂y
=

F ′1 − F ′2
F ′3 − F ′2

.
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Ïðèìåð 5. Íàéòè ∂z/∂x è ∂z / ∂y â òî÷êå u = v = 1, åñëè

x = u+ ln v, y = v − lnu z = 2u+ v. (6)

Ðåøåíèå. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (6) ïîêàçûâàþò, ÷òî u è v ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò x è y, çàäàâàÿ òåì ñàìûì ñâÿçü z = z(u, v) ñ x è y ïîñðåä-
ñòâîì u = u(x, y) è v = v(x, y). Â ñâÿçè ñ ýòèìè çàìå÷àíèÿìè, äèôôåðåí-
öèðîâàíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (6) äàåò

∂z

∂x
= 2

∂u

∂x
+

∂v

∂x
, (7)

∂z

∂y
= 2

∂u

∂y
+

∂v

∂y
. (8)

Òåïåðü, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò u è v â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â (6) ïî x :

1 =
∂u

∂x
+

1

v

∂v

∂x
, 0 =

∂v

∂x
− 1

u

∂u

∂x
,

è ïî y :

0 =
∂u

∂y
+

1

v

∂v

∂y
, 1 =

∂v

∂y
− 1

u

∂u

∂y
.

Åñëè â ýòèõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèÿõ ïîëîæèòü u = 1 è v = 1, òî, ðåøàÿ
ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàéäåì çíà÷åíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ ïðîèçâîäíûõ îò u
è v â ýòèõ òî÷êàõ. Èìååì:

1 =
∂u

∂x
+

∂v

∂x
, 0 =

∂v

∂x
− ∂u

∂x
,

0 =
∂u

∂y
+

∂v

∂y
, 1 =

∂v

∂y
− ∂u

∂y
.

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

1

2
,

∂v

∂y
=

1

2
,

∂u

∂y
= − 1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (7) è (8), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò
z â òî÷êàõ u = 1 è v = 1 :

∂z

∂x

∣∣∣∣
u=1,v=1

=
3

2

∂z

∂y

∣∣∣∣
u=1,v=1

= − 1

2
.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

3386. Íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî äëÿ
çàäàííîé íåÿâíî ôóíêöèè z = z(x, y) :

z =
√

x2 − y2 tg
z√

x2 + y2
.

3391. Íàéòè d z è d 2z, åñëè

xyz = x+ y + z.

3394. Íàéòè d u, åñëè

u3 − 3(x+ y)u2 + z3 = 0.

3412. Íàéòè ∂u/∂x è ∂y / ∂y åñëè u = (x+z) / (y+z) à z îïðåäåëÿåòñÿ
èç óðàâíåíèÿ

z ez = x ex + y ey.

3407.2∗. Íàéòè ∂ 2z /∂x∂y â òî÷êå (u = 2, v = 1), åñëè

x = u+ v2, y = u2 − v2 z = 2uv.
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