
Глава 2

Элементы выпуклого анализа

В данной главе приведены некоторые результаты выпуклого анали-
за: вводится понятие производной Гато функционала и устанавливаются
основные ее свойства, доказываются теоремы существования для задач
на минимум функционала. Приводятся результаты об эквивалентности
этих задач вариационным неравенствам. Доказаны теоремы об отделимо-
сти выпуклых множеств. Значительное внимание уделено также вопро-
сам субдифференциального исчисления. В частности, доказаны теоремы
о субдифференцировании суммы функционалов и субдифференцирова-
нии сложной функции.

9 Вариация и производная Гато функционала.

Определение 9.1. Если в точке u ∈ V существует предел

d

dt
F (u+ t η)

∣∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

F (u+ t η)− F (u)

t
= δ F (u, η) ∀ η ∈ V,

то функционал η → δ F (u, η) называется вариацией Гато функционала
F в точке u.

Если же функционал η → δ F (u, η) является линейным 1) и непре-
рывным, то, вообще говоря, нелинейный оператор F ′ : V → V , опреде-
ляемый соотношением

(F ′(u), η) = δ F (u, η) ∀ η ∈ V,

называется производной Гато (градиентом) функционала F . ♢
1) Вариация Гато является однородным оператором, что следует из ее определения, но,

вообще говоря, не обязательно аддитивным оператором (см. пример 9.2).
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Пример 9.1. Пусть V = R2,

F (x) =


1, x1 = x22, x2 ̸= 0,

0 в остальных точках.

Функция F является дифференцируемой по Гато в нуле (при этом
F ′(0) = 0), где она не является даже непрерывной.

Пример 9.2. Пусть F – функция, заданная в полярных координа-
тах (x1 = r cosφ, x2 = r sinφ) равенством F (x) = r cos(3φ). В этом
случае δ F (0, η) = F (η), т.е. функция F имеет в нуле вариацию Га-
то, но не является в то же время дифференцируемой по Гато в нуле,
поскольку ее вариация не аддитивна, а значит, и нелинейна по η.

Пример 9.3. Пусть B : V → V – линейный ограниченный опе-
ратор, B∗ : V → V – сопряженный к B оператор, F (u) = (Bu, u) .
Тогда

F ′(u) = Bu+B∗u.

Пример 9.4. Пусть F (u) = ∥u∥. Тогда

F ′(u) =
u

∥u∥
, u ̸= 0.

Требуемый результат следует из соотношения

∥u+ t η ∥ − ∥u ∥
t

=
(∥u+ t η ∥ − ∥u ∥) (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)

t (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)
=

=
2 t (u, η) + t2 ∥ η ∥2

t (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)
.

Лемма 9.1. Пусть функционал F имеет градиент в каждой точ-
ке V . Тогда для произвольных u, η ∈ V существует τ ∈ (0, 1), такое,
что справедлива обобщенная формула Лагранжа

F (η)− F (u) = (F ′(u+ τ (η − u)), η − u) .

Доказательство. Положим φ(t) = F (u+ t (η − u)). Тогда

φ′(t) =
d

dt
F (u+ t (η − u)) = (F ′(u+ t (η − u)), (η − u) ) ,
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Рис. 2.1:

следовательно, в силу классической формулы Лагранжа

F (η)− F (u) = φ(1)− φ(0) = φ′(τ) =

= (F ′(u+ τ (η − u)), η − u ) , τ ∈ (0, 1).

Лемма 9.2. Пусть F : V → R1 – выпуклый, всюду на V дифферен-
цируемый по Гато функционал. Тогда (см. рис. 2.1)

F (η)− F (u) ≥ (F ′(u), η − u) ∀u, η ∈ V.

Доказательство. Поскольку F – выпуклый функционал, то для лю-
бых u, η ∈ V , t ∈ (0, 1) имеем

F (t η + (1− t)u) = F (u+ t (η − u)) ≤

≤ t F (η) + (1− t)F (u) = F (u) + t (F (η)− F (u)),

откуда
F (u+ t (η − u))− F (u)

t
≤ F (η)− F (u).

Переходя в этом неравенстве к пределу при t→ 0, получим

(F ′(u), η − u) ≤ F (η)− F (u) ∀u, η ∈ V.

Теорема 9.1. Пусть F : V → R1 – выпуклый, дифференцируемый
по Гато в каждой точке V функционал. Тогда F является слабо полу-
непрерывным снизу на V .
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Доказательство. Пусть u0 – произвольная точка из V , un ⇀ u0 в
V при n → +∞. В силу леммы 9.2 F (un) − F (u0) ≥ (F ′(u0), un − u0) ,
откуда имеем:

lim inf
n→+∞

F (un) ≥ F (u0) + lim inf
n→+∞

(F ′(u0), un − u0) = F (u0).

Пример 9.5. (см. пример 3.2 ) Пусть A : V → V – линейный, огра-
ниченный, самосопряженный, неотрицательный оператор. Тогда функ-
ционал F : V → R1, F (η) = (Aη, η) является слабо полунепрерывным
снизу на V .

Действительно, как установлено в примере 3.2, функционал F явля-
ется выпуклым. Нетрудно проверить, что F ′(u) = 2Au, следовательно, в
силу теоремы 9.1 функционал F является слабо полунепрерывным снизу
на V .

Лемма 9.3. Пусть F : V → R1 – дифференцируемый по Гато в
каждой точке V функционал. Тогда F является выпуклым в том и
только том случае, когда его градиент F ′ : V → V – монотонный
оператор.

Доказательство. Пусть F – выпуклый функционал. В силу лем-
мы 9.2 для любых u, η ∈ V имеем

(F ′(u), η − u) ≤ F (η)− F (u),

(F ′(η), u− η) ≤ F (u)− F (η).

Складывая эти неравенства, получаем, что

(F ′(η)− F ′(u), η − u) ≥ 0 ∀u, η ∈ V,

т.е. F ′ – монотонный оператор.
Обратно, пусть F ′ : V → V – монотонный оператор, u, η – произволь-

ные элементы из V , λ ∈ (0, 1). Обозначим

d = λF (u) + (1− λ)F (η)− F (λu+ (1− λ) η) =

= λ [F (u)− F (λu+ (1− λ) η)] + (1− λ) [F (η)− F (λu+ (1− λ) η)].

Далее, имеем

λu+ (1− λ) η − u = (1− λ) (η − u), λ u+ (1− λ) η − η = λ (u− η).
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Используя теперь лемму 9.1, получим

d = λ (F ′(λu+ (1− λ) η + τ1 (1− λ) (u− η)), (1− λ) (u− η))+

+ (1− λ) (F ′(λu+ (1− λ) η + τ2 λ (η − u)), λ (η − u)) ,

где 0 < τ1, τ2 < 1. Положим

z = λu+ (1− λ) η+ τ1 (1− λ) (u− η), w = λu+ (1− λ) η+ τ2 λ (η− u),

γ = τ1 (1− λ) + τ2 λ > 0.

Тогда
z − w = (τ1 (1− λ) + τ2 λ) (u− η) = γ (u− η),

следовательно,

d = λ (1− λ) [ (F ′(z), u− η)− (F ′(w), u− η) ] =

=
λ (1− λ)

γ
(F ′(z)− F ′(w), z − w) ≥ 0,

т.к. F ′ – монотонный оператор. Из последнего неравенства вытекает вы-
пуклость F .

Лемма 9.4. Пусть F : V → R1 – дифференцируемый по Гато
функционал, его градиент F ′ : V → V – строго монотонный оператор.
Тогда F является строго выпуклым.

Доказательство. Отметим, во-первых, что в силу леммы 9.3 фун-
кционал F является выпуклым в том и только том случае, когда его
градиент F ′ – монотонный оператор. Поэтому достаточно проверить, что
из (3.4) следует равенство u = η.

Пусть для некоторых u, η ∈ V выполнено равенство (3.4). Тогда в силу
леммы 9.1 с учетом равенств

u− u+ η

2
=
u− η

2
, η − u+ η

2
=
η − u

2

имеем
0 = F (u) + F (η)− 2F

(
u+ η

2

)
=

=

[
F (u)− F

(
u+ η

2

)]
+

[
F (η)− F

(
u+ η

2

)]
=
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=

(
F ′

(
u+ η

2
+ τ1

u− η

2

)
,
u− η

2

)
+

+

(
F ′

(
u+ η

2
+ τ2

η − u

2

)
,
η − u

2

)
, τ1, τ2 ∈ (0, 1). (9.1)

Обозначим

w =
u+ η

2
+ τ1

u− η

2
, z =

u+ η

2
+ τ2

η − u

2
.

При этом
w − z = (τ1 + τ2)

u− η

2
, τ1 + τ2 > 0,

следовательно, (9.1) запишется в виде
1

τ1 + τ2
(F ′(w)− F ′(z), w − z) = 0,

откуда вследствие строгой монотонности F ′ получаем, что w = z, а зна-
чит, u = η.

В дальнейшем нам потребуется следующая

Лемма 9.5. Оператор A : V → V является монотонным в том и
только том случае, когда при любых фиксированных элементов u, η ∈ V
вещественная функция t→ φu, η (t) = (A(u+ t η), η) является не убыва-
ющей на [ 0, 1 ].

Доказательство. Пусть оператор A является монотонным. Тогда для
t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2 имеем

φu, η (t2)− φu, η (t1) = (A(u+ t2 η)− A(u+ t1 η), η) =

=
1

t2 − t1
(A(u+ t2 η)− A(u+ t1 η), (u+ t2 η)− (u+ t1 η) ) ≥ 0.

Обратно, пусть при любых фиксированных u, η ∈ V вещественная
функция φu, η возрастает на [ 0, 1 ]. Тогда для η = w − u,

(Aw − Au,w − u) = φu, η (1)− φu, η (0) ≥ 0.

Лемма 9.6. Пусть A : V → V является градиентом некоторого
функционала F : V → R1. Если A – монотонный или радиально непре-
рывный оператор, то

F (η) = F (0) +
1∫
0

(A(t η), η) dt ∀ η ∈ V. (9.2)
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Доказательство. Для произвольного η ∈ V рассмотрим функцию
вещественного переменного

t→ φ(t) = F (t η), t ∈ [0, 1].

Имеем
φ′(t) = lim

s→0

F (t η + s η)− F (t η)

s
= (A(t η), η) .

Функция вещественного переменного

t→ ψ(t) = (A(t η), η) , t ∈ [0, 1],

является непрерывной, если A – радиально непрерывный оператор, или
не убывающей на [ 0, 1 ], если A – монотонной оператор (в силу лем-
мы 9.5), а потому она интегрируема на [ 0, 1 ]. Поэтому

F (η)− F (0) = φ(1)− φ(0) =
1∫
0

φ′(t) dt =
1∫
0

(A(t η), η) dt.

Определение 9.2. Оператор A : V → V называется потенциаль-
ным, если существует такой конечный функционал F : V → R1, что
A является его градиентом: A = F ′ . При этом F называют потенци-
алом оператора A. ♢

Теорема 9.2. Пусть A : V → V – радиально непрерывный опера-
тор. Тогда A является потенциальным в том и только том случае,
когда

1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt =

=
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt ∀u, η ∈ V. (9.3)

Доказательство. Пусть A : V → V – потенциальный оператор.
Определим функционал F : V → R1 по формуле (сравни с (9.2))

F (η) =
1∫
0

(A(t η), η) dt ∀ η ∈ V. (9.4)

Введем функцию вещественного переменного φ: φ(t) = F (u + t (η − u)).
Тогда

φ′(t) = lim
s→0

F (u+ t (η − u) + s (η − u))− F (u+ t (η − u))

s
=
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= (A(u+ t (η − u)), η − u) ,

следовательно,
1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt = F (η)− F (u) =

= φ(1)− φ(0) =
1∫
0

φ′(t) dt =
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt.

Обратно, пусть выполнено соотношение (9.3). Докажем, что в этом
случае функционал F : V → R1, определенный по формуле (9.4), явля-
ется дифференцируемым по Гато, и его потенциалом является оператор
A. Имеем:

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
=

= lim
s→0

1

s

 1∫
0

(A(t(u+ s η)), u+ s η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt

 =

= lim
s→0

1

s

1∫
0

(A(u+ t s η)), s η) dt = lim
s→0

1∫
0

(A(u+ t s η)), η) dt,

откуда в силу интегральной теоремы о среднем и радиальной непрерыв-
ности оператора A для некоторого t0 ∈ [0, 1] получаем, что

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
= lim

s→0
(A(u+ t0 s η)), η) = (Au, η) ∀ η ∈ V,

т.е. A является градиентом функционала F .
Отметим, что теорема 9.2 – это критерий потенциальности радиально

непрерывных операторов.

10 Задачи на минимум функционала. Теоремы су-
ществования и эквивалентность вариационным
неравенствам.

Пусть F : V → R1, M – подмножество V . Рассматривается задача
отыскания элемента u ∈M , такого, что

F (u) = inf
η∈M

F (η). (10.1)

Справедлива


