4-Наилучшее приближение в евклидовом пространстве
Определение 1. Два элемента 
[image: image1.wmf]f

 и 
[image: image2.wmf]g

 евклидового пространства 
[image: image3.wmf]F

 называются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю, т.е. 
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 (по аналогии со случаем 
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). Пишут 
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Определение 2. Элементы 
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 пространства 
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 называются линейно независимыми, если равенство
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где 0 означает нулевой элемент 
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, выполнено лишь при условии, что 
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Определение 3. Говорят, что элементы 
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 пространства 
[image: image13.wmf]F

 образуют ортогональную систему, если 
[image: image14.wmf](,)0

ij

jj

=

, при 
[image: image15.wmf]ij

¹

, 
[image: image16.wmf],

ij

=0:n. Если дополнительно 
[image: image17.wmf](,)1

ii

jj

=

 для всех 
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, то эта система называется ортонормированной. 
       Ясно, что ортогональная система 
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линейно независима и из нее всегда можно получить ортонормированную систему 
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Алгоритм Грама-Шмидта. Пусть заданы линейно независимые элементы 
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 евклидового пространства 
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. Тогда по ним можно построить ортонормированную систему 
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 следующим образом:
0) полагаем 
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1) пусть ортонормированная система 
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, построена. Полагаем 
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Здесь числа 
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 в сумме находятся из условия 
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         Отметим следующее важное свойство алгоритма: 
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 является линейной комбинацией элементов 
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Рассмотрим метод определения элемента наилучшего приближения, т.е. нахождение решения задачи
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Здесь мы пишем 
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 вместо 
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, поскольку 
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достигается. Положим для сокращения 
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. Имеет место следующий критерий наилучшего приближения в евклидовом пространстве.
[image: image39.emf]
Полученная в теореме 2.8 характеризация наилучшего приближения в евклидовом пространстве, позволяет указать метод решения задачи о наилучшем приближении, основанный на решении специальной системы линейных алгебраических уравнений.
Следствие 1. Пусть 
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 есть линейно независимая система в евклидовом пространстве 
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(базис в 
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), 
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 есть матрица Грама этой системы, 
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 -- вектор столбец. Тогда элемент наилучшего приближения элемента 
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 определяется формулой 
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 которого находятся из решения системы уравнений 
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Доказательство. Из теоремы 2.8 следует что 
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Подставляя в это равенство разложение 
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 получим систему уравнений
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т.е. систему 
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Лемма 1. Матрица Грама симметрична. Для того, чтобы она была положительно определена необходимо и достаточно, чтобы элементы 
[image: image54.wmf]01
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 были линейно независимы.

Доказательство. Симметричность матрицы непосредственно вытекает из ее определения. Докажем ее положительную определенность. Для этого нужно показать, что квадратичная форма 
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 принимает положительные значения на всех ненулевых векторах 
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. Имеем 
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Если функции 
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 линейно независимы, то равенство в последнем неравенстве достигается лишь при 
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, т. е. матрица Грама положительно определена. Обратное утверждение теоремы доказывается аналогично.
4.1. Алгоритм нахождения элемента наилучшего приближения

Симметричность и положительная определенность матрицы 
[image: image60.wmf]A


 позволяет для решения системы 
[image: image61.wmf]Acb
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 применять 
специальные эффективные методы их решения.

Итак, алгоритм нахождения элемента наилучшего приближения в евклидовом пространстве для заданного 
[image: image62.wmf]fF
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включает следующие этапы.

1. Выбор или построение базиса 
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 в подпространстве 
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2. Генерирование системы уравнений 
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по формулам Следствия 1;

3. Решение системы 
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, т.е. вычисление 
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, используя тот или иной метод, учитывающий симметричность и положительную определенность матрицы;

4. Вычисление наилучшего приближения по формуле 
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Заметим, что от выбора базиса само наилучшее приближение 
[image: image69.wmf]n
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 не зависит, однако, с точки зрения вычислений на компьютере, выбор базиса является ключевым аспектом, поскольку такие свойства матрицы Грама, как ее заполненность или разреженность, обусловленность матрицы (отношение максимального собственного числа к

минимальному), зависят выбора системы 
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 и сильно влияют как на процесс решения в смысле затрат ресурсов компьютера (памяти и времени), так и на результат решения -- в случае плохо обусловленной матрицы, т.е. с большим числом обусловленности, ошибки округления могут сильно исказить результат.

Рассмотрим случай, когда в 
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 построен или заранее известен ортогональный базис. В этом случае матрица Грама диагональна 
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 и система 
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 легко решается. В этом случае имеем

                                           
[image: image74.wmf]2

0

(,)

,.

||||

n

i

niii

i

i

f

fcc

j

j

j

=

==

å

                              (6)
Коэффициенты 
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 в этом разложении принято называть коэффициентами Фурье элемента 
[image: image76.wmf]f

: Как видим, использование ортогональных базисов существенно упрощает вычисления на шагах 2, 3 описанного выше алгоритма.  Это замечание очень важно с практической точки зрения.
4.2. Наилучшее среднеквадратическое приближение функций алгебраическими полиномами.
Пусть 
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задаются интегралами 
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Задача (2) в этом случае примет следующий вид:
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Здесь 
[image: image82.wmf]r

 -- весовая функция. Рассмотрим два способа выбора базиса в 
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1. Выбирая в качестве базиса в пространстве полиномов 
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 мономы 
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, согласно Следствию 1 для определения наилучшего среднеквадратического приближения приходим к системе уравнений с матрицей 
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 и правой частью 
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 вида 
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Для простых весовых функций элементы матрицы могут быть вычислены точно. В общем случае для вычисления интегралов, их общее число равно 
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2. Пусть 
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. В этом случае для определения наилучшего среднеквадратического приближения 
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 достаточно вычислить лишь коэффициенты Фурье функции 
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 по формулам
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Таким образом, достаточно вычислить лишь 
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 интегралов и нет необходимости решать систему алгебраических уравнений. Выгода очевидна. Это приводит нас к системам ортогональных полиномов. 
        Изучим их простейшие свойства и приведем примеры таких систем в следующей лекции.
4.3. Метод наименьших квадратов
Пусть функция 
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 задана таблично своими значениями на сетке узлов 
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 есть конечномерное пространство функций с базисом 
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 есть система Чебышева. В практических приложениях значения функции, как правило, берутся из измерений (эксперимента). Часто они содержат погрешность, значения 
[image: image105.wmf]N

 достаточно велики. Будем считать, что 
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        Рассмотрим задачу: найти функцию 
[image: image107.wmf]nn
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Функцию 
[image: image109.wmf]n

f

 называют приближением 
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 по методу наименьших квадратов.
         Решение этой задачи мы получим, отметив следующую аналогию: задача (9) совпадает с задачей наилучшего среднеквадратического приближения (7a), если суммы заменить интегралами, а сеточные функции  
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        С этой целью обозначим через 
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 множество функций, определенных на  сетке 
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 (сеточных функций, функций дискретного аргумента). Представляя элементы 
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 скалярное произведение и согласованную с ней норму:
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Пространство 
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 будем рассматривать как подпространство евклидового пространства 
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, сопоставляя каждой функции 
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 нулей (по определению системы Чебышева).

Во введенных обозначениях задача (9) запишется в виде (2):
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Решение этой задачи нам известно и дается Следствием 1:
1. Формируем систему уравнений 
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2. Решая систему 
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3. Находим 
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         Выбирая в качестве 
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 конкретное пространство (например, 
[image: image137.wmf]P
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), получим конкретный метод наименьших квадратов. 
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