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×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È �ßÄÛ�ëàâà I.×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ.�1.1 ×ÈÑËÎÂÛÅ �ßÄÛ. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß. ÄÅÉÑÒÂÈß Ñ �ßÄÀÌÈ.Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn).10: Âûðàæåíèå x1 + x2 + :::(èëè êîðî÷å 1Pk=1xk, Pk xk, Pxk) íàçûâàåòñÿðÿäîì(÷èñëîâûì).20: ×èñëà xk íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà.30: ×èñëà Sn = x1+:::+xn; n = 1; 2; :::; íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìèðÿäà Pxk:40: �ÿä x1 + x2 + ::: íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (Sn) åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàåòñÿðàñõîäÿùèìñÿ); ÷èñëî S = limSn íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà, ïðè ýòîì èñ-ïîëüçóåòñÿ çàïèñü S = x1 + x2 + ::: =Pxk:Ïðèìåðû. 1. �ÿä 1Pk=1 1k = 1+ 12 + 13 + ::: íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Îíðàñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn = 1+ 12+ ::: 1n; n = 1; 2; :::;íå ñóùåñòâóåò limSn: Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ (Sn) íàðóøàåòñÿ óñëîâèå êðè-òåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ïóñòü " = 12 ,N-ïðîèçâîëüíî, n = N + 1;m = 2N + 2, òîãäàjSN+1 � S2N+2j = 1N + 2 + :::+ 12N + 2 > N + 12N + 2 = 12 :2. �ÿä 1� 1 + 1 � 1 + ::: - ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû Snáóäóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ïîïåðåìåííî 1 è 0.Òåîðåìà. Åñëè ðÿäû Pxk è P yk ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû P(xk �yk),P �xk (çäåñü � 2 R), ïðè÷åìP�xk = �Pxk,P(xk� yk) =Pxk�P yk. 4



Äîêàçàòåëüñòâî 1.P�xk = limn ( nP1 �xk) = � limn nP1 xk = �Pxk:2.P(xk � yk) = limn ( nP1 (xk � yk)) = limn nP1 xk � limn nP1 yk =Pxk �P yk:Çàìå÷àíèå. 1. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäàP(xk � yk), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëå-äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Pxk,P yk. Íàïðèìåð, ðÿä (1� 1) + (1� 1) + :::ñõîäèòñÿ(âñå ÷ëåíû ðàâíû 0), íî âûðàæåíèå 1P1 1� 1P1 1 íå èìååò ñìûñëà� ðÿäû, âõîäÿùèå â íåãî, ðàñõîäÿòñÿ.2. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäàP�xk, � 6= 0, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäàPxk. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿäP�xk, òî ñóùåñòâóåò limn nP1 �xk = S: )limn nP1 �xk = � limn nP1 xk = S: ) Äîëæåí ñóùåñòâîâàòü limn nP1 xk, ò.å. ðÿäPxk - ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿäûPxk,P�xk âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî.�1.2 ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ Ï�ÈÇÍÀÊÈÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ �ßÄÎÂÒåîðåìà 1 (Êðèòåðèé Êîøè). �ÿäPxk ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà 8 " > 0 9 N 2 N 8 n > N 8p 2 N (jxn+1 + :::+ xn+pj < "):Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà íóæíî, ÷òîáû ñõîäèëàñü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (Sn). Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñ-ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 8 " > 09N 2 N 8 n > N 8p 2 N (jSn � Sn+pj) < " ) 8 " > 0 9 N 2 N 8 n > N8p 2 N (jxn+1 + :::+ xn+pj < "):Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå ê êðèòåðèþ Êîøè. 1. Èç êðèòåðèÿ Êîøè (åñëè ðÿä Pxkñõîäèòñÿ) ñëåäóåò ïðè p = 1, ÷òî 8 " > 0 9N 2 N 8 k > N (jxkj <"). ) limk xk = 0: Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå limk xk = 0 ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì (ïðèìåð - ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä).2. Èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà Pxk íå âëèÿåò íà åãî ñõî-äèìîñòü, õîòÿ ñóììà åãî ìîæåò è èçìåíÿòüñÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî5



çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ 1P1 xk è 1Pn xk óñëîâèå êðèòåðèÿÊîøè �îðìóëèðóåòñÿ îäèíàêîâî.Òåîðåìà 2. �ÿä Pxk ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ ) ñóùåñòâóåò limn nP1 xk.) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) = ( nP1 xk) - îãðàíè÷åíà . Îáðàòíî, ïóñòüïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) - îãðàíè÷åíà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõñóìì ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ÷èñ-ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)-îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà. ) Ñóùåñòâóåò limn Sn, ò.å. ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà äîêàçàíà.�1.3 ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ Ï�ÈÇÍÀÊÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ È Ñ�ÀÂÍÅÍÈß�ßÄÎÂÒåîðåìà 1. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Pxk äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè ðÿäàP jxkj.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿä P jxkj ñõîäèòñÿ, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè:8" > 09N 2 N8n > N8p 2 N(jxn+1 + :::+ xn+pj < "): (1)Òàê êàê jxn+1 + :::+ xn+pj � jxn+1j + :::+ jxn+pj, òî èç (1) ñëåäóåò ñïðà-âåäëèâîñòü óñëîâèÿ êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ðÿäàPxk, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿäPxk ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 2. ÏóñòüPxk,P yk - ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.1. Åñëè xk � yk, k 2 N, òî èç ñõîäèìîñòèP yk ñëåäóåò ñõîäèìîñòüPxk,à èç ðàñõîäèìîñòè P xk ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü P yk.2. Åñëè limk (xk=yk) = A > 0, òî îáà ðÿäà Pxk, P yk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõî-äÿòñÿ îäíîâðåìåííî. 6



Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî, S 0n = nP1 yk � nP1 xk = Sn äëÿ ëþáîãîn = 1; 2; ::: . Ïî óñëîâèþ (S 0n) ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (Sn) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è, êðîìå ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.)Ïî òåîðåìå 2 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòüPxk. Åñëèæå ðÿä P xk ðàñõîäèòñÿ, òî, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõñóìì ðàñõîäèòñÿ (ò.ê. ÷ëåíû xk íåîòðèöàòåëüíû) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ðÿä P yk ðàñõîäèòñÿ.2. Ïóñòü limk xkyk = A > 0 ) ñóùåñòâóåò N 2 N òàêîå, ÷òî A � " < xkyk <A+ " äëÿ ëþáûõ k > N . Îòñþäà,òàê êàê yk > 0, ñëåäóåò(A� ")yk < xk < (A+ ")yk; (2)äëÿ ëþáûõ k > N . Åñëè ðÿä 1P0 yk ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1 yk. )ñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1(A + ")yk, ) (â ñèëó íåðàâåíñòâà (2)) ) ñõîäèòñÿ ðÿä1PN+1xk, ) ðÿä 1P1 xk ñõîäèòñÿ.Åñëè æå ðÿä 1P1 yk ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1 yk, ) ðàñõîäèòñÿðÿä 1PN+1(A � ")yk, ) ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1PN+1xk, ) ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1P1 xk.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 3 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � 0 ïðè x �0 è íå âîçðàñòàåò. �ÿä 1P1 f(k) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíê-öèÿ F (x) = xR0 f(t)dt îãðàíè÷åíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî F (x) = xR0 f(t)dt îïðåäå-7



ëåíà äëÿ ëþáîãî x > 0 (ñì.[8℄, x7:4òåîðåìà 2). Ïóñòü 1Pk=1 f(k) ñõîäèòñÿ.Òîãäà ñóùåñòâóåò K > 0 òàêîå, ÷òî nPk=1 f(k) � K ïðè âñåõ n, è äëÿëþáîãî x > 0: F (x) = xR0 f(t)dt � [x℄+1R0 f(t)dt = 1R0 + 2R1 +::: + [x℄+1R[x℄ �f(0)+ [x℄Pk=1f(k) � f(0)+K. Îáðàòíî, åñëè F (x) � K, x > 0, òî nPk=1 f(k) =nPk=1 f(k) kRk�1 dt � nR0 f(t)dt = F (n) � K. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðèìåð. f(t) = � 1 , åñëè t 2 [0; 1℄1tp , åñëè t > 1 Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä1Pk=1 f(k) = 1Pk=1 1kp .Èñïîëüçóåì òåîðåìó 3. F (x) = xR0 f(t)dt = 1R0 1dt+ xR1 dtxp = 1 + x1�p1�p � 11�p.Î÷åâèäíî, F (x) = 1� 11�p + x1�p1�p áóäåò îãðàíè÷åííîé, åñëè p > 1. Òàêèìîáðàçîì, ðÿä 1Pk=1 1kp ñõîäèòñÿ, åñëè p > 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè p � 1.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå "�óíêöèÿ F (x) = xR0 f(t)dt îãðàíè÷åíà"ðàâíîñèëüíîóñëîâèþ: "íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë +1R1 f(t)dt ñõîäèòñÿ". Ïîýòîìó èíòå-ãðàëüíûé ïðèçíàê ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: Ïóñòü f(x) � 0 ïðè x > 0è íå âîçðàñòàåò. �ÿä 1P1 f(k) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòå-ãðàë +1R1 f(t)dt ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 4 (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà). ÏóñòüPxk -ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè÷ëåíàìè.1. Åñëè xk+1=xk � q < 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0 2 N, òî ðÿä Pxk8



ñõîäèòñÿ;åñëè xk+1=xk � 1 äëÿ k � k0, òî ðÿä Pxk-ðàñõîäèòñÿ.2. Åñëè limk xk+1xk < 1, òî ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè limk xk+1xk > 1, òî ðÿä Pxk ðàñõîäèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k0 = 1 (òàêîå äîïóùåíèå íå îãðà-íè÷èâàåò îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü). Èìååìxk+1 = x1 � x2x1 � x3x2 :::: � xk+1xk ; k = 0; 1; 2; ::::Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ xk+1=xk � q < 1 ñëåäóåò, ÷òîxk+1 � x1qk; k = 0; 1; 2; :::;à òàê êàê ðÿäPx1qk ñõîäèòñÿ (îí ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé), òî âìåñòå ñ íèì ñõîäèòñÿ è ðÿäPxk. Èç óñëî-âèÿ xk+1=xk � 1 ñëåäóåò xk+1 � x1, k = 0; 1; 2; :::; à òàê êàê ðÿä x1 + x1:::ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä P xk-ðàñõîäèòñÿ. Ïóíêò 1. äîêàçàí. Ïåðåéäåì ê äî-êàçàòåëüñòâó ïóíêòà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limk xk+1xk = q < 1 è" > 0 òàêîå, ÷òî q+ " < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà ñóùåñòâóåòN 2 N òàêîå, ÷òî xk+1xk � q + " äëÿ k � N . Òàê êàê xk+1xk � q + " < 1 äëÿk � N , òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 ñëåäóåò èç ïóíêòà 2. Åñëè limk xk+1xk > 1,òî èç îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî xk+1xk > 1 äëÿ âñåõ k � N ,è òîãäà â ñèëó ïóíêòà 1 ðÿä Pxk ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 5 (Ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü xk > 0, k 2 N .1. Åñëè kpxk � q < 1, äëÿ k � k0, òî ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè kpxk � 1, äëÿ k � k0, òî ðÿäP xk ðàñõîäèòñÿ.2. Åñëè lim kpxk < 1, òî Pxk ñõîäèòñÿ;åñëè lim kpxk > 1, òî Pxk ðàñõîäèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç óñëîâèÿ kpxk � q < 1, k = 1; 2; ::: (çäåñü ìû ñ÷è-òàåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî k0 = 1) ñëåäóåò, ÷òî xk � qk(q < 1),k = 1; 2::: . �ÿä P qk - ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ è ðÿä Pxk. Èç óñëî-âèÿ kpxk � 1 ñëåäóåò, ÷òî xk � 1, k = 1; 2; ::: . �ÿä 1 + 1 + ::: ðàñõîäèòñÿ,9



ïîýòîìó ðàñõîäèòñÿ è ðÿä Pxk.2. Èç óñëîâèÿ lim kpxk = q < 1 ñëåäóåò kpxk < q + " < 1, äëÿ âñåõ k � N .) xk � (q + ")k, k � N . �ÿä +1PN (q + ")k-ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ èðÿä +1PN xk, à âìåñòå ñ íèì è ðÿä Pxk.Åñëè lim kpxk = q > 1, òî kpxk > 1, äëÿ âñåõ k � N .) �ÿä Pxk ðàñõî-äèòñÿ.Çàìå÷àíèå. 1. Èíîãäà ïóíêòû 2 â ïðèçíàêàõ Äàëàìáåðà è Êîøè �îð-ìóëèðóþòñÿ â ìåíåå îáùåé �îðìå:Åñëè limk xk+1xk < 1, òîPxk ñõîäèòñÿ; åñëè limk xk+1xk > 1, òîPxk ðàñõîäèò-ñÿ.Åñëè limk kpxk < 1 òîPxk ñõîäèòñÿ; åñëè limk kpxk > 1 òîPxk ðàñõîäèò-ñÿ. ×òî äåëàåò èõ áîëåå óäîáíûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå.2. Ñóùåñòâóþò êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ñ ïðèçíàêàìè:limk xk+1xk = 1; (�)limk kpxk = 1: (��)Íàïðèìåð, ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì xk = k�p, p > 0, ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 èðàñõîäèòñÿ äëÿ p � 1 (ñì. èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõðÿäîâ), ïðè ýòîì limk xk+1xk = limk kp(k + 1)p = 1;limk kpxk = limk kpkp = 1:Ïðèìåð. 1. 1Pk=0 akk! , a > 0. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì a > 0, òàê êàêxk+1xk = ak+1 ! 0 ïðè k !1.2. 1Pk=0 akk� , � > 0, a > 0. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 0 < a < 1 è ðàñõîäèòñÿäëÿ a > 1, òàê êàê äëÿ íåãî xk+1xk = a( kk+1)� ! a ïðè k !1.10



�1.4 ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛ. �ßÄ ËÅÉÁÍÈÖÀ1. ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛÎïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî Pxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿðÿä P jxkj. Çàìåòèì, ÷òî àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà. Åñëè ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðÿä Px0k ïîëó÷åí èçðÿäà Pxk êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷ëåíîâ, òî Px0k ñõîäèòñÿ èPxk =Px0k.Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà xk � 0(k 2 N).Ïóñòü S = Pxk è ïóñòü S 0n = nP1 x0k- ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Px0k. Åå÷ëåíû íàõîäÿòñÿ â ðÿäåPxk ïîä íåêîòîðûìè íîìåðàìè k0; :::; kn. ÏóñòüN = maxfk0; :::; kng, à SN = NP1 xk. Î÷åâèäíî S 0n � SN � S, ò.å. ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü (S 0n) - îãðàíè÷åíà, à ñëåäîâàòåëüíî ðÿä P x0k ñõîäèòñÿ èèìååò ñóììó S 0 � S. Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè åùå ðàç,ïîìåíÿâ ìåñòàìè ðÿäû P xk è Px0k è ïîëó÷èòü, ÷òî S 0 � S. Òàêèì îá-ðàçîì, S = S 0.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþò-íî. Ïîëîæèì x+k = � xk , åñëè xk � 00 , åñëè xk < 0 , x�k = � �xk , åñëè xk < 00 , åñëè xk � 0 .(�)Î÷åâèäíî ÷èñëà x+k ; x�k -íåîòðèöàòåëüíû è xk = x+k �x�k . �àññìîòðèì ðÿ-äû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìèPx+k ;Px�k . Îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ, òàê êàêx+k � jxkj; x�k � jxkj; k 2 N. ÒîãäàPxk =P(x+k �x�k ) =Px+k �Px�k =1Px+k 0 �Px�k 0 =2 P(x+k 0 � x�k 0) =Px0k.�àâåíñòâî 1 âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî âûøå (êîãäà xk � 0).�àâåíñòâî 2 ñïðàâåäëèâî â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäîâPx+k 0 è Px�k 0. Çàìå-òèì òàêæå, ÷òî ðÿäû ïîëó÷åíû ïî ïðèíöèïó (�) èç ðÿäàPx0k, ïîëó÷åí-íîãî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ èñõîäíîãî ðÿäàPxk. Òåîðåìà äîêàçàíà.11



2. �ßÄ ËÅÉÁÍÈÖÀÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü x1 � x2 � :::; xk > 0, ïðè÷åì xk ! 0 ïðè k !1.Òîãäà ðÿä x1 � x2 + x3 � x4 + ::: íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.Òåîðåìà. �ÿä Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà� x1.Äîêàçàòåëüñòâî. S2n = x1� (x2� x3)� :::� (x2n�2� x2n�1)� x2n � x1,S2n = (x1 � x2) + (x3 � x4) + :::+ (x2n�1 � x2n).Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S2n) îãðàíè÷åíàñâåðõó; èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S2n) íåóáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò limn S2n � x1. Òàê êàê limn S2n+1 =limn (S2n + x2n+1) = limn S2n + limn x2n+1 = limn S2n, òî òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðèìåð. �ÿä 1� 12 + 13 � 14 + ::: ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðÿäîì Ëåéáíèöà.Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà S íå ïðåâûøàåò 1.�1.5 ÓÑËÎÂÍÎ ÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛÈç òåîðåìû äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå àá-ñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,íå íàðóøàÿ ñóììû ðÿäà. Îáëàäàþò ëè ïîäîáíûì ñâîéñòâîì ðÿäû äðó-ãîãî âèäà? Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé. Áîëåå òîãî, èìååòìåñòî ðåçóëüòàò, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå "òåîðåìà �èìàíà". Íî ïðåæäå,÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. �ÿä, ñõîäÿùèéñÿ íå àáñîëþòíî (ò.å. ðÿä Pxk ñõîäèòñÿ,à ðÿä P jxkj ðàñõîäèòñÿ), íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.Òåîðåìà (�èìàíà). Ïóñòü Pxk ñõîäèòñÿ óñëîâíî è a - ïðîèçâîëüíîå÷èñëî. Òîãäà ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ÷ëåíû ðÿäû Pxk, ÷òî âíîâü ïîëó-÷åííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ ê a.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå-íèå:Ëåììà. Åñëè ðÿäPxk ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ðÿäûPx+k ;P�k ÿâëÿþòñÿðàñõîäÿùèìèñÿ(îïðåäåëåíèå ðÿäîâPx+k ;P�k ñì. â �1.4 òåìà:"Àáñîëþòíîñõîäÿùèåñÿ ðÿäû"). 12



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿäû Px+k ;Px�k ñõîäÿòñÿ, òî ÷àñòè÷íûå ñóì-ìû ýòèõ ðÿäîâ S+n = nP1 x+k è S�n = nP1 x�k èìåþò ïðåäåëû ïðè n ! 1, àñëåäîâàòåëüíî, è S+n + S�n = nP1 jxkj òàêæå èìååò ïðåäåë ïðè n!1, ò.å.ðÿäPxk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-÷èþ ñ óñëîâèåì ëåììû.Äîïóñòèì, ÷òî îäèí èç ðÿäîâ Px+k ;P�k (íàïðèìåð Px+k ) ðàñõîäèòñÿ, àäðóãîé - ñõîäèòñÿ. Òîãäà ìû èìååì S+n ! 1, S�n ! 
, ãäå 
-íåêîòîðîå÷èñëî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Sn = S+n � S�n ! 1, ò.å. ðÿä Pxk ðàñõî-äèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a > 0.Áóäåì ðàñïîëàãàòü ÷ëåíû ðÿäà Pxk â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà áó-äåì áðàòü ÷ëåíû ñóììûPx+k â èõ åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå; ïðè ýòîì ñóììàâçÿòûõ ÷ëåíîâ áóäåò âîçðàñòàòü; êàê òîëüêî ýòà ñóììà ïðåâçîéäåò a, ìûíàçîâåì åå ïîâîðîòíîé ñóììîé è íà÷íåì ïðèñîåäèíÿòü ê íåé ïîñëåäî-âàòåëüíî ÷ëåíû ðÿäà Px�k , âçÿòûå ñî çíàêîì ìèíóñ; ïðè ýòîì ñóììàâçÿòûõ ÷ëåíîâ áóäåò óìåíüøàòüñÿ; êàê òîëüêî îíà ñäåëàåòñÿ ìåíüøå a,ìû ñíîâà íàçîâåì ïîëó÷åííóþ ñóììó ïîâîðîòíîé è îïÿòü íà÷íåì åå óâå-ëè÷èâàòü, ïðèáàâëÿÿ ñëåäóþùèå ïî ïîðÿäêó ÷ëåíû ðÿäàPx+k è ò.ä. Ïðî-äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íåîãðàíè÷åííî, ìû òåì ñàìûì ðàñïîëîæèì ÷ëåíûðÿäà Pxk â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ò.å. ïîëó÷èì íîâûé ðÿä,èìåþùèé âèä:x+1 + :::+ x+n1 � x�1 � :::x�n2 + x+n1+1 + :::+ x+n3 � x�n2+1 � :::� x�n4 + :::; (?)n1 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1�1P1 x+k � a, n1P1 x+k > a;n2 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1P1 x+k � n2�1P1 x�k � a, n1P1 x+k � n2P1 x�k < a;n3 îïðåäåëåíî óñëîâèåì n1P1 x+k � n2P1 x�k + n3�1Pn1+1x+k � a, n1P1 x+k � n2P1 x�k +13



n3Pn1+1x+k > a, è ò.ä.Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà nk ñóùåñòâóþò â íàøåì ñëó÷àå âñåãäà, òàê êàê ïîëåììå ðÿäûPx+k ,P x�k - ðàñõîäÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèåì ÷èñ-ëà ÷ëåíîâ ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ íóæíîé âåëè÷èíû ïîâîðîòíîé ñóììû.Äîêàæåì, ÷òî îáðàçîâàííûé ðÿä (�) èìååò ñóììó, ðàâíóþ a. Îáîçíà÷èìïîâîðîòíûå ñóììû ÷åðåç Snk . ßñíî, ÷òî êàæäàÿ ïîâîðîòíàÿ ñóììà îòñòî-èò îò a íå áîëåå, ÷åì íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñâîåãî ïîñëåäíåãî ÷ëåíà,ò.å. âåëè÷èíó, çàâåäîìî ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ, êàê ÷ëåí íàøåãî ïåðâîíà-÷àëüíîãî (ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà)Pxk. Òàêèì îáðàçîì, 8" > 09N1 2 N8k >N1(jSnk � aj) < "). Äàëåå, xn ! 0 ïðè n!1, ïîýòîìó, åñëè ìû âîçüìåìäâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîâîðîòíûå ñóììû Snk , Snk+1, òî âñå ÷àñòè÷íûåñóììû tn ðÿäà (�), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N2, áóäóò çàêëþ÷åíûìåæäó íèìè: 8n > N2 2 N(Snk � tn � Snk+1):Ïóñòü N = maxfN1; N2g. Âûáåðåì k > N . Òîãäà 8n > N : jtn � aj �jtn � Snk j + jSnk � aj < 2". Òàê êàê " ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî > 0, òî tn !a(n!1):Òåîðåìà äîêàçàíà.�1.6 ÄÂÎÉÍÛÅ È ÏÎÂÒÎ�ÍÛÅ �ßÄÛ1. ÄÂÎÉÍÛÅ �ßÄÛÈçó÷åíèå äâîéíûõ ðÿäîâ íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ äâîéíîé ÷èñëîâîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 1. Äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ îòîá-ðàæåíèå f : N �N ! R, ãäå N �N - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïàð íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë. Ýëåìåíò f(k; l), k 2 N, l 2 N, îáîçíà÷àåòñÿ - xkl, à ñàìàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç (xkl).Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî a 2 R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì äâîéíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè xkl (ïèøåòñÿ: a = limk;l 7!1xkl), åñëè 8" > 09N 2 N8n,14


