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1. Введение

Íà îäíîé èç øêîëüíûõ îëèìïèàä (ãîðîäñêîãî óðîâíÿ) ìû ïðåäëîæèëè
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Задача 1. Èçâåñòíî, ÷òî 𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) < 0. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

Решение. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐. Èìååì 𝑓(0) = 𝑐;
𝑓(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, òàê ÷òî èñõîäíîå óñëîâèå ïðèìåò âèä 𝑓(0)·𝑓(1) < 0. Íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ â òî÷êàõ 0 è 1, çíà÷èò,
îíà îáðàùàåòñÿ â 0 ìåæäó åäèíèöåé è íóë¼ì.

Òàê âîò, íè îäèí (!) ó÷àñòíèê íå ïðåäëîæèë ýòîãî, î÷åâèäíîãî ñ íàøåé
òî÷êè çðåíèÿ, ðåøåíèÿ! Áûëè äëèííûå ðàññóæäåíèÿ ïðî äèñêðèìèíàíò ñ
ïåðåáîðîì ñëó÷àåâ. È, êñòàòè, íè îäèí ðåøàâøèé íå ðàññìîòðåë ñëó÷àé 𝑎 = 0,
äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå ïåðåñòà¼ò áûòü êâàäðàòíûì. Ðåøåíèå ñ ôóíêöèåé
ïîêðûâàåò ýòîò ñëó÷àé áåç ñïåöèàëüíûõ óñèëèé.

Ïîíÿòèå ¾ôóíêöèÿ¿ èçó÷àåòñÿ åù¼ â ñðåäíåé øêîëå, îäíàêî, êàê ïîêà-
çûâàåò îïûò, ó áîëüøèíñòâà ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ îíî íå ñôîðìèðî-
âàíî, íåò óìåíèÿ âèäåòü ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò êàê íå÷òî öåëîå. Ïî-
âèäèìîìó, óìåíèå ìàíèïóëèðîâàòü èäååé ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ) � âåùü
ñëîæíàÿ, îíà òðåáóåò äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ àáñòðàãèðîâàíèÿ. Â ñòà-
òüå ïðåäëàãàåòñÿ íàáîð çàäà÷, êîòîðûå êàê ðàç è îòðàáàòûâàþò ýòî óìåíèå.
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È.Ñ. Ãðèãîðüåâà

Ñòàòüÿ ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ íà÷èíàÿ ñ 1 êóðñà. Âñå óïîìèíàåìûå â
íåé ôóíêöèè çàäàíû íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ïðèíèìàþò âåùå-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íåìíîãî î ññûëêàõ. Çàäà÷è îëèìïèàä îáû÷íî ¾êî÷óþò¿ ñ îäíîé îëèìïè-
àäû íà äðóãóþ, ïîýòîìó ñëîæíî íàéòè îðèãèíàë. Ññûëêè ïðèâåäåíû íà òå
ñáîðíèêè, â êîòîðûõ áûëà îïóáëèêîâàíà òà èëè èíàÿ çàäà÷à. Ýòî íå îçíà÷à-
åò, ÷òî ýòî ïåðâîå ïîÿâëåíèå çàäà÷è â ïå÷àòè. Íåêîòîðûå çàäà÷è ïåðåøëè â
ìàòåìàòè÷åñêèé ôîëüêëîð.

2. Композиция функций

Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé � ðåçóëüòàò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ. Òî
åñòü 𝑓 ∘ 𝑔 � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî 𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)). Â ÷àñòíîñòè, êîìïîçèöèþ
𝑓∘𝑓 ìû áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü 𝑓2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïðîèçâîëüíóþ
íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü 𝑓𝑛.

Упражнение 1. à) Ïóñòü 𝑓(𝑥) = sin𝑥; 𝑔(𝑥) = 𝑥3. Íàéäèòå êîìïîçèöèè
𝑓 ∘ 𝑔; 𝑔 ∘ 𝑓 ; 𝑓 ∘ 𝑓 ; 𝑔 ∘ 𝑔.

á) Ïóñòü ℎ(𝑥) =
√
𝑥2 + 1. Ïðåäñòàâüòå êàêèì-íèáóäü ñïîñîáîì ôóíêöèþ ℎ

êàê êîìïîçèöèþ 𝑓 ∘ 𝑔. Êàêèìè ôîðìóëàìè çàäàþòñÿ 𝑓 è 𝑔?

Çàìå÷àíèå. Çàïèñü ôîðìóë äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ê êîòîðîé ìû
ïðèâûêëè ñî øêîëû, íå âñåãäà ïðîäóìàíà è åäèíîîáðàçíà. Íàïðèìåð, âûðà-
æåíèå sin2 𝑥 âîñïðèíèìàåòñÿ êàê (sin𝑥)2. Îäíàêî â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî sin2 𝑥 = (sin2)(𝑥) = sin(sin𝑥). Âûðàæåíèå æå (𝑓(𝑥))2 åñòü ðå-
çóëüòàò ïðèëîæåíèÿ ê 𝑥 ôóíêöèè sqr ∘ 𝑓 , ãäå sqr(𝑥) = 𝑥2.

Упражнение 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 � âîçðàñòàåò, à 𝑔 � óáûâàåò. Êàê âåäåò
ñåáÿ èõ êîìïîçèöèÿ? Êàêîâ áóäåò îòâåò, åñëè îáå ôóíêöèè âîçðàñòàþò? Îáå
óáûâàþò?

Задача 2 [1, � 4520]. Ñóùåñòâóþò ëè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 𝑓(𝑥) è 𝑔(𝑥)
òàêèå, ÷òî 𝑓(𝑔(𝑥)) = arctg 𝑥, 𝑔(𝑓(𝑥)) = arcctg 𝑥?

Решение. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìûå ôóíêöèè 𝑓 è 𝑔 ñóùåñòâóþò. Ïîêà-
æåì, ÷òî îíè îáðàòèìû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ
íåêîòîðûõ 𝑥1, 𝑥2 èìååì 𝑔(𝑥1) = 𝑔(𝑥2), òî è arctg 𝑥1 = 𝑓(𝑔(𝑥1)) = 𝑓(𝑔(𝑥2)) =
= arctg 𝑥2, îòêóäà 𝑥1 = 𝑥2. Äëÿ ôóíêöèè 𝑓 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Íî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íà íà íåêîòîðîì ïðîìå-
æóòêå (𝑎; 𝑏), òî îíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà í¼ì (äîêàæèòå ýòîò ôàêò ñàìî-
ñòîÿòåëüíî).

Èòàê, ôóíêöèè 𝑓 è 𝑔 ìîíîòîííû íà R, òîãäà êîìïîçèöèè 𝑓 ∘ 𝑔 è 𝑔 ∘ 𝑓
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷¼ì îäíîãî òèïà (ëèáî îáå
âîçðàñòàþò, ëèáî îáå óáûâàþò). Íî ôóíêöèÿ arctg âîçðàñòàåò, à arcctg �
óáûâàåò; ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Задача 3 [2, 14�8]. Ïóñòü ôóíêöèè 𝑓 è 𝑔 çàäàíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑥2, à 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥3 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R?

Ответ. Íåò, íå ìîæåò.
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Решение. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 äîëæíà áûòü èíúåêòèâíà, òî åñòü
ïðèíèìàòü ïðè ðàçíûõ àðãóìåíòàõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
è êîìïîçèöèÿ 𝑔 ∘ 𝑓 áûëà áû íå èíúåêòèâíà. Ïðèìåíèì êî âòîðîìó ðàâåíñòâó
ôóíêöèþ 𝑓 . Ïîëó÷èì, ÷òî 𝑓(𝑔(𝑓(𝑥))) = 𝑓(𝑥3). Ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê 𝑓 ∘ 𝑔(𝑓(𝑥)) = (𝑓(𝑥))2. Èòàê, 𝑓(𝑥3) = (𝑓(𝑥))2. Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî
â êà÷åñòâå 𝑥 çíà÷åíèÿ 0, 1 è −1. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ 𝑥3 = 𝑥, òàê ÷òî âñå
òðè ÷èñëà 𝑓(0), 𝑓(1) è 𝑓(−1) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ 𝑎 = 𝑎2. Íî ó ýòîãî
óðàâíåíèÿ òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

3. Степень функций

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå îäèí èç âàðèàíòîâ êîìïîçèöèè ôóíêöèé, ñòåïåíü,
òî åñòü 𝑓𝑛 = 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ ... ∘ 𝑓 (𝑛 ýêçåìïëÿðîâ ôóíêöèè).

Упражнение 3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè 𝑓(𝑓(𝑥)), åñëè 𝑓(𝑥) = 3−|𝑥|.
Задача 4 [2, 12�1]. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 âîçðàñòàþùàÿ. Äîêàæèòå,

÷òî óðàâíåíèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑥 è 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥 ðàâíîñèëüíû1.
Решение. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè äàííûå ðàâåíñòâà (I) è (II) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èç (I) ñëåäóåò (II) è íàîáîðîò. Ïåðâàÿ ÷àñòü
óòâåðæäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì
ê (I) ôóíêöèþ 𝑓 , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) = 𝑥. Íî îáðàòíîå âåðíî
íå âñåãäà.

Êîãäà ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé? Åñëè èç 𝑥 > 𝑦 ñëåäóåò, ÷òî
𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦). Ïóñòü âåðíî ðàâåíñòâî (II). Îáîçíà÷èì 𝑓(𝑥) = 𝑦, óðàâíåíèå
ñâåä¼òñÿ ê ñèñòåìå 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 = 𝑓(𝑦). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑥 è 𝑦 íå ñîâïàäàþò,
íàïðèìåð 𝑥 > 𝑦. Òîãäà â ñèëó âîçðàñòàíèÿ 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦), òî åñòü 𝑦 > 𝑥. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, 𝑥 = 𝑦 = 𝑓(𝑥), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Упражнение 4. Áóäåò ëè âåðíî óòâåðæäåíèå çàäà÷è, åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 íå
âîçðàñòàþùàÿ?

Упражнение 5. Âåðíà ëè «Лемма о кубе»? Ò. å. áóäóò ëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè 𝑓 ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑥 è 𝑓3(𝑥) = 𝑥?

Èñïîëüçóÿ Лемму о квадрате ìîæíî ïðèäóìûâàòü ìíîãî çàäà÷. Íàïðè-
ìåð:

Упражнение 6. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå sin(sin𝑥) = 𝑥? Çà-
ìåòüòå, ÷òî ôóíêöèÿ sin íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Êàê îáîéòè ýòî ïðåïÿò-
ñòâèå?

Упражнение 7. Ðåøèòü â ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé⎧⎨⎩
𝑥3 − 1/𝑥 = 𝑦,
𝑦3 − 1/𝑦 = 𝑧,
𝑧3 − 1/𝑧 = 𝑥.

Задача 5. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 𝑥 è
𝑓(𝑓(𝑥)) = 5𝑥+ 4. Íàéäèòå 𝑓(−1).

1В дальнейшем будет называть этот результат «Лемма о квадрате».

3курсив?

формула f^n
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Ответ. −1.

Решение. Èìååì 𝑓3(𝑥) = 𝑓(5𝑥+ 4) = 5𝑓(𝑥) + 4. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåí-
ñòâî 𝑥 = −1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå 𝑓(−1) = 5𝑓(−1) + 4.

Ýòà çàäà÷à áûëà èñïîëüçîâàíà â ìåòîäè÷åñêîé ÷àñòè îëèìïèàäû ó÷èòåëåé
[3, 2012, çàî÷íûé òóð]. Â çàäàíèè ïðèâåäåíî íåñêîëüêî íåâåðíûõ ðåøåíèé
ýòîé çàäà÷è, ó÷àñòíèêó îëèìïèàäû ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè â íèõ îøèáêè.

Задача 6 [2, 13�6]. Âû÷èñëèòå ïðåäåë

lim
𝑥→0

(arcsin𝑛)(𝑥)− (sin𝑛)(𝑥)

𝑥3
.

Ответ. 𝑛/3.

Решение. Òàê êàê â çíàìåíàòåëå ñòîèò 𝑥3, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ÷èñ-
ëèòåëü ïî ñòåïåíÿì 𝑥 ñ òî÷íîñòüþ äî 𝑜(𝑥3). Ïóñòü 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑎𝑥3 + 𝑜(𝑥3) è
𝑔(𝑥) = 𝑥+𝑏𝑥3+𝑜(𝑥3) ïðè 𝑥→ 0. Òîãäà 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥+(𝑎+𝑏)𝑥3+𝑜(𝑥3) ïðè 𝑥→ 0.
Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥+𝑛𝑎𝑥3+𝑜(𝑥3).
Êðîìå òîãî, åñëè 𝑔 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê 𝑓 , òî 𝑔(𝑥) = 𝑥−𝑎𝑥3+𝑜(𝑥3). Èìååì
ïðè 𝑥→ 0 : sin𝑥 = 𝑥−𝑥3/6+𝑜(𝑥3), òîãäà arcsin𝑥 = 𝑥+𝑥3/6+𝑜(𝑥3). ×èñëèòåëü
äðîáè ïðèíèìàåò âèä (𝑥+ 𝑛𝑥3/6)− (𝑥− 𝑛𝑥3/6) + 𝑜(𝑥3) = 𝑛𝑥3/3 + 𝑜(𝑥3).

4. Обратная функция

Ïî àíàëîãèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ôóíêöèè ìîæíî ââåñòè è îò-
ðèöàòåëüíûå. Ïóñòü 𝑓 : 𝐷 → 𝐸, ãäå 𝐷, 𝐸 � íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà R. Òîãäà
ôóíêöèÿ 𝑔 = 𝑓−1 : 𝐸 → 𝐷 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑥,∀𝑥 ∈ 𝐸. (1)

Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ ôóíêöèÿ 𝑔 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê 𝑓 .

Ïðè òàêîì îáîçíà÷åíèè äëÿ ñòåïåíåé ôóíêöèè ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íîå ñâîé-
ñòâî 𝑓𝑚+𝑛 = 𝑓𝑚 ∘ 𝑓𝑛. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑓1 = 𝑓, 𝑓0 = id, ãäå
id � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè â ñîîòíîøåíèÿõ (1) îñòàâèòü òîëüêî îäíî
ðàâåíñòâî, íàïðèìåð, ïåðâîå? Áóäåò ëè âòîðîå ñîîòíîøåíèå àâòîìàòè÷åñêè
ñëåäîâàòü èç ïåðâîãî?

Пример. Ïóñòü 𝑓(𝑥) =
√
𝑥+ 5. Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà äëÿ âñåõ 𝑥 ⩾ −5.

Èç ñîîòíîøåíèÿ 𝑦 =
√
𝑥+ 5, ïîëó÷èì, ÷òî 𝑥 = 𝑦2 − 5. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü

ôóíêöèþ 𝑔, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 5 îáðàòíîé ê ôóíêöèè 𝑓, 𝑓(𝑥) =
√
𝑥+ 5? Âîîáùå

ãîâîðÿ, íåò.

Èìååì, 𝑔(𝑓(𝑥)) = (
√
𝑥+ 5)2 − 5 = 𝑥 + 5 − 5 = 𝑥. Îäíàêî 𝑓(𝑔(𝑥)) =

=
√︀

(𝑥2 − 5) + 5 = |𝑥|, ÷òî ñîâïàäàåò ñ 𝑥 òîëüêî ïðè óñëîâèè 𝑥 ⩾ 0. Èòàê,
äëÿ ôóíêöèé 𝑓 è 𝑔 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥, íî íå 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑥.

Ôóíêöèåé, îáðàòíîé ê ôóíêöèè 𝑓 , áóäåò ôóíêöèÿ 𝑔, ñóæåííàÿ íà îáëàñòü
𝑥 ⩾ 0, õîòÿ âûðàæåíèå 𝑥2 − 5 èìååò ñìûñë íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
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Çàáûâ îá ýòîé òîíêîñòè, ìû ìîæåì ñäåëàòü îøèáêè ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Â
ñëåäóþùåé çàäà÷å íàïðàøèâàåòñÿ ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò Леммы о квадрате,
îäíàêî íåàêêóðàòíîå åãî èñïîëüçîâàíèå ïðèâîäèò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó.

Задача 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå 𝑥2 − 5 =
√
𝑥+ 5.

Решение. Åñëè ðåøàòü ¾â ëîá¿, âîçâåäåíèåì â êâàäðàò, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè. Íî, êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûìè ôóíêöèÿìè. Ââåä¼ì ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) =
=

√
𝑥+ 5, çàäàííóþ äëÿ âñåõ 𝑥 ⩾ −5. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 𝑓−1(𝑥) = 𝑓(𝑥)

èëè 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 âîçðàñòàþùàÿ, ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
𝑓(𝑥) = 𝑥, òî åñòü ñîîòíîøåíèþ

√
𝑥+ 5 = 𝑥, êîòîðîå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê êâàä-

ðàòíîìó: 𝑥2 − 𝑥 − 5 = 0, 𝑥 ⩾ 0, 𝑥 = 1±
√
21

2 , ïîäõîäèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûé

êîðåíü, 𝑥 = 1+
√
21

2 .

Ïîïðîáóåì òåïåðü ðåøèòü çàäà÷ó áåç Леммы о квадрате. Ñâåä¼ì óðàâíå-
íèå ê ñèñòåìå: ïîëîæèì 𝑦 =

√
𝑥+ 5, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 𝑥 ⩾ −5, 𝑦 ⩾ 0. Ïðè

ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{︂
𝑦 =

√
𝑥+ 5,

𝑥2 − 5 = 𝑦.
⇒

{︂
𝑦2 − 5 = 𝑥,
𝑥2 − 5 = 𝑦.

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñèëüíûì.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì (𝑦 − 𝑥)(𝑦 + 𝑥+ 1) = 0.

1) 𝑦 = 𝑥, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò âèä 𝑥2 − 5 = 𝑥 � óðàâíå-

íèå, êîòîðîå ìû óæå ðåøàëè. Ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé êîðíåì áóäåò 𝑥 = 1+
√
21

2 .

2) 𝑦 + 𝑥+ 1 = 0. Òîãäà 𝑥2 − 5 = −1− 𝑥, 𝑥2 + 𝑥− 4 = 0, êîðíè 𝑥 = −1±
√
17

2 .
Îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó 𝑥 ⩾ −5, 𝑥 ⩽ −1, èì óäîâëåòâîðÿåò êîðåíü

𝑥 = −1−
√
17

2 .

Èòàê, èñïîëüçóÿ Лемму о квадрате ìû ïîòåðÿëè îäèí êîðåíü! Ïî÷åìó òàê
ïîëó÷èëîñü? Ïîòîìó ÷òî ìû íåïðàâèëüíî èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå ¾îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ¿. Êàê ìû ïîêàçàëè, ôóíêöèÿ 𝑔, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 5
áåç äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ 𝑥 ⩾ 0 íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè 𝑓 ,
ìåæäó òåì, â óðàâíåíèè òàêîå îãðàíè÷åíèå íå ïðåäóñìîòðåíî! Îíî èìååò
îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

Упражнение 8. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ 𝑓−1(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 1)?

Задача 8. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ
âñåõ 𝑥 èç íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà óðàâíåíèþ 𝑓(𝑥) = −𝑓−1(𝑥)?

Решение. Åñëè îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóò-
êå, òî, êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, îíà ìîíîòîííà íà í¼ì. Íî òîãäà ðàâåíñòâî íå
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ: ôóíêöèè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè èìåþò ðàçíûé òèï ìî-
íîòîííîñòè (åñëè îäíà âîçðàñòàåò, òî äðóãàÿ óáûâàåò). Çíà÷èò, íàäî èñêàòü
ðàçðûâíóþ îáðàòèìóþ ôóíêöèþ.
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Ïóñòü òî÷êà (𝑥; 𝑦) ëåæèò íà ãðàôèêå ôóíêöèè 𝑓−1, òî åñòü 𝑓−1(𝑥) = 𝑦.
Òîãäà íà ãðàôèêå ôóíêöèè 𝑓 ëåæàò òî÷êè (𝑦;𝑥) è (𝑥;−𝑦), òî åñòü ãðàôèê
ôóíêöèè 𝑓 ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 90∘ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îí ïåðåõîäèò â ñåáÿ è ïðè ïîâîðîòå íà 180∘ è íà 270∘, â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ 𝑓 íå÷¼òíàÿ.

Ñêàæåì, èñêîìóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâàìè

𝑓(𝑥) =

{︂
2𝑥, 𝑥 ∈ (−2;−1] ∪ [1; 2),

−𝑥/2, 𝑥 ∈ (−4;−2] ∪ [2; 4).

Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà íà ìíîæåñòâå (−4;−1] ∪ [1; 4) (ñì. Ðèñ. 1).

Рис. 1.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê íà îñíîâå ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïîâîðà-
÷èâàÿ åãî íà 90∘ è ¾îòðåçàÿ¿ ÷àñòè, ïåðåêðûâàþùèåñÿ ïî îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ.

Упражнение 9. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé?

5. Область определения и множество значений функции

Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèè âàæíî çíàòü åå îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ. Òî÷íåå, ôóíêöèÿ � ýòî òðîéêà îáúåêòîâ: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝐷,
îáëàñòü çíà÷åíèé 𝐸 è îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó èç 𝐷 ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç 𝐸. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî
òàê: 𝑓 : 𝐷 → 𝐸.

×àñòî ïðè çàäàíèè ôóíêöèè å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå óêàçûâàþò ÿâíî.
Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè ñ÷èòàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ, ÷òî ôóíêöèÿ çàäàíà
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà, å¼ çàäàþùàÿ, èìååò
ñìûñë. Èìåííî ïðè íàëè÷èè ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ ¾Êàêîâà
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè?¿.

6 ? и точка - как-то непривычно выглядит...
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Задача 9 [4]. Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè:

¾Ðåøèòü óðàâíåíèå tg (𝑥+ 𝜋
4 ) + (sin𝑥)2 = 0. Ââåä¼ì ïåðåìåííóþ 𝑡 = tg 𝑥.

Èìååì

tg
(︁
𝑥+

𝜋

4

)︁
=

1 + tg 𝑥

1− tg 𝑥
, (sin𝑥)2 =

(tg 𝑥)2

1 + (tg 𝑥)2
. (2)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä 2𝑡2 + 𝑡 + 1 = 0, è, çíà÷èò,
íå èìååò êîðíåé¿.

Решение. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî 𝜋/2 � êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ¾Ïðîâåä¼ì¿ ýòî çíà÷åíèå ïî âñåì ïðå-
îáðàçîâàíèÿì. Â ðàâåíñòâå tg

(︀
𝑥+ 𝜋

4

)︀
= 1+tg 𝑥

1−tg 𝑥 ëåâàÿ ÷àñòü ñóùåñòâóåò ïðè
𝑥 = 𝜋/2, à ïðàâàÿ � íåò.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâà (2) íå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ôóíêöèé, òàê
êàê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé íå ñîâïàäàþò.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäîìó
àðãóìåíòó (ýëåìåíòó𝐷) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå èç 𝐸. Ïðè ýòîì,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîìó ýëåìåíòó èç 𝐸 ñîîòâåòñòâîâàë
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç 𝐷. Èõ ìîæåò áûòü è íåñêîëüêî, è íè îäíîãî. Ïðè-
ìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ sin : R → R.

Â ìíîæåñòâå 𝐸 ìîæíî âûäåëèòü òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè 𝑓 äëÿ êàêèõ-ëèáî åå àðãóìåíòîâ. Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáî-
çíà÷àòü 𝑓(𝐷) è íàçûâàòü ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Задача 10. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) = log𝑥(100𝑥− 99).

Ответ. 𝑓(𝐷) = (1; 100) ∪ (100;+∞).

Решение. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝑓 åñòü ìíîæåñòâî 𝐷 = (0.99; 1)∪(1;+∞).
Îáû÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèìåíÿåòñÿ èññëåäî-
âàíèå íà âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé. Èìååì

𝑓(𝑥) =
ln(100𝑥− 99)

ln𝑥
, 𝑓 ′(𝑥) =

100
100𝑥−99 · ln𝑥− 1

𝑥 · ln(100𝑥− 99)

(ln𝑥)2
=

=
100𝑥 ln𝑥− (100𝑥− 99) ln(100𝑥− 99)

𝑥 · (100𝑥− 99)(ln𝑥)2
.

Çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí â 𝐷. ×òîáû íàéòè íóëè ïðîèçâîäíîé, íàäî ïðè-
ðàâíÿòü ê íóëþ ÷èñëèòåëü, ò. å. ôóíêöèþ

𝑔(𝑥) = 100𝑥 ln𝑥− (100𝑥− 99) ln(100𝑥− 99).

Îäíàêî, ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìû íå ñìîæåì. Çíà÷èò, íàì íàäî èñ-
ñëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè 𝑔 ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé. Èìååì

𝑔′(𝑥) = 100 ln𝑥+ 100− 100 ln(100𝑥− 99)− 100 = 100(ln𝑥− ln(100𝑥− 99)).

Ýòî âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, åñëè 𝑥 > 100𝑥− 99, è îòðèöàòåëüíî â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ 𝑔 âîçðàñòàåò ïðè 0.99 < 𝑥 < 1 è óáûâàåò ïðè
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𝑥 > 1. Â òî÷êå 𝑥 = 1 îíà èìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé íóëþ. Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè 𝑓 îòðèöàòåëüíà íà âñåé îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ýòî åù¼ íå
çíà÷èò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé 𝐷! Ìîæíî òîëüêî ñêàçàòü, ÷òî îíà
óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (0.99; 1) è (1;+∞).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ èññëåäîâàíèÿ íóæíî èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà êîíöàõ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Èìååì

lim
𝑥→0.99+0

ln(100𝑥− 99)

ln𝑥
=

−∞
ln 0.99

= +∞,

lim
𝑥→1

ln(100𝑥− 99)

ln𝑥
= lim

𝑥→1

100𝑥− 100

𝑥− 1
= 100,

lim
𝑥→+∞

ln(100𝑥− 99)

ln𝑥
= lim

𝑥→+∞

ln𝑥+ ln(100− 99/𝑥)

ln𝑥
= 1.

Èòàê, ôóíêöèÿ 𝑓 óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò +∞ äî 1, íî
èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå 𝑥 = 1, ïðåäåë â êîòîðîé ðàâåí 100.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îáúåäèíÿåò èäåè ñòåïåíè ôóíêöèè è å¼ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ.

Задача 11. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑔(𝑥) = 1+𝑥
1−𝑥 . ×åìó ðàâíû å¼ ñòåïåíè?

Решение. Èìååì 𝑔(𝑥) = 1+𝑥
1−𝑥 , òîãäà

𝑔2(𝑥) =
1 + 𝑔(𝑥)

1− 𝑔(𝑥)
=

1 + 1+𝑥
1−𝑥

1− 1+𝑥
1−𝑥

= −1

𝑥
,

𝑔3(𝑥) = 𝑔2(𝑔(𝑥)) = − 1

𝑔(𝑥)
= −1− 𝑥

1 + 𝑥
,

𝑔4(𝑥) = 𝑔2(𝑔2(𝑥)) = − 1

−1/𝑥
= 𝑥.

Èòàê, ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü ôóíêöèè 𝑔 ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì, 𝑔4 = id íà òîì ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ, ãäå âñå ðàâåíñòâà èìåþò ñìûñë.
Èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè 𝑥 = 1, å¼ êâàäðàò � ïðè 𝑥 = 0, êóá �
ïðè 𝑥 = −1. Èòàê, ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü ôóíêöèè 𝑔 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé
ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå 𝐴 = R ∖ {−1; 0; 1} . ßñíî, ÷òî ïîñëåäóþùèå ñòåïåíè
áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ öèêëè÷åñêè.

Çàìå÷àíèå. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî 𝑔 ∘ 𝑔3 = 𝑔3 ∘ 𝑔 = idA ñëåäóåò, ÷òî 𝑔3 �
ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê 𝑔 íà 𝐴. Àíàëîãè÷íî, 𝑔2 îáðàòíà ê ñàìîé ñåáå íà ìíî-
æåñòâå 𝐴. Â ÷àñòíîñòè, âñå ñòåïåíè 𝑔 îáðàòèìû (áèåêòèâíû) íà 𝐴. Âïðî÷åì,
ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.

Задача 12. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî 𝐴 ⊂ R íàçîâ¼ì õîðîøèì, åñëè èç
𝑥+ 𝑦 ∈ 𝐴 ñëåäóåò, ÷òî 𝑥𝑦 ∈ 𝐴 äëÿ ëþáûõ 𝑥, 𝑦 ∈ R. Ïåðå÷èñëèòå âñå õîðîøèå
ìíîæåñòâà.

Ответ. Åäèíñòâåííîå õîðîøåå ìíîæåñòâî: R.
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Решение. Ïóñòü 𝑎 ∈ 𝐴, òîãäà ìíîæåñòâó 𝐴 ïðèíàäëåæàò âñå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè 𝑥(𝑎 − 𝑥). Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè � ïàðàáîëà ñ âåòâÿìè âíèç, òî
åñòü å¼ çíà÷åíèÿ ïðîáåãàþò ïðîìåæóòîê (−∞; 𝑎2/4]. Â ÷àñòíîñòè, â õîðîøåå
ìíîæåñòâî âõîäÿò âñå íåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Íî òîãäà â íåãî âõîäÿò è âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑏. ×èñëî 𝑐 = −2

√
𝑏 âõîäèò â 𝐴,

çíà÷èò, â íåãî âõîäèò è 𝑐2/4 = 𝑏.

Задача 13 [2, 16�6]. Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé 𝐾 = {𝑓 | 𝑓 : R → R}.
à) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó èíú-

åêöèè è ñþðúåêöèè èç 𝐾.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) =

{︂
1, 𝑥 = 0
0, 𝑥 ̸= 0

, çàäàííóþ íà R, íåëüçÿ

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû èíúåêöèè è ñþðúåêöèè èç 𝐾.

Решение. à) Íàïðèìåð, çàïèøåì ðàâåíñòâî 𝑥2 = 𝑥3 + (𝑥2 − 𝑥3). Çäåñü
𝑥3 � ìîíîòîííà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíà. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (𝑥2 − 𝑥3)
ïðîáåãàþò âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, îíà ñþðúåêòèâíà.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)+ℎ(𝑥), ïðè÷¼ì 𝑔 : R → R � èíúåêòèâíà,
ℎ : R → R � ñþðúåêòèâíà, 𝑔(0) + ℎ(0) = 1, 𝑔(𝑥) = −ℎ(𝑥) ïðè 𝑥 ̸= 0 è 𝑔(0) =
= 1 − ℎ(0). Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ôóíêöèè 𝑔, íè ïðè êàêîì 𝑥 ̸= 0 îíà íå
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 − ℎ(0). Ñëåäîâàòåëüíî, íè ïðè êàêèõ 𝑥 ôóíêöèÿ ℎ íå
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −(1−ℎ(0)) = ℎ(0)−1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñþðúåêòèâíîñòè
ôóíêöèè ℎ.

6. Чётность, нечётность, периодичность

Îïðåäåëåíèÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé è ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèé ïðèâîäèòü íå
áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ âèäîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Íàïðèìåð, ÷¼òíîé èëè íå÷¼òíîé ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî íà ìíîæåñòâå
𝐷, ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî 0.

Упражнение 10. Ïóñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñèììåòðè÷íà îò-
íîñèòåëüíî 0. Ïîêàæèòå, ÷òî å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íå÷¼òíîé è
÷¼òíîé ôóíêöèé.

Задача 14 [4]. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 ,

𝑓(𝑥) =
1 + sin𝑥− cos𝑥

1 + sin𝑥+ cos𝑥

íå÷¼òíàÿ?

Решение. Íåò, ýòî íåâåðíî, ïîòîìó ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
𝑓(𝑥) è 𝑓(−𝑥) íå ñîâïàäàþò. Ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü 𝐷 îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè 𝑓 íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè 𝑥 = 𝜋

2
çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑓 ñóùåñòâóåò, à ïðè 𝑥 = −𝜋

2 � íåò.

Îäíàêî åñëè ñóçèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 𝑓 òàê, ÷òîáû îíà ñòà-
ëà ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî 0, òî ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ íå÷¼òíîé. Ïðîâåðèì

9
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ðàâåíñòâî 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥). Èìååì

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
1− sin𝑥− cos𝑥

1− sin𝑥+ cos𝑥
+

1 + sin𝑥− cos𝑥

1 + sin𝑥+ cos𝑥
=

=
1− (sin𝑥+ cos𝑥)2 + 1− (sin𝑥− cos𝑥)2

(1− sin𝑥+ cos𝑥)(1 + sin𝑥+ cos𝑥)
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ÷èñëèòåëå âèäèì, ÷òî îí ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ.

Упражнение 11. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé.

Задача 15 [5, ñ. 54]. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî 𝑎 ̸= 0 è ëþáîãî 𝑥 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥+ 𝑎) =
1 + 𝑓(𝑥)

1− 𝑓(𝑥)
. (3)

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 ïåðèîäè÷åñêàÿ. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü å¼ ïåðè-
îä.

Решение.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïîçèöèåé 𝑔 ∘ 𝑓 , ãäå 𝑔 � ôóíêöèÿ, ðàññìîòðåííàÿ â çàäà÷å 11. Ïðè å¼ ðåøåíèè
äîêàçàíî, ÷òî 𝑔4 = idA, ãäå 𝐴 = R∖{−1; 0; 1}. ßñíî, ÷òî 𝑓(𝑥+4𝑎) = 𝑔4(𝑓(𝑥)) =
= 𝑓(𝑥), òî åñòü 4𝑎 � îäèí èç ïåðèîäîâ äàííîé ôóíêöèè.

Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî 𝑓 ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé {−1; 0; 1}? Íåò.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, 𝑓(𝑥) íèãäå
íå ðàâíî 1. Åñëè 0 = 𝑓(𝑥0), òî 𝑓(𝑥0 + 𝑎) = 𝑔(𝑓(𝑥0)) = 𝑔(0) = 1, ÷åãî áûòü íå
ìîæåò. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 𝑓 íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −1, òàê êàê
𝑔(−1) = 0.

Упражнение 12. (ÌØ, �4223, 2/96). Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ
âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé 𝑥 è äëÿ âñåõ 𝑥 âûïîëíÿåòñÿ:

1) 𝑓(𝑥+ 3) ⩽ 𝑓(𝑥) + 3;

2) 𝑓(𝑥+ 2) ⩾ 𝑓(𝑥) + 2.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑥 ïåðèîäè÷åñêàÿ.

7. Функциональные уравнения

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ � äîâîëüíî ÷àñòûé ñþæåò â ñòóäåí÷åñêèõ (äà
è øêîëüíûõ) îëèìïèàäàõ. Èì ïîñâÿùåíû öåëûå êíèãè, íàïð. [??], ïîýòîìó
çäåñü ìû íå áóäåì óäåëÿòü èì ìíîãî âíèìàíèÿ. ×àñòî âñòðå÷àåòñÿ òàêîé òèï
óðàâíåíèé: 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑓(𝑔(𝑥)) = ℎ(𝑥), ãäå 𝑔 � ¾êîðåíü èç åäèíèöû¿, òî åñòü
ôóíêöèÿ, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà id, à ℎ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Упражнение 13. Íàéäèòå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ 𝑥 ̸= 0, 𝑥 ̸= 1 óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

𝑥
𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓

(︂
1

1− 𝑥

)︂
= 1.
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Задача 16 [2, 99�5]. Íàéòè ôóíêöèþ 𝑓 , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

𝑓(𝑥) =
√
𝑥+

1∫︁
0

𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Решение. Â äàííîì ñëó÷àå âàæíî ïîíÿòü, ÷òî òóò ôóíêöèÿ, à ÷òî �
êîíñòàíòà. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ.

1∫︁
0

𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑥𝑓(𝑦)𝑑𝑦 +

1∫︁
0

𝑥2𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥2,

ãäå

𝑎 =

1∫︁
0

𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑏 =

1∫︁
0

𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (4)

Çíà÷èò, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä 𝑓(𝑥) =
√
𝑥+ 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥2, ïðè÷¼ì 𝑎, 𝑏 � ýòî

÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (4).

Упражнение 14. Íàéäèòå ýòè êîýôôèöèåíòû.

Èíîãäà íà ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå, íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòü èëè äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Задача 17 [5, ñòð. 7]. Íàéäèòå âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè 𝑓 : R → R,
óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó

𝑓(𝑥+ 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦).

Ответ. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà 𝑎𝑥+ 𝑥3

3 , 𝑎 ∈ R.
Решение. Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé:

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑦→0

𝑓(𝑥+ 𝑦)− 𝑓(𝑥)

𝑦
= lim

𝑦→0

𝑓(𝑦) + 𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦)

𝑦
= lim

𝑦→0

𝑓(𝑦)

𝑦
+ 𝑥2 = 𝑎+ 𝑥2.

Çäåñü 𝑎 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

𝑓 ′(𝑥) = 𝑎+ 𝑥2 ⇒ 𝑦 = 𝑎𝑥+
𝑥3

3
+ 𝐶.

Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî 𝑦 = 0, ïîëó÷èì, ÷òî 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(0),
îòêóäà 𝑓(0) = 0, òî åñòü 𝐶 = 0.

Ïðîâåðèì òåïåðü, âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑎(𝑥+ 𝑦) +
(𝑥+ 𝑦)3

3
= 𝑎𝑥+ 𝑎𝑦 +

𝑥3

3
+
𝑦3

3
+ 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 =

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦).

Òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
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8. Задания без решений

Упражнение 15 [5, ñòð. 16]. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè, ïðè÷¼ì 𝑓(𝑓(𝑥)) ≡ 𝑥. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑥0, äëÿ êîòîðîé
𝑓(𝑥0) = 𝑥0.

Упражнение 16 [5, ñòð. 38]. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, è óðàâíåíèå 𝑓(𝑥) = 𝑥 íå èìååò ðåøåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâ-
íåíèå 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥 òàêæå íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Упражнение 17 [5, ñòð. 28]. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ 𝑓 , îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ÷òî 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑒−𝑥,∀𝑥 ∈ R?

Упражнение 18 [2, 02�7]. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå íà [𝑎, 𝑏] ôóíêöèè 𝜙,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ 𝜙(𝑥) =
𝑏∫︀
𝑎
𝜙(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜓(𝑥), ãäå 𝜓 � íåêîòîðàÿ

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [𝑎, 𝑏].

Упражнение 19 [2, 09�1]. Íàéòè âñå ôóíêöèè 𝑓 : R ∖ {0} → R òàêèå, ÷òî
3𝑓(−𝑥) + 𝑓(1/𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑥 äëÿ âñåõ 𝑥 ̸= 0.

Упражнение 20 [5, ñòð. 55]. Íàéòè âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óðàâíåíèþ

2𝑓(𝑥+ 2) + 𝑓(−𝑥− 1) = (𝑥+ 2)2.

Упражнение 21 [5, ñòð. 53]. Íàéòè âñå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ 𝑓(𝑥1 + 𝑥2) = 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2) + 2𝑥1𝑥2 äëÿ ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R.

Упражнение 22 [7, 1994.3]. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 𝑓 : R → R,
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ 3𝑓(2𝑥+ 1) = 𝑓(𝑥) + 5𝑥.

Упражнение 23 [7, 2001.4]. Íàéòè âñå ôóíêöèè 𝑓 : R+ → R+ (çäåñü
R+ = (0,+∞) ), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

𝑓(𝑥)𝑓(𝑦𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥+ 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ R+

Упражнение 24 [7, 1999.5]. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ íà ïîëóîñè
(1;+∞) ôóíêöèÿ 𝑓 è òàêàÿ, ÷òî

𝑥2∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 1, ∀𝑥 ∈ (1;+∞)?

Упражнение 25 [5, ñòð. 21]. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ 𝑓 : R →
R, óäîâëåòâîðÿþùóþ äëÿ ëþáûõ 𝑥, 𝑦 ðàâåíñòâó 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓(𝑦).

Упражнение 26 [5, ñòð. 17]. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

1− 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)
.

12
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Упражнение 27 [2, 02�5]. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå íà R ôóíê-
öèè 𝑓 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 𝑓(0) = 0 è 𝑓(𝑥+ 𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).

Упражнение 28 [2, 19�3]. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ,
𝑓 ̸≡ 0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(−𝑥). Íàéòè âñå âåùåñòâåííûå íóëè
ôóíêöèè 𝑓 .

9. Решения упражнений

Упр. 1. à) 𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) = sin(𝑥3); 𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) = (sin𝑥)3; 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) = sin sin𝑥 ;
𝑔 ∘ 𝑔(𝑥) = 𝑥9. á) Íàïðèìåð, ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔, ãäå 𝑓(𝑥) =

√
𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1. Èëè

𝑓(𝑥) =
√
𝑥+ 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥2.

Çàìå÷àíèå. Â ¾øêîëüíîé¿ çàïèñè (sin𝑥)3 ñîâïàäàåò ñ sin3 𝑥. Îäíàêî ìû
ïðèíÿëè ñîãëàøåíèå, ÷òî 𝑓3 = 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 .

Упр. 2. Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé îäíîãî ïîâåäåíèÿ âîçðàñòàåò, ðàçíûõ �
óáûâàåò.

Упр. 3. 𝑦 = 𝑓2(𝑥) = 3−
⃒⃒
3−|𝑥|

⃒⃒
(cì. Ðèñ. 2). Ãðàôèê ôóíêöèè 𝑓𝑛 âûãëÿäèò

àíàëîãè÷íî, òîëüêî èìååò 𝑛 ¾çóáüåâ ïèëû¿.

Рис. 2.

Упр. 4. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) =
= −𝑥. Óðàâíåíèå (I) èìååò âèä −𝑥 = 𝑥, ðåøåíèå åäèíñòâåííîå, 𝑥 = 0. Íî
𝑓(𝑓(𝑥)) = −(−𝑥) = 𝑥, òàê ÷òî ðåøåíèåì (II) áóäåò ëþáîå ÷èñëî!

Упр. 5. Äà, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñòåïåíè âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè
𝑓 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑓(𝑥) ̸= 𝑥, òî îíî ìîæåò áûòü ëèáî ìåíüøå 𝑥, ëè-
áî áîëüøå. Ïóñòü 𝑥 < 𝑓(𝑥), òîãäà â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè 𝑓 èìååì
𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑓(𝑥)), 𝑓(𝑓(𝑥)) < 𝑓(𝑓(𝑓(𝑥))) è ò.ä. Òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà
íåðàâåíñòâ 𝑥 < 𝑓(𝑥) < 𝑓2(𝑥) < ... < 𝑓𝑛(𝑥). Íèêàêîå çíà÷åíèå â ýòîé öåïî÷êå
íå ìîæåò áûòü ðàâíî ïåðâîìó. Ñëó÷àé 𝑥 > 𝑓(𝑥) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Упр. 6. Ôîðìàëüíî â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ïðèìåíèòü Лемму о квадрате.
Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ëåæèò â ïðîìåæóòêå [−1; 1],
òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîì íåêîòîðîãî àðãóìåíòà. Íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíê-
öèÿ sin âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó â ñèëó Леммы çàäàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
sin𝑥 = 𝑥, èìåþùåìó åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑥 = 0.

Упр. 7. Ответ. 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =

√︁
1+

√
5

2 .

13
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Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñòîÿò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
𝑓 , 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1/𝑥. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ 𝑥 ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. Èìååì
𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑧 = 𝑓(𝑦), 𝑥 = 𝑓(𝑧), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ 𝑓3(𝑥) = 𝑥.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì Óïðàæíåíèÿ 5. Äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè
ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî 𝑓(𝑥) = 𝑥, òî åñòü 𝑥3−1/𝑥 = 𝑥 èëè 𝑥4−𝑥2−1 = 0.
Ýòî áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ó íåãî åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

𝑥 =

√︁
1+

√
5

2 . ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ òð¼õ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò.

Упр. 8. Ответ. Ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑥− 1/2.

Áóäåì èñêàòü òàêóþ ôóíêöèþ ñðåäè ëèíåéíûõ. Ïóñòü 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥+ 𝑏,
𝑘 ̸= 0. Òîãäà 𝑓−1(𝑥) = 1

𝑘 (𝑥− 𝑏). Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 1
𝑘 (𝑥− 𝑏) = 𝑘𝑥+ 𝑘+

+ 𝑏, ïðè÷¼ì ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ 𝑥. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû ñîâïàäàòü.{︂

1/𝑘 = 𝑘,
−𝑏/𝑘 = 𝑘 + 𝑏.

⇒
{︂

𝑘2 = 1,
−𝑏 = 1 + 𝑘𝑏.

Ïðè 𝑘 = 1 âòîðîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä −𝑏 = 1 + 𝑏, îòêóäà 𝑏 = −1/2.

Ïðè 𝑘 = −1 âòîðîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä −𝑏 = 1− 𝑏, ðåøåíèé íåò.

Упр. 9. Ðåøåíèå äëÿ âñåé ïðÿìîé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðèìåðà, ïðèâåä¼í-
íîãî â ðåøåíèè çàäà÷è. Íàïðèìåð, ê ãðàôèêó ìîæíî ïðèìåíèòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç ãîìîòåòèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè 1/4 è 4 è äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ
íóë¼ì ïðè 𝑥 = 0.

Упр. 10. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå 𝑓 = 𝑓+ + 𝑓−, ãäå

𝑓+(𝑥) =
1

2
(𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)), 𝑓−(𝑥) =

1

2
(𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)).

Ïåðâàÿ èç íèõ ÷¼òíàÿ, âòîðàÿ � íå÷¼òíàÿ.

Упр. 11. Ðåøèì óðàâíåíèå 1 + sin𝑥 + cos𝑥 = 0. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

√
2 sin(𝑥 + 𝜋

4 ) = −1, ò. å. sin(𝑥 + 𝜋
4 ) = sin(−𝜋

4 ). Ïîëó÷àåì äâå ñåðèè
ðåøåíèé: 𝑥 = −𝜋

2 + 2𝜋𝑘 è 𝑥 = (2𝑛+ 1)𝜋 ñ öåëûìè 𝑛, 𝑘. Ïåðâàÿ ñåðèÿ îñîáûõ
òî÷åê íåñèììåòðè÷íà, äëÿ ñèììåòðè÷íîñòè íóæíî èñêëþ÷èòü èç 𝐷 åù¼ è
ñåðèþ òî÷åê 𝑥 = 𝜋

2 +2𝜋𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíà, � ýòî ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ èñêëþ÷¼ííûìè òî÷êàìè
𝜋
2𝑘, 𝑘 ̸= 4𝑚.

Êñòàòè, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû ìîæåò íàì ïîäñêàçàòü, ïî÷åìó
ýòà ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ. Èìååì

𝑓(𝑥) =
1 +

√
2 sin(𝑥− 𝜋

4 )

1 +
√
2 sin(𝑥+ 𝜋

4 )
=

sin 𝜋
4 + sin(𝑥− 𝜋

4 )

sin 𝜋
4 + sin(𝑥+ 𝜋

4 )
=

2 sin(𝑥2 ) cos(
𝜋
4 − 𝑥

2 )

2 sin(𝜋4 + 𝑥
2 ) cos(

𝑥
2 )

= tg
𝑥

2
,

òàê êàê cos(𝜋4 − 𝑥
2 ) = sin(𝜋4 + 𝑥

2 ). Ðàâåíñòâî âåðíî òîãäà, êîãäà sin(𝜋4 + 𝑥
2 ) ̸= 0,

ò. å. äëÿ 𝑥 ̸= −𝜋
2 + 2𝜋𝑘.
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Упр. 12. Ìû çíàåì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôóíêöèåé ïðè ïðèáàâëåíèè 2 èëè
3. À êàê èçìåíèòñÿ å¼ çíà÷åíèå ïðè ïðèáàâëåíèè 6? Èìååì

𝑓(𝑥+ 6) ⩽ 𝑓(𝑥+ 3) + 3 ⩽ 𝑓(𝑥) + 6.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝑓(𝑥+ 6) ⩾ 𝑓(𝑥+ 4) + 2 ⩾ 𝑓(𝑥+ 2) + 4 ⩾ 𝑓(𝑥) + 6. Çíà÷èò,
𝑓(𝑥 + 6) = 𝑓(𝑥) + 6 è 𝑔(𝑥 + 6) = 𝑓(𝑥 + 6) − 𝑥 − 6 = 𝑓(𝑥) − 𝑥 = 𝑔(𝑥). Òî åñòü,
ôóíêöèÿ 𝑔 èìååò ïåðèîä 6.

Упр. 13. Ответ. 𝑓(𝑥) = 𝑥2

𝑥−1 .

Îáîçíà÷èì 𝑔(𝑥) = 1
1−𝑥 , òîãäà

𝑔2(𝑥) =
1

1− 1
1−𝑥

=
1− 𝑥

−𝑥
= 1− 1

𝑥
, 𝑔3(𝑥) =

1

1− (1− 1
𝑥)

= 𝑥.

Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑔 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 3 ñòåïåíè èç id. Ïîäñòàâëÿÿ
â èñõîäíîå óðàâíåíèå âìåñòî 𝑥 çíà÷åíèÿ 𝑔(𝑥) è 𝑔2(𝑥), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1
𝑥 𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓

(︁
1

1−𝑥

)︁
= 1,

(1− 𝑥)𝑓
(︁

1
1−𝑥

)︁
+ 1

1−𝑥𝑓
(︀
1− 1

𝑥

)︀
= 1,(︀

1− 1
𝑥

)︀
𝑓(𝑥) − 𝑥

1−𝑥𝑓
(︀
1− 1

𝑥

)︀
= 1,

ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî 𝑓(𝑥), 𝑓
(︁

1
1−𝑥

)︁
è 𝑓

(︀
1− 1

𝑥

)︀
. Íàì íóæíî íàéòè òîëüêî

çíà÷åíèå 𝑓(𝑥), òàê ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî Êðàìåðà.

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1
𝑥 𝑥 0
0 1− 𝑥 1

1−𝑥

1− 1
𝑥 0 − 𝑥

1−𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −2; ∆1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1 𝑥 0
1 1− 𝑥 1

1−𝑥

1 0 − 𝑥
1−𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 2𝑥2

1− 𝑥
.

Òîãäà 𝑓(𝑥) = ∆1/∆.

Упр. 14. Ответ. 𝑓(𝑥) = −2,4𝑥− 1,6𝑥2 +
√
𝑥.

Âû÷èñëèì óêàçàííûå â (4) èíòåãðàëû:

1∫︁
0

𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(𝑎𝑦 + 𝑏𝑦2 +
√
𝑦)𝑑𝑦 = 𝑎 · 1

2
+ 𝑏 · 1

3
+

2

3
= 𝑎,

1∫︁
0

𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(𝑎𝑦 + 𝑏𝑦2 +
√
𝑦)𝑦𝑑𝑦 = 𝑎 · 1

3
+ 𝑏 · 1

4
+

2

5
= 𝑏.

Èòàê, êîýôôèöèåíòû 𝑎 è 𝑏 çàäàþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{︂
−1

2𝑎+
1
3𝑏+

2
3 = 0,

1
3𝑎−

3
4𝑏+

2
5 = 0.

Ðåøàÿ å¼, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑎 = −2,4; 𝑏 = −1,6.
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THE CONCEPT OF “FUNCTION” IN PROBLEMS

I. S.Grigorieva

The article contains a set of problems for studying the concept of
“function”, namely the real function of one variable. It is designed for the 1st
year college students. It can be used in mathematical elective courses and
to train college students for math contests.

Keywords: math elective, math olympiad, function.
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рубрика в журнале ?
непонятно в [1] - это 


